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XVII.1

. DE:fINITIONS

., , 

.

l) n ppalsseur dans un espace vectoriel norme
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé, on appelle,

selon Kolmogorov, épaisseur de A dans E le nombre

désigne l’ ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
n de E. ’

, 

On a les propriétés suivantes :
1- d est le rayon de la plus petite boule centrée à 11 origipe

contenanit A. :

t

4- d (,I,E) = 0 ~ [Il existe un sous-espace vectoriel de dimension n dc
n

E contenant A ~. 1,
5- La suite dn est d’croissitnte. De plus, pour que 0 il faut et

n n
n-+m

il suffi.t que :A. soit pr6compact. Un résultat fondamental : le

Théoréme, de Iirein : Soit E n+1 un sous-espace de dimension (n+1) d’un

espace de et la dP En+2" Alors

~ 

Le lecteur intéresse pourra trouver la démonstration de ce

théorème dans l’ouvrage de G,. G. Lorentz [111.
1
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2) Espaces de Sobolev avec poids
On notera J le pavé ouvert Jo

Pour tout multi-indice

Pour IjP (J) est l’espace des (classes de)
fonctions u : J - G telles que t u E 

" 
k étant un entier positif, on appelle espace de Sobolev

1; espace des (classes de) fonctions u : J - CC telles que
0: ., l ,;

t Du appartienne à C (J) pour k. C’est un espace de Banach pour
la norme ",

est l’adhérence de~(J) dans Sur
a

est une norme équivalente à

Etant donné deux suites (u ) et (v j on dit que un-vn s’il
, 

n n ’ n n

existe deux constantes positives A et B telles que Au n -5 v n S Bu TI pour
"n assez grand".

’ SE désignera la boule unité d’un espace norme E,,
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EPAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

Lemme : Pierre Grisvard [6J ~

Pour 1  p  +00, k entier positif, a réel tel que

oc + l 2) ... k3 on a 
"

P

Démonstration par récurrence

Comme /É°(J) est dense dans W a (J) cette inégalité se prolonge
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ok,p
2- Soit u un élément de W 

a 
(J).

sont des éléments de

donc, d’après l’hypothèse de récurrence, de Lp 
k J; ce qui implique

0 1,p a-K+i

que u appartient à W 1?p (J). 
a-k+1 

,

Lemme II.2 P. Bolley et J. Camus [41 ,

. 1

’ 

Pour 1  P  +oo, k entier positif, a réel 
1 

tel que

a + .1 ~ ::[1,2, ... ,k], p réel l’application 
°’

p

est un isomorphe de

Démonstration

Posons
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Ce qui implique que

r

Il est clair que l’application est injective et que la bijection

réciproque est l’application 
t

Théorème 11.1 : Pour 1 p  +00, k entier positif, ac et P réels tels

que a + B k posons d -- d (SW g iP (J)), alors :
, n n oc -1’-’ ,

il existe une constante
~’ t

positive: B telle que

Démonstration 

i,,ère partie : Nous commentons par ramener le problème au cas ou « et

p sont de même signe tB

et l’application

est un isomorphisme

ce qui implique :



XVII.6

Si oc1-1- (l2,...,k) l’application est un isomorphisme
e p 0 k P (J) sur 0 k,psimultané sur (X + p ( et de sur LP(J): ce qui

implique. ’

Si (

vérifiant les mêmes inégalités

que a~ Les inclusions

nous permettent de conclure.

2ème partie Démonstration du théorème pour 0, On .

1. Majoration
Dans toute la démonstration C désigne une constante positive

qui dépend de a, P, k, p, qui ne sera pas toujours la même.

l.a Soit 6 un nombre réel tel que 0  6  1. On approche u par 0 sur le

pavé J ’ X ’] 0 6[ .
Si a +2013 ~ [1,2,..,k] d’après le lemme I.l

alors
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1

, Pour E &#x3E; 0 donné, (1) implique

en prenant

lob On partage maintenant 1[ en cubes L. Sur chaque cube A on

approche ’la fonction u par un polynôme P.u de degré (k-l) tel que
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On obtient les cubes A de la manière suivante :

on divise ]6 1[ par des points si l.==t. - t. pour
: 0 1 h = 1; si i J-2)

t . 1  t, t . le cube 6 a pour côté 1 . o
J J

On détermine 1, de manière à avoir
J 

, t

Alors si on appelle E la subdivision de J obtenue et P
l’opération qui, &#x3E; à u, fait correspondre 0 pour t  Ó, P~U pour t &#x3E; à

Détermination de 1.
J

On utilise l’inégalité de Poincaré. Comme
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On applique à nouveau l’inégalité de Poincaré autant de fois que cela

est nécessaire et on obtient

On veut que

Posons à priori 1 . - où a est une constante
J .

Comme
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Soit h tel que

1 
* Pour m = 1 on a approché tout élément de la boule unité de W 

oc 
(J)

, ce

1
par un sous-espace vectoriel de dimension n = h+l et il existe une

constante B positive telle que

** Pour m &#x3E; 1, évaluons le nombre n de cubes à de ’la subdivision S
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Remarque
Dans certains cas, par exemple a:=O, fi  2013 :et m  kp ou bien

p
a==0 et m &#x3E; kp on retrouve des cas particuliers de résultats de

M. Birman et Solomjak [3] ~

2. Minoration 
,

1 Soit y On partage JO 1(en s sous-intervalles et on ob-

tient une partition de J en s M cubes J 1 de côté qn définit par

911(x) == 1 = (11Y...)lM). Alors (p 

* Pour 0 a+P  - 0’ 

m

Soit E 1 le sous-espace de Lp (j) engendré par les fonctionsn+ -P
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’ 

La boule B d e rayon r = s de E lest donc contenue 
dan s

r n+1’

. 

0 k ,p
la boule unité de En utilisant le théorème de Krein et les pr o_

., a

priétés de la 1 eme, épai sseur, on obtient :
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Comme (n+l) = SM, n,.- s M’. Il existe donc une constante positive
A telle que

k**   k
m 

’

. Soit E le sous-espace de engendré par les fonctionsn+1 - ,

telles que 1 m = 0 
.
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Un calcul identique au récédent (cas  k donne 4
. m

En utilisant le théorème de Krein

3eme artie : démonstration du théorème pour a  0, ~  0

La majoration est une conséquence de ,

Minoration

k
On reprend la démonstration faite dans le cas ce b 0, 0,  m

m

en substituant le cube Q au cube Jo j
2- Généralisation /

- 

, , , 
ex&#x3E;

’soient 0 une variété à bord C y compacte, de dimension m et
une fonction de classe positive dans 0, nulle’,à l’ordre 1 au

bord. :

On appelle espace de Sobolev W k,p(n) l’espace des (classes de)
w 

P 
a 

p

fonctions telles que E pour k. C’est un espèce
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de Banach pour la norme

est l’adhérence dans s W’P(0). :
u 

’

est l’espace des (classes de ) fonctions u : Q - fl telles que

Le théorème 1101 est encore valable si on substitue Q à J.

La démonstration se fait par cartes locales et partition de l’unité.
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