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DEFINITIONS
1) n*°™® épaisseur dans un espace vectoriel normé
Soit A une partie d'un espace vectoriel normé, on appelle,
selon Kolmogorov, n' €M épaisseur de A dans E le nombre

a (4,E) - Inf Sup Int {[x-yl
Eneg;n(E) x€A y€E_

ohé?n(E) désigne 1’ ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
n de E.

On a les propriétés suivantes
1- do(A,E) est le rayon de la plus petite boule centrée a 1' origine
contenant A.

2- dn(aA,E) s a.dn(A,E) (¢ 2 0)

3- ACBS= dn(A,E) < dn(B,E)
{
4- dn(A,E) =0 ® {I1 existe un sous-espace vectoriel de dimension n de

E contenant A }.

5- La suite dn est décroissunte. De plus, pour que dn =0 11 faut et
n—+4®
il suffit que A soit précompact. Un résultat fondamental : le

un sous-espace de dimension (n+1) d'un

Théoreme,de Krein : Soit En

+1
espace de Banach E et Un+1 la boule unité de En+2" Alors
dn(Un+1’E) 1

Le lecteur intdéressé pourra trouver la démonstration de ce

théoreme dans 1'ouvrage de G. G. Lorentz [11].



XVII.2

2) Espaces de Sobolev avec poids
‘1
On notera J le pavé ouvert J0 Il ™ de R", J=d%]Jo 1] , x = (x',¢)
o1 x € B@—z.Pour tout multi-indice p = (ul,a..,um)'ui € N,

m [u]
[u] =2z My et p* - 2 ot Hm -
i=1 00X, ...0X
1 m

Pour 1 S p < +», B € R, LEB(J) est 1'espace des (classes de)
fonctions u : J = € telles que +7Pu € P ().
"k étant un entier positif, on appelle espéce de Sobolev

Wﬁ’p(J) 1' espace des @1asses de) fonctions u : J = € telles que

t*D"*u appartienne a LP(J) pour ,u! < k. C'est un espace de Banach pour

la norme

Il T
WP fus R
ok,p K oxk.p
W (J) est 1'adhérence defD(J) dans Wa’p(J)n Sur W _ (1)
(= I[+* p"ullP )14’ est une norme équivalente a
|u|=k P (J)

”u”Wg’p(J) si o + % £ {1,2,...,x} - [4].

, Etant donné deux suites {un} et {vn} on dit que w TV s'il

existe deux constantes positives A et B telles que Aun = v s Bun pour
"n assez grand".

SE désignera la boule unité d'un espace normé E.
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I1 . n"°™°® EPAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

Lemme II,1 : Pierre Grisvard [6]
Pour 1 < p < +®, k entier positif, a réel tel que
o+ % ﬁ {1,2,°.°,k} on a

ok,p p
W (7) = La‘k(J)

Démonstration par récurrence

i1- k = 1 pour u G‘Q(J) on a
| t o - et
[u(x',t)]| = Io ’as u(x',s)|ds si oo <1

[u(x',t)] = j:m‘ %; u(x',s) |ds si a+%’> 1

1 1 -1 o, -1 ‘
Jjax' [ N )p]u(x"t)lpdt = fz dx j:” g (o )p’u(x',t)lpdt
< j:“dxv(—TEEEITET}T:“t“p[S%— u(x',t)|Pat (Inégalité de Hardy)
ppl 4 . pl Lop;_9O_ P
< (TEEI%?ET) fo dx jo t lat u(x',t) | at

s ¢. [lulfPot,p
W (J)

ol,p
Comme & (J) est dense dans v, (J) cette inégalité se prolonge

aw  (J).
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ok,p
2- Soit u un élément de W (3).
o k-1,p
ou .o _ ou 14
u, 3%, (j =1,..,n-1), 31 sont des elcme?ts de W (3)
J
donc, d'apres l'hypotheése de récurrence, de LP (J); ce qui implique

o 1,p a-k+1
que u appartient a W __, . ().

o 1,p° P
u € wa—k+1(J) C;—"Ih—k(J)
Lemme II.2 P. Bolley et J. Camus [4]

Pour 1 < p < +®, k entier positif, « réel tel que

o+ % £{1.,2,...,k}, p réel 1'application

UJ—uatpu

o k,p ok, p
est un isomorphe de W o (J) sur Wa—p (J)

Démonstration "
Posons u = (u',um) pH - L. pt
3t m
D" (tPu) = =2 ! tPu = &=— D" u
athm athm
il s Ho-]
. A 3™ ply
- 3=0 dttm™d
. Ro=J : :
o k,p m ok-|u'|-n_+j,p
d T m p (J)
Pour u€ W (J) g;vﬁ'a D™ u €W (J)C“>Ih—k+|u'[+um—J
. a“m—j , '
et tP7d Lpe— D' w € 1P , (J)
3¢ m=d a-k+ | p l+um~e ¢=+>3§-9(J)
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Ce qui implique que
D" (t°u) € Lg_p(J) pour |u| s k

Il est clair que l'application est injective et que la bijection
réciprogbe est 1'application ur——t Pu.

i
Théoreme II.1 : Pour 1 < p < +®  k entier positif, o et B réels tels

o k,
que o + § < k posons d_ = dn(SWa P(J), LgB(J)), alors :

¥

k k
. k o~
1. Si oo+ B < - dn,v n m 0

2. Sia+ B = % et o + % £1{1,2,... k} il existe une constante

positive. B telle que

L k
0, < v (bogn) 7

3. Pour % < B <K et si p <0, a+% ¢ {1,2....,x)

T k—fu+ﬁ!

an; n m-1

Démonstration

B 2 \l ~ -
Jére partie : Nous commenc¢ons par ramener le probleme au cas ou u et

B sont de méme signe 0
1. a <0 et 20

a4+ % < 1 et l'application

wi—s t%u
o k,p o k,p
est un isomorphisme de Wa (J) sur w (J) et de ISB (J) sur LS(Q+B)Q
ce qui implique

0 k,p
d, (sw .

0 k,
(N. 125 (9)) 2 dp (sW P (), 18 0y ()
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2. a20et <0
Si o + 1 E {1,2,...,k} 1'application u»_at_Bu est un isomorphisme
, Ok, o ) .
simultané de W o p(J) sur W, +PB(J) et de IEB(J) sur IP(J): ce qui

implique '
0 k’P P o kp
d (W, *(9), 125(9)) » a,(sw o (3),1P ()

!’ '
Si a#é € {1,2 «..,k} il existe o' et «" tels que o' < « < o
a' o+ é éj{1,2,..,k}, a" + % £ {1,2,..,k}, vérifiant les mémes inégalités
que o. Les inclusions
o k,p o k,p o k,p
, W DNew T (@esw o (9)

nous permettent de conclure.

28me partie Démonstration du théoreme pour « 2 0, § 2 0.

1. Majoration
Dans toute la démonstration C désigne une constante positive

qui dépend de «, B, k, p, qui ne sera pas toujours la méme.

l,a Soit 6 un nombre réel tel que 0 < 6 < 1. On approche u par 0 sur le
pavé J'x ]0 6l .
Si a + i £ {1,2,..,k} d'apres le lemme II.1

( o k,p
W (J)c...,Lg__k(J)c_..,LPiB (J)‘

alors

IJ'dx' fi t—ﬁp|u(X)|pdt = él—Bp fJ‘dx'ji s—Bp|u(X',6s)|pds

< C°61~BPI dx Jg s(a-k)p[u(x‘,és)lpds
J'

!
'

= C. 5kp“(°‘+ﬁ)pf dx'jg t(“‘k)p]u(x',t)lpdt
J!
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< c.s¥P-(arB)py, P
: P
La-k(J)

< C.ékp-(a+ﬁ)p”u”po .

W (J)

sia+te {1,2,...,k} il exﬁste o' > a, tel que o'+ £ £ {1,..,k} et
p o k,P o k,p
«+ B <a +pf <k.Alors W (3)e_sW o (J) implique

[ ax jé t7PPlu(x) [Pat < c,ékp‘(“'+5)pHqu , (1)

AE)

"Pour £ > 0 donné, (1) ou (1') implique

[ ax [2 4P lu(e) Pat < ePfulo k,p (2)
w

J E)

en prenant
C.ékp—(a+ﬁ)p = &P si o + % fa {1,00.,k]
C‘ékp-(oc‘ﬂ?’)'p: gp si o + ":';" € {1>°'°9k} f

1.b On partage maintenant J"x}é 1{ en cubes A. Sur chaque cube A on

approche 'la fonction u par un polynome P u de degré (k-l) tel que

A

j (0" u(x) - D“PA u(x))dx = 0 pour |u| < k.
A
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On obtient les cubes A de la maniere suivante :

on diviSf ]6 1{ par des points t0:6 ti"”th:'l; si 1j=tj - tj—2’ pour

t. < t < t, le cube A a pour co6té 1..
j-1 j P 7

a—

|
0 ﬁa %y k” ......... 4

On détermine 1j de maniere a avoir
' [u-P u|P +7PP gxrdt s c. &P T u p,ap
IA A IA I | =k | D" u(x)|Pt Fdx'at

Alors si on appelle Z la subdivision de J obtenue et P_

1'opération qui, & u, fait correspondre 0 pour t < &, P u pour t > %

A
CfJu-p ulPt7PP axrat <. P w 1+% p*u||P
J = [u]=k LP(J)
soit [lu-P_ ul < C.e |[ul|
= ) o k,p
L2p(9) W ()

Détermination de lj

IA|u(x)—?A u(x) |Pt7PP ax < tgﬁg IAlu(x)—PAu(x)lpdx

On utilise 1'inégalité de Poincaré. Comme I (u(x)—PAu(x))dx =0
A
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m {
ou el P
|u(x) - P u(x)lp dx <c. (t,-t. )P ¢ | (x)- P u(x)|"ax
IA A j J-1 Yp iot axi axi s
| (%, =
On applique & nouveau 1'inégalité de Poincaré autanf de fois que cela

est nécessaire et on obtient

1 .
J ITa ful=k
On veut que .
1 atp

Max C tf(a+6)plkp s eP soit 1, < C.eK t, k ¥ j
: J-1 J J J-1 :
J

Posons a priori lj = a.sd.jy ol a est une constante

1

o = —E—:jgzﬁ) et vy = («+B)0. Alors
J

t. = 0 + a.eG. z ry

J r=1

Comme

J
v rY,q,jV*i = jkd et 6ae’ si cx+% £ {1,...%}

1

k=(o+B) o o % € {1,.. k)

a' > «

8 ~c¢



XVII. 10

a+B .

% 1

et 1, t. ~oet ¥j
j j-1

Soit h tel que th—l <1<« th

soit b o e (3)

| o kp
# Pour m = 1 on a approché tout élément de la boule unité de W, (1)
{
par un sous-espace vectoriel de dimension n = h+l et il existe une

constante B positive telle que

o k,p
P -k
a, (W, (3), 125(3)) = B,n

#% Pour m > 1, évaluons le nombre n de cubes A de la subdivision E

-1 gm—l o+
h -(m-1) = h - -%L——§l
n=.3 1, P 2 R B O
_ + 1. k-m(a+
si a+f < k j k-(a+f ~ h k-(o+8 _ hk— o+
m =1
_ m-1 _ k-m(o+8) _m
soit n=e k‘(“"‘B) k[k'(a"'ﬁ)) = e k
o k,p p - %
et dn(SWa (N, L_B(J)) < B.n
h _Am-1)(a+
. 'k . k-(a+B
si a+B > o §=1 J a1
_m-1
k-(o+f

soit nZ¢e
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_ k-§a+@!

o k,p p m-1
et dn(swOC (J),L_B(J)) < B. n

h m- o+

P L i toLogn

~pM =

si a+f = -1

-1 m m 1

n&c k—{(HBj Logh=ekLog hae kLogek

1
Log n~- % Log € + Log Log ¢ &
e
Log n z Log Log ¢ k
n ~ ek + __g___g:_r__
Log ¢ k
m k
Log n ~ x . (Log n \m
n ~ £ . ( n ) TE

o k,p p log n k
et dn(SW o (), L_B(J)) < B.( ———)m

Remarque

Dans certains cas, par exemple a=0, B < i:et m < kp ou bien
a=0 et m 2 kp on retrouve des cas particuliers de résultats de
M. Birman et M.Z. Solomjak [3]

+
)

2. Minoration l
Soit ¢ Gia(J). On partage ]O 1£en s sous-intervalles et on ob-
tient une partition de J en s cubes J, de coté %, On définit 9, par

pp(x) = p(sx-1) 1= (1 ,...,1). Alors 9, eE@(Jl).
k
* Pour 0 < o+B < g

Soit En+ le sous-espace de L?B(J) engendré par les fonctions

1

. . m
le Si Y = (Yl,-..,Ym)i En+1 = {fY= f Yl ¢1}; dim En+1 = n+l = s
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_ 1P ¢ PPax <) | Pax
”fY"EI_’B(J) - _]"Jll‘lvl 9,(x) |7 t7 Fax 2 J"JI '21371«q>1( )l) d

> ? Iyllpr1|¢l(x)]pdx = Z lYllp ”¢pr( 7
£ Py 1 % I%pHr P - t*P| £y, D%, (x)|Pax
[EM z,p(J) e "o | P ) MSk j'J IRFLAS ) |

' H x) 1Pax = P " %) | Pax
SEI:MSk .fJ | f”lD‘Pl()l d }fulsk§!Y1‘ j‘Jlqu)l()l
R Nl CSNONIES
i ,Sk 1 Jq
= s P s‘“|p bo(x)|Pax
E'lyll TuISk ‘rJ IPe= ]

<¢C, s "% sIu|p =cs ™ §0 s'P

o<k =

A S
=0
e, |IP s s P
o k.p
()
k
t || f < C. f
et el Sl R
w o (9) -B
La boule Bﬁ de rayon r = C“1 s‘k de En+r est donc contenue dans
o k,p
la boule unité de W (J). En utilisant le théoreme de Krein et les pro-
ieme

priétés de la n épaisseur, on obtient :
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d (s&k’p(J) LP (J) = a (B ,LP -1,k
NELE » Log ) d_ Br,L_B(J)) =C "sg

§
Comme (n+1) = sm, n~s”. I1 existe donc une constante positive
A telle que

Y k,P p -
a (sw (3), 12,(9) 2 A.n

g X

#¥%  Pour % < a+f < k

Soit En+1 le sous-espace de L?B(J) engendré par les fonctions

?y telles que 1m =0

- — . (m-l
E ,q= {fy -12_0 1 wl} dim B . = n+l = s )
=
e, | =J 12 1 o ()P Pax 2 FPL | 5 g, (%) [Pax
L?B(J) 31 =0 J 1 =0
(EIke 2 sy [P0 e (x)[Pax = PP g |y PP
Y P : 1 J 1 _ 1 P
L_B(J) 1 =0 Jq 1 =0 L°(J)
£ IPo k,p =% | £ v, DY, (x)|Pt*Pax
Vw0 sk IJ 1 =0 1 Doy (0]

=z = |y, /P t*P| oMo (x) |Pax
1 -0 ! IJ [P0, (=)

m 1 |

< 7% 3 z [y 'p ]Du@ (x) Pax
lufsk 1 -0 ! le 10|
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Un calcul identique au précédent (cas a+B < ﬁ) donne

g GKp-ap-m

I £

< C.

y" o k,p
W

(9)

o4

< ¢, ok (a+B) g I

et [|£ |
v'o k,p TP (g
()

v ()

En utilisant le théoreme de Krein

o k, - E:iﬁiﬁ)

P -
a (sv  (3), 1P5(3) 24,0 "1

3eme partie : démonstration du théoreme pour oo < 0, B < O

La majoration est une conséquence de
o k,p o k,p D P *
v (@) W (J)c__;IJ(J)c__éL_B(J)

o k,p o k,p o k,p
a (sw_ (J),LfB(J)) < d_(sw (3, L?B(J) < d_(sw " (3),LP(3))

i

Minoration

. 1 1
Soient a = (2’"""’2)’ Q =

£ [

J + a

On reprend la démonstration faite dans le cas « 2 0, B 2 0, o+ < %

en substituant le cube Q au cube J,

2- Généralisation

Soient Q une variété 3 bord Cm, compacte, de dimension m et ¢
une fonction de classe Cm(ﬁ), positive dans Q, nulle a l'ordre 1 au
bord.

On aRpelle espace de Sobolev W:’p(Q) 1'espace des (classes de)
fonctions u : 0 = €@ telles que wa.Duu € Lp(Q) pour ]ul < k. C'est un espace
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de Banach pour la norme

[l =2 [lo%. D uliP (
woP(Q)  Julsk 1P ()
\%k’p(q) t 1'adhé 2 k.
« (0) es adhérence deds(N) dans v Q).

L?B(Q) est 1 'espace des (c]asses de ) fonctions u : Q = € telles que

cp"ﬁu e LP(n).

Le théoreme 11,1 est encore va'able si on substitue Q a J.

La démonstration se fait par cartes locales et partition de l'unité.
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