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IX.1

C - APPIIICATI(&#x3E;NS
- - - - - - - -

Ce sont essentiellement des con.séquences du théoréme I. siii

les itères d’un opérateur t dans un ouvert (2 de RD (cf . part je B).

On supposera les coefficients des opérateurs différentiels ci

ào analytiques z le lecteur verra que ces hypothéses peuvent pf11’

fois être affaiblies. Les démonstrations détaillées des résultats 

se trouvent dans [2J.

t~ l. I)’ 

1 ) Désormais on. suppose de plus que cet opérateur est auto-adjojnr. :
comme 1 ’injection de dans L2(0) est compacte, le spectre de ,~ 

alors une suite (1 J ,) de valeurs propres strictement positives, que l’on

uméro te dans l’ordre croissant, et qui tend vers l’infini avec j. ()n 

(; . ) une base orthonormec dans L2(O) de fonctions propres associé«».
J s

aux (A.), et J l’application qui, à tout fait corre spond re la
J 

)
suite de ses coefficients de Fourier sur la base (m 2 J .. On utilise )a

t t. J 12 . (avec P(j)&#x3E;0) pour désigner l’espace "lavec :nation 
P(,J) (avec P(j) &#x3E;O) pour dé*,-,igner l’espace "l 

2 
avec poids" 

muni due sa norme

naturelle.

On a le résultat

Proposition 1.1 : :

1) Pour tout , la restriction de J à est un. i somorpli 1

de D (d k) sur 12 2kde D( sur 1 - .

’Br

2) La restriction de J à a (0), pour est un. isomorphisme c 
r

"b s

1 sur
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!3) La restriction de J à G (Q)? un isomorphisme de
,, s

Demonstrati on : Le 1) est évident. Pour le 2), 1 &#x3E; suffit de remarquer que

(’ ""(Õ) = P D 1 A-k ). Montrons le 3). Pour que l’on il faut et

~ ’ suffit t qu’il existe x

~ on remarque qu’il existe deux constantes positives C1 et C2 telles que
1 ’on ait pour to-it . :

a

La proposition 1.1 montre qu’il est utile de connaître prêcisé-
ment t de la suite (À.) quand j - m.

J

2_Théorie spectrale de l’opérat£urà

On démontre le résultat :

Proposition 1.2 : La suite (, i) des valeurs propres de .aevérifie :°°°°°° 

j J

1 où K est une constante positive calculable à partir du symbole de

1 1, opérateur JI.ï l’opérateur J,,f, .

On remarque que le comportement de (..) est le même que dans le

cas d’un problème elliptique.

Démonstration de la proposition 1.2 :
On renvoie à [13, [2] pour les détails g l’ idôe utilisée consiste

à étudier le noyau de Green de l’opérateur (avec m&#x3E;~~.
En comparant ce noyau à la solution élémentaire de l’opérateur fige en
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x 6 Q, f1~ t

(où y’ est la partie homogène d’ordre 2 en § de ·

0

montre ensuite que l’on a, pour tout x 

et existe une constante C&#x3E;0 telle que l’on ait pour tout

et p ou r tout t&#x3E; &#x3E; U ,

Les relations (1.2) et (1.3) montrent que l’on a, pour tout 

:;.1 G t (x. :-. )::;; C cp (x) -V2 Ï par le théorème de lebesgue , on déduit alors

de ( 1. 1) 7,

En. utilisant un théorème tal1hêrien, on en déduit la proposition 1.2.

3) Conclusion

Des propositions 1.1 et 1.2 on déduit le résultat :

Théorème 1.1 : La restriction de l’application J est un isomorphisme

de pour tout k £ N , 1 de C-(Ô) sur l’espace;() desÎ ’ 

i 
.4 n 

’ ’ ’

suites à décroissance rapide,de pour sal.
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4) Résultants d’approximation

On considère seulement le cas or r2 est la boule unité de ]Rn

(ceci est susceptîble (l’être généralisa ... ~ ; pour k6N et can

note dk (f,P) la distance dans L2(O) de f au sous-espace engendré par les

polynômes de degré s’k ; 5 on a le résultat :

Théorème ’ :

00 . 2013. 
‘

1) Pour que la fonction f soit dans C (Q) il faut et il suffit que

la suite soit à décroissance rapide.

 ) Pour que f soit dans 0 (n) (avec il faut et il suffit 

existe  , te Iles que l’en ait; pour tout 

8

Ceci donne en particulier le cas des fonctions analytiques sur

 , mais on n’obtient aucune caractérisât,ion analogue pour les é*le-*men-ts

de Gs 

Démonstrat,ion du théorème 1.2 :

On utilise le tlléorème d’ i somorphi sme 1~.1 pour un opéra te ur ,;1:
de la forme

dont les fonctions propres sont des polynômes.
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2 2. INTERPOLATION.

1) Rappels

(Les résultats utilisés ici sont démontres dans [3]). Pour tout

« E ]0, 1 î’ 1 on sait construire par une méthode de norme fonctionnelle un

foncteur d’interpolation ~ 
(X qui vérifie

Par une méthode de prolongement par lim et on en déduit, pour

un fondeur d’interpolation , qui vérif ie en particuliero i-

Le théorème 1.1 et inégalité (2.1) impliquent :

Théorème 2.1 : : Etant données 1 £ s on sait construire un foncteur

1 d’interpolation 10 tel que :

En particulier, les espaces 0 s (0) apparaissent comme espaces
d’interpolation entre l’espace C (o) et l’espace a(3) ; on sait déjà que

pour s&#x3E;1, l’espace G s (0) n’est pas d’interpolation entre C (n) et 

L’égalité (2.1) et les résultats connus sur l’opérateur de

Laplace-Beltrani sur une variété r analytique compacte sans bord, impli-

quent aussi :
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§ 3. PROBLEMES AUX LIMITES.

1) Résultats obtenus pour 1 Les opérateurs 

On désigne par un opérateur de la classe étudiée au paragraphe
B et par 1 un opérateur de la classe étudiée au paragraphe A. On a le

résultat :

Proposition 3.1 : L’opérateur dest un isomorphisme 
’

) 1) de C~(Q) sur C (0),
2) de et s ’ (0) sur Q (o) pour tout 
1)) de l’espace ’°Gev&#x3E;-ej; dissymétrique" y s sur lui-mcm

(cf. ID partie B), pour tout 

1 Llop’érateur 1 est un isomorphisme~ 
4) de C (0) sur C (0),
o) de G (n) sur G ~12 pour 
6) de a (n) sur 0,(Q), pour 

Seul le dernier résultat 6) n’a pas encore été démontré ; il

résulte par interpolation de 4) et de 5) (pour s= 1).

2) Problèmes aux limites elliptiques

On se contente ici d’énoncer les résultats pour le problème de

Dirichlet pour le laplacien dans n, mais ceci est évidemment valable pour

un problème elliptique général.
On sait (cf. [4]) que l’application (,û,i0 où y est la trace

sur aD, est un isomorphisme de sur et de G(n) sur

Le théorème 2.1 et la relation (2.2) impliquent alors le

résultat :

Théorème 3.1 : L’application (A,7,) est un isomorphisme de 2~(i’i) sur

o (r), pour tout s:&#x3E;i. 
o s
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En îtans [’1J, on obtien.t directement le théorème tI’ isomor-

phisrre avec G s (p) au lieu de a s ( ±») . On peut ret-,’ouver ici le résultat par

interpolation à partir des cas C 00 et analytique (avec des hypothèses de

i-é’gulai-îte** un petl restrictive,-,) ; on rlémont,re d’abord

3.1 : : Soit u c- et s (0) tel que Lu e G 
s 
(ë) ; alors on a aussi G 

s 
(0).

1,a dlmonsLr.ation fait dan.s eliaque carte locale au voisinage

de dO et par récurrence S1Ir l’ordre des dé*rivations ’hormales".

Le lemme ~3.1 et le théorème 3.1 impliquent le résultat :

Corollaire 1 : 

~ 

L’application (A, un isomorphisme de sur

En particulier y 0 est un isomorphisme de C
_ 

o 
_

A

(0) 
x 

= G 8 sur (resp. G 8 °Ù Eà désigne u 
611 = 0 »

Les t"6sultats ci-dessus (approximation interpolation.
montrent que les apparaissent assez naturellement sur une

variété à bord qu’ils y- jouent un rÔle analogue à celui des es-

paces G 
8 

sur ane variété sans bord, et qu’ ils sont en un certrin sens

que les (--.qpaces G ( , ( 0) .
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