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IX.1

C - APPLICATIONS

Ce sont escentiellement des conséquences du théoreme B.3.2. sui

les itérds d'un opérateur ¢ dans un ouvert ) de R” (cf. partie B).

On supposera les coefficients des operateurs diffdrentiels ct
3Q analytiques : le lecteur verra aisérent que ces hypotheses peuvent pau1 -
fois etre affaiblies. Les démonstrations détaillédes des résultats ci-de=x.

se trouvent dans [2].

§ 1. THEOREME D'ISOMORPHISMES.

1) Désormais on suppose de plus que cet opérateur Jtest'auto—adJOJul
comme 1'injection de D(/#) dans L2(Q) est compacte, le spectre de J est
alors une suite (XJ) de valeurs propres strictement positives, que 1'own
numérote dans l'ordre croissant, et qui tend vers l'infini avec j. On noi:
(mj) une base orthonormée dans LQ(Q) de fonctions propres de JA assocides
aux (A ), et J l'application qui, a tout f GLz(O) fait correspondre la
suite (i ) de ses coefficients de Fourier sur la base (mJ) On utilise 1a

o1

notatlon lp( ) (avec P(j)>0) pour désigner 1l'espace "1 avec poids :

{(fi) EWIJ : = IfjlgP(j) <= 1 , muni de sa norme
t J= ©
naturelle.

On a le résultat :

Propesition 1.1

~

1) Pour tout k € N, la restriction de J a Dﬁﬁk) est un isomorphism:

de I)(«ffk) sur 1??\ )Qk .

2) La IPHtFLCtIOD de J a G (Q) pour s 21, est un isomorphisme de ¢t

espace sur llm 1 (. )‘Jk
l\rjI\ ']
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a (Q) sur lim 1 ALt

i3) La re~tr1cb1on de J a a (Q) pour s 21, est un isomorphisme de
i M>0 (exp((5D) )

Démonstration : Le 1) est évident. Pour le 2), i. suffit de remarquer que
c(Q)= n DQ&k). Montrons le 3). Pour que l'on ait ue@4(Q), il faut et

1" suffit qu'il existe M>0 ;: T ok
k=0 M (2k:)

< o H

«t on remarque qu'il existe deux constantes positives C., et C_ telles que

1'on ait pour toat A,

2k

J,gq) w A AL 12s
C1 exp((*l) < —-EJ————— < C, exp((wﬁ) ) .

k=0 M (2k!)°®

La proposition 1.1 montre qu'il est utile de connaitre précisé-

ment le ¢ muporicmer t de la suite (Aj) quand j = «,

2) Théorie spectrale de l'opérateur«f

On démontre le résultat :

Proposition 1.2 : La suite (kj) des valeurs propres de A vérifie :

%
r ~K i“"  quand  joo

ou K est une constante positive calculable a partir du symbole de

1'opérateur Jf .

On remarque que le comportement de (kj) est le meme que dans le

cas d'un probleme elliptique.

Démonstration de la proposition 1.2 :

On renvoie a [1], [2] pour les détails ; 1'idée utilisée consiste
a ¢tudier le noyau de Green Gt(x,y) de l'opérateur u%zm-+t1 (avec m:*%).

Ln comparant ce noyau a la solution élementaire de l'operateur figé en
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x €0, on trouve

JL
(1.1) ¥ x€a, limt MG (x,x) = (20)™ 7 dg = 1(x)
t Jdoon 2m
o R” 1+ (x,€)

{ou ﬂ(’)(x,g) eslt la partie homogene d'ordre 2 en £ de d’(x,g)).

On montre ensuite que l'on a, pour tout x €Q,

2
(1.2) G (x.x) =  sup - lu(x) | ,
; o) T, el
uéh | gl L2 (7) L% (q)

et qu'il existe une constante C >0 telle que 1l'on ait pour tout

u GD(ﬂ'm) et pour tout t>0,

< ¢ ([l + % jjul]

o

1L7(Q) L7(Q) L2(q)

) .

(1.3) t

Les relations (1.2) et (1.3) montrent que 1l'on a, pour tout x €0,

t»lur ‘;th(x.x)SC cp(x)_l/'z ; par le théoréme de Lebesgue, on déduit alors
de (1.1)
4w . = 1 1-n/4
lim t° ~¥ 4w (= o ) = lim (t ~ m j Gt(x,x)dx = Il(x)dx .
t §=0 A"t {0 Q Q

En utilisant un theéoreme taubérien, on en ddduit la proposition 1.2.
b

3) Conclusion

Des propositions 1.1 et 1.2 on déduit le résultat :

Théoreme 1.1 : La restriction de 1'application J est un isomorphisme

de D(.;{'k) sur 124k/n pour tout k ¢ N , de Cm(a) sur l'espaceJ des

J —_
suites a décroissance rapide,de I (Q) sur lim (12 A
s —— Jdy¥sn
M>0 exp((, ) )

) pour s=zl.
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4) Résultats d'approximation

On considére seulement le cas ot (1 est la boule unité de R"
DI
(ceci est susceptible d'étre généralisé ...) ; pour k €N et f eL7(Q), on
. 9 \
note dk(f,P) la distance dans L°(() de f au sous-espace engendré par les

polyndmes de degré sk ; on a le résultat :

Théoreme 1.2

1) Pour que la fonction { soit dans cm(ﬁ) il faut et il suffit que

la suite (dk(f,P) soit a décroissance rapide.

2) Pour que f soit dams 7 (6) (avec s >1) il faut et il suffit qu'il
Q

1

existe deus constantes C, M>0, telles que 1'cn ait, pour tout k € N ,

1
dk(f,P) < C exp(-MKk°) .

Ceci donne en particulier le cas des fonctions analytiques sur
0, mais on n'obtient aucune caractérisation analogue pour les éléments

de GS(Q).

Démonstration du théoreme 1.2

On utilise le théoreme d'isomorphisme 1.1 pour un opérateur A

de la forme

2 NS 2 n
Di(l-—r)Di+1+ £ (x;D.-x.D)" (avec r”= T ox.),
1 1<i,j<n J =

N ™MB

i

dont les fonctions propres sont des polynomes.



§ 2. INTERPOLATION.

1) Rappels

(Les résultats utilisés ici sont démontrés dans [3]). Pour tout
a€ J0,1], on sait construire par une méthode de nerme fonctionnelle un

foncteur d'interpolation ¢, qui vérifie

2 .2 .2
017, 1 exp(.j)] = Lexp(j9) -

Par une méthode de prolongement par lim et lim, on en déduit, pour

1 Sso'<s-<w, un foncteur d'interpolation 36, qui vérifie en particulier

B ~ . 2 . 2 . 2
(2.1) @B (lim 1 o 0 Lim)1 1 /s n] = limg 1 1/ .
keN M>0 i\~ ‘o Mﬁ /58
e exp((A) ) exp(@ )

2) Application

Le théoreme 1.1 et 1'égalité (2.1) impliquent

Théoreme 2.1 : Etant donnés 1< s, <s<wx, on sait construire un foncteur

d'interpolation 33 tel que :
8, [C (Q) , aso(o)] =12 (a) .

En particulier, les espaces 05(5) apparaissent comme espaces
d'interpolation entre l'espace c“(ﬁ) et 1'espace 2(Q) ; on sait déja que
pour s>1, 1'espace Gs(a) n'est pas d'interpdation entre Cm(ﬁ) et G(E).

L'égalité (2.1) et les résultats connus sur 1l'opérateur de
Laplace-Beltrani sur une variété T analytique compacte sans bord, impli-

quent aussi

(2.2) 2, [C7(r) , 6, (D)1= 6,(T)
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§ 3. PROBLEMES AUX LIMITES.

1) Reésultats obtenus pour les opérateurs déginédrés.

On désigne pat of un opérateur de la classe étudide au paragraphe
B et par £ un opérateur de la classe étudiée au paragraphe A. On a le

résultat :

Proposition 3.1 : L'opérateur erst un isomorphisme
1) de Cm(a) sur Cm(ﬁ),
2 de Qq(a) sur Qq(ﬁ) pour tout s =1,

3) de 1'espace de "Gevrey dissymétrique" d'ordre s sur lui-mémec

(cf. partie B), pour tovt s =1,

L'opérateur £ est un isomorphisme
1) de cm(ﬁ) sur c“(ﬁ),
3) de Gs(a) sur Gs(a), pour s =1,
6) de GS(B) sur 65(5), pour s =1,

Seul le dernier résultat 6) n'a pas encore été démontré ; il

résulte par interpolation de 4) et de 5) (pour s=1).

2) Problemes aux limites elliptiques

On se contente ici d'énoncer les résultats pour le probleme de
Dirichlet pour le laplacien dans (), mais ceci est évidemment valable pour
un probleme elliptique général.

On sait (cf. [4]) que l'application (A,yo), ou y est la trace
sur o0, est un isomorphisme de C¢(5) sur cm(ﬁ),(c”(r), et de a(ﬁ) sur
a(Q) x a(I"). Le théoréme 2.1 et la relation (2.2) impliquent alors le

résultat :

Théoréeme 3.1 : L'application (A,yo) est un isomorphisme de Os(ﬁ) sur

Gs(a)sz(I‘), pour tout s =21.
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En fait, dans [1], on obtient directement le théoreme d'isomor-
phisme avec Gq(B) au lieu de Qq(?). On peut retiouver ici le résultat par
interpolation a partir des cas c” et analytique (avec des hypothéses de

régularité un peu plus restrictives) ; on démontre d'abord :
Lemme 3.1 : Soit ueEQq(a) tel que Au €G§(5) ; alors on a aussi u GGq(ﬁ).

La démonstiration fait dans chaque carte locale au voisinage

de 30 et par récurrence sur l'ordre des dérivations 'mhormales".

Le lemme 3.1 et le théoreme 5.1 impliquent le résultat :

Corollaire 1 : L'application (A, ) est un isomorphisme de Gq(ﬁ) sur

G_(Q)xG (D).

En particulier y est un isomorphisme de Cm(a)A
(resp. qq(a)A = Gq(a)ﬂ) sur €(r) (resp. Gq(r)), ou EA désigne {ueE ;

Au=0 dans Q}.

Remarque : Les résultats ci-dessus (approximation interpolation eel)
montrent que les c¢spaces QQ(Q) apparaissent assez naturellement sur une

. . . P N » .N N ' . ~ N .
variété a bord réguliere, qu'ils y jouent un role analogue a celui des es-
paces G_ sur une variété sans bord, ct qu'ils sont en un certsin sens

b=

"meilleurs" que les ¢spaces G‘(a).
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