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VIII.1

B - THEOREME SUR LES TTERES D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES

3 1. NOTATIONS ET HYPOTHESES.

On considere un ouver

a bord analytique réelle.

Soit Jelul opérateur différenticl d'ordre

lytiques sur Q (‘). elliptique

these

(1.1)

‘. n — L
t Q2 borné de R™ tel que ( soit une varidte

2, a coefficients ana-

dans (, dégénérant au bord. On fait 1l'hypo-

Aest un 1somorphisme de B(Q) sur lui-wméme.

On suppose aussi qu'au voisinage d'un point du bord l'opérateur s'écrit

. , , .. n
avec les coordonnées locales (x,y) ((x,y) #V voisinage de 0 dans F4.

y étant la variable normale) sous la forme

A

(1.2 D yD +
) y Y

C

D!+ DP}VD .
Woxo . X v

!sl

On suppose, de plus, qu'il existe une constante C telle que, pour tout

a €B(V)

(1.3) “ylﬂig) + o HDalld 5 = C m&uﬁ
HY(RY) Jajs2z ¥ LE(R]) L2tmf)
Exemples : 1) On prend 0= disque unité de R°.
# 23 oy 3
e e ) ag e 26°
en posant ( X, = r cos b

r sin 6 .

(.>Les coefficients de Jfot la

variété (O peuvent étre. dans certains énonc..

supposés seulement de classe Gevrey sur (. On laisse la vérification au

lecteur !
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2) On considere dans (

A= = 'a_o0*s oz oAt o

o<t %s 1<k, jsn 09 Ko

e
ou ¢ est une fonction analytique équivalente a la distance au
bord de (, les fonctions aa sont analytiques dans 5 et veri-

fient : B

Re z a %% sc 1£]® (c>0)
|8]=lo]=1 %

et

90 o0
L . =—— D, ~-—D
k,j axk J axj k

Notons que les champs de vecteurs Ak i sont tangents a 30O .
b

On ne montre pas ici que les opérateurs dees exemples 1) et 2)

vérifient les hypothéses (1.1), (1.2) et (1.3) (Cf. travaux de Bolley ct,

Camus, a paraitre, [2] et [4]).

REGULARITE.

Nous avons

-~ - -~ m -
Théoreme 2.1 : Soient s un nombre réel =1 et u une fonction & sur w

vérifiant

il existe L telle que, pour tout k € N et tout aEﬁNn—l, on ait

5) -8
(2.1) !IDaDkAuH SLla'+k+1 [(Ial+?k):_1
vy L2 k!

Alors, pour tout compact K de w, il existe une constante M telle que

l'on ait, pour tout k € N et tout aEZNn—I:
~+5

(e kK ~oylol+k+l [([af+2k) ]
(2.2) |]Dnyu|]L2(K) < M =
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|

Voici deux corollaires du théoreme 2.1,

Corollaire 1 : Si ueDAQ) ot dﬁ] cst analv:iigue dane (), alors u est aussi

analytique dans (..

Il suffit pour le voir, de prendre . = |.

Corollaire 2 : Soit u47T(.})). Les deux condition- vuivantes sont équlva-

lentes :

a) u est analyvtique dans ).

b) T1 existe une ronsanie K telle que ! ou a1t pour tour 1 €N

< Ki+1(

. ¥
(2.3) A

Lo 211).
L7(Q)

En effet a) implique b) puisque Jfrvst un opérateur différentiel

dordre 2 a roefficients analytiques dans (0,

Pour montrer gue h) implique a), on note, comme dans [3]

2 o (T
W(x,t) = & 7! LJT%L (x)
1=0 o
et on remarque que l'oun a
) N . _— -
(2.4) (D:wf)W(X,.t.) = 0 dans Q x J-%.+2[ .

( omme Df-+7fest de la méme [orme que deans R » (3, on déduit de (2.4) et

du théoreéme 2.1 avec s=1, l'analyticité de W, donc de u(x) =W(x,0).

Remarque 2.1 : La méthode préceédente ne permef malheureusement. pas de ca-

ractériser les fonctions u € S(() et vérifiant
A" ull 2 < Kl+l(21i)q (¢« réel >1) .
L7(0)

Nous utiliserons une méthode diffdrente (et plus compliquée) pour

le faire dans le paragraphe 3.
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Esquisse de la démonstration du théoreme 2.1 :

(pour la démonstration compléte voir [1])
1) Par une méthode d'ouverts emboités (voir A, § 3), on démontre
d'abord :
(2.5) D% T u| 5 s'M|a!+3 [(a]+2):3°
o LY(K)

pour tout aEENn_l, ou T est 1'un des opérateurs différentiels d'ordre 2

suivants @

‘ ¢ u
D; pour I“LI:‘Z , Dnyy pour |u|=1 , Dnyy .

2) On démontre maintenant (par récurrence sur k) qu'il existe deux

constantes M, et M, vérifiant pour tout e N*"1 et tout keN :
o A aok loj+1 & [(Ja]+2k): "
(2.6) HDX Dyyu],L2 . < M M, o .

La relation (2.2) résulte alors facilement de (2.6). Pour donner une idée

de la preuve de (2.6), on prend 1'écriture simplifide suivante de A :

)

(2.7) Ay Dy)‘ vu+‘Diu (2 variables x et y, n=2).

B

La relation (2.6) est vérifide avec des constantes M1 et M2 pour
k=0, 1 et 2. On la suppose vérifiée jusqu'a l'erdre k+ 1 et on démontre
qu'elle est aussi vérifiéde pour k+ 2 (si M1 et M2 sont assez grandes indé-
pendamment de k). On applique,pour cela, l'opérateur DzDS- a 1'équation

(2.7). On obtient :

aDk+2

“] a+2 _k N
X Yy ’

D uy

(2.8) i v

yull = [p_

« Dk.“1 u“ + HDa Dk AuH +
Xy Xy
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On utilise maintenant les deux indgalitds suivantes (inégalité-

de Hardy) :

] I & nK+2 |
ID ulh < 5= Ip’ Dy yu
1 i X k+c..)4
< 3 ::I)x Dy ¥ u!; (k ‘1)
ino+2 ko 2 not+2 k+1 '
D Dy < ST Dy yu

On obtient alors a parvtiv de (2.8)

k+2 [ ok 2 at+2 K+l
2. ¢ ‘ulo< “DTAufl + - \ ful
(2.9) HD D yuj s 2(,0 Dy Al =7 D Dy yull)

On utilise maintenant l'hypothese (2.1) et la relation (2.6)

vraie jusqu'a l'ordre k+ Il par hypothese de récurrence, il vient :

o k+2. , a+l k+2 (a+2k+1): 18
DT D07 yuli = M7 M Ghso) x
2
M Oy By 2(K+2) (k+1) My 4gk+22}
G GO 35— s M 2k+1
2 Mo [(o+2k+1) ... (a+2k+1)] 2

[1 suffit donc pour avoir { 1}<1! de supposer

2D
MY
; 1,1 11
MM, MyEM o, Seg et Rpmsso
M 2

5 3, THDOREME DES i oi.. LE /4.

On introduit la notation
p M ¢
D vD si k=2
( Yy y) P

yD, (b y I)V)p si =2p+ 1 .



VIII.6

Pour tout k € N et tout pé¢N on a

il

Rk R2p

(3.1) Ry D]

Bk+2p

[Rk’R].] = {%} Bk

ou {%} est la partie entiere de %.

-

On a alors le théoreme suivant :

Théoreme 3.1 : Soit s un nombre réel =1 . On se donne une fonction

u(&@(w) vérifiant la condition suivante : il existe une constantc

C telle que pour tout i ¢ N, on ait

(3.2) At ull o S ci*l(2in)® .
L (w)
Alors, pour tout compact K de w, il existe une constante M, véri-
fiant, pour aeNn-l et tout keN
k+1 -
(3.3) HD:Bkuan(K)leaI+ (alekyr s

Avant de donner une esquisse de la démonstration du thioreme 3.1,

donnvus-en quelques conséquences. Commengons par la

Définition 3.1 : On désigne par Gs(a) 1'espace des fonctions
u.ESKE)f\Gg(Q) et vérifiant la relation (3.3) sur toute carte locale

voisinage d'un point du bord de Q.

On a alors

Proposition 3.1 : 1) @q(a) est un Gs(a) module.

2) On a alors les inclusions

¢ (@) ca (@) 6, (@)
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(en particulier Gl(a) = l'espace des fonections analytiques sur 5).

On donne ici la démonstration de 2).

On commence par démontrer parv récurrence sur k que l'on a

v
(1.4) Ry Dy v (x,v) = — [ v(x,t) dt
- 0

Sl {2(k+1)
ou en déduit (inégalité de Hardy)

v)

Tkal Ro(ke1) " o ¥

dRo D v .
IR . S 15)
2k y LK) L7(K)

En réitérant (3.4), on trouve, pour tout aé}Nnml et tout k €N :

N o
R.. D7uj

”DkDa 0" a
i ujl < —
Ty Tx ki "2k “x

Si u vérifie (3.3), elle vérifie donc aussi la relation

- ) .8
'lDy DX Uy s (-M) !

ce qui démontre le 2) de la proposition.

Théoreme 3.2 : Soit u.EE(Q). Les deux conditions suivantes sont équiva-

lentes :
a) u £ aq(ﬁ)

b) Il existe une constante K telle que | on ait, pour tout i €N :

1A | ) <k tl(2in)®
L7(q)

La démonstration de "a) implique b)" est laissée au lecteur.
Le fait que¢ "b) implique a)" résulte du théoreire 3.1. (Pour s=1, on re-

trouve le corollaire 2 du théoreme 2.1).
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Esquisse de la démonstration du théoreme 3.1

(La démonstration détaillée se trouve dans [1]).

1) On démontre d'abord la relation

I, = ylof+2+1
L (K

pour tout i ¢ Net out aEan—l, ou T est 1'un des opérateurs Di pour

(3.5) T atu (|a|+2i+2)1®

-~

hi[‘ 2, D;)rDy pour ]u’: 1, Dy)rDy. On utilise pour cela une méthode

"d'ouverts emboités", (voir A).

2) On démontre maintenant qu'il existe deux constantes K1 et K2 telles

que l'on ait, pour tout aE'Nnnl, tout k € N et tout i €N

(3.6) ¥R At 200 < Mi“|+2i+1 Mg[(,al+k+2i)!]s .

La relation (3.3) résulte alors de (3.6).

Pour démontrer (3.6), on raisonne par récurrence sur k. La rela-
tion (3.5) montre que (3.G) est vraie pour k=0, 1 et 2 (avec un certain
choix de M1 et M2). On suppose que (3.6) est vraie jusn1'a 1l'ordre k+1, et
on la démontre pour k+2. On applique alors 1l'opérateur Dsz a 1'équation

(1.2), il vient :

o,i 1+1 U o mo,1
(&7)I&+§&A RkD A RkD b D At - RkacquA u

|u|<2 |ulst

On a besoin d'une "formule de Leibnitz" pour les opérateurs Rk
Lemme 3.1 : Pour tout couple d'entiers m et k vérifiant

0 <ms<k |,

il existe un opérateur lifférentiel unique P; de degré k-m et a coef-

a
- . 3 . - ©
ficients polyndmes en y, vérifiant pour tous f et g fonctions 2 sur

—

w 3
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R (f) P¥(g)

(3.8) R (1 g) =

M=
o

m

. s~ . .
En outre, si g est dans G (w) , 11 existe une constante L ne dé-

pendant que de g telle que 1'on ait, pour aEZNn_a k, €N (j=<k) ;

(3.9) Pl . sl ag ey

| w
L (w)

Pour achever la démonstration du théoreme 3.1, il suffit d'appli-
quer a (3.7) la formule de Leibnitz habituelle, ainsi que (3.8) et (3.9),

et d'utiliser (3.6), vraie par hypotheése de récurrence jusqu'a 1l'ordre k+i.
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