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VII.1

Etant. loni-1’ô iin opérateur coefficients analyti-

quels dans un ,’i de on peut se poser les problèmes suivants

(entre autres ...) :

a) analytique. On veut savoir si les hypothèses :
u analytique dans Q’ impliquent u analytique dans

Q .

b) (1(, s iitj oi) s des problème s aux 1 imite s , à données

analytiques, associes à ,Î daiis un ouvert T tel que î 1
c) des fonctions analytiques par les ~~ ~’

ci e~ unicité locales pour le problème de Cauchy

de Cauchy-Kovalewsky et d’ilolmgren). 0

Parmi les résultats classiques sur ces problèmes, on peut signaler .
- Pour le problème de l’hypoellipticite analytique, le théorème de Petrow-

sky pour les opérateurs elliptiques (cf. aussi des résultats de Trèves).
- Le théorème de Morrey et Nirenberg (cf. L5 pour le cas des problèmes
aux limites.

- La cai-:ict éii iatinri des fonetîous analytiques sur un ouvert (ou sur une

variété sans bord) par les itères d’op6rateurs elliptiques (théorème de

Kotake t; Nai-asii-nli.-)ri, ’1 92), la caract6risatlon des fonctions analytiques
ou de Gevrey sur ]1 , Q étant un ouvert régulier, par Lions et Magénes.

- Pour les de Cauchy, les résultats les plus classiques sont

relatifs à des "surfaces initiales" non caractéristiques.

On se propose de regarder ces problèmes sur deux classes 

rateurs afin de mettre en évidence la diversité des conclusions

de plus les classes considérées, qui sont en un certain sens des générali-
satiolis à un ouvert de Rn de l’opérateur de Legendre sur

un x

(-1, +1) permettent d’obtenir quelques applications (approximation des
CD

fonctions analytiques, interpolation entre des espaces de fonctions C 
~x&#x3E; 

sur

iine variété à bord, problèmes aux limites dans les classes de Gevrey ...).
Il pas ,,)ssible ici de faire toujours le d’élail des calculs, aussi
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se contentera-t-on souvent de donner la méthode suivie et les étapes 
tielles.

On fera successivempnt :

A - Etude de l’analyticité pour une classe d’opérateurs elliptiques dégi-
neres : On aura une réponse positive pour le problème a) mais négative
pour le problème c). ,

B - Théorème sur les itére*s d’opérateurs elliptiques dégénérôs 1 On.

aura ici une famille d’opérateurs (peu différente de celle précédemment

étudiée) pour lesquels on pourra donner une réponse affirmative au problè -
’j

me c).

C - Applications : Elles reposent essentiellement sur le théorème des

itérés précédemment démontre.
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A - ETUDE I)E I, ’ANAIjX°TICITE POUR UNE CLASSE

ELLIPTIQUES 

g 1. INTRODUCTION

Nous utiliserons les notations :

1 ) Rappels de résultats sur des problèmes 

Soient 0 un ouvert bOl ’né de R et Él une fonction de Rn dans
ro

Ift de classe C telle que :

1
On note lT= [u (~o,) ; ~2Dau e L2(,r~) pour tout t que

! ri. 1 muni de son produit scalaire nature. On -,ait que est un espace

normal de distributions contenu dans L 2(0). On considère une forme înt6gru-

*) On pourra supposer n&#x3E;2, le cas n=l étant beaucoup plus simple (et se

traite immédiatement par - les inégalités de Hardy).



VII.4

différentielle" :

co -

et on suppose ’ que ’ les ’ coefficients sont de ’ classe C sur n et que la

forme a est IY-coercive (c’est-à-dire qu’il existe une constante 
telle que l’on ait pour tout Re 

On note c7t l’opéi°a,t,eur différentiel associé à la f orme a :

On sait (cf. ou [2]) que pour tout g dans L 2(0) , il existe

u unique vérifiant

et on a, avec une constante c indépendante de g, y

et on sait aussi que si g est dans alors u est aussi dans 

Exem le : On prend pour Q la boule unité de R , c’est-à-dire

On considère un problème variationnel pour fixer les idées et parce que
la régularité d’un tel problème est connue (cf. [1]), mais la méthode vaut

pour des problèmes non variationnels pourvu que l’on connaisse des résul-

tats de régularité suffisants (voir travaux à paraître de Bolley et Camus).
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et pour opérateur

2) Enonce des résultats et 

Nous allons démontrer les résul.tat,s :

Théorème 1.1 : t Soit un ouvert de Q et supposons que la fonctioii 16 et

les de l’opérateur soient analytiques sur 0. Alors
que ;/;J 1 

~ analytique sur C.

Conme cas particulier, nous bien sûr 1 tan a 1 y tIC i t é globale,
en prenant 0= 0 dans le t,liéorème ci-des8’ls.

La . Tho(1f’ do démonstration nous permet d’obtenir aussi le

Théorème 1.2 Si la fonction 3 et les coefficients de l’opérateiài-’ u7É7

1 
sont analytiques sur fi, les fonctions propres de Ilop’é’rateur sont

analytiques sur Q.

Reluarque 1.1- : Ces énonc1? restent valablex si on. remplace partout "ana-

lytique" par "de classe G 
s 

, avec les mêmes iémonstrations, y mais

pour gagner un peu de clarté? on se contentera ici du cas analytique

(cf. 

: Les méthodes de démonstrations 6tant toutes locales, on

vérifie facilement que l’ on. obtient des énoncés analogues en remplaçant
o par une vari"t" à bord convenable.

Sch6ma de la m’éthode : a méthode suivie ici. est, inspi rée de Morrey et,

Nirenberg [5] (qui est utili aussi bien poui des problèmes d’analyti-
cité à Ilinté*ri(-iir, que pour des problèmes de régularité au bord pour des

pioblômrs aux l’idée consiste à obtenir d’abord des majorations
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des dérivées presque tangentielles en utilisant une technique d’ouverts

emboîtes ; puis on obtient (toujours par récurrence) une estimation de tou-
méthode

les dérivées. En fait, nous allons appliquer cette/ici pour obtenir des
estimations et ltanalytîcité de u, ce qui nécessite un usage important des

inégalités de Hardy ; de là, on déduit l’analyticité de u. (Signalons que
cette méthode est un peu particulière, due à la forme de l’opérateur, et

qu’il faudra procéder différemment pour la classe d’opérateurs étudiée la

prochaine fois). ,

Commençons par rappeler quelques résultats sur les inégalités de

Hardy et les fonctions analytiques.

3) Lnégalités de Hardy.

On considère une fonction h assez régulière (par exemple Coe) de

dans 0153 (ou dans un espace de Banach) ; on peut écrire (avec 8:=",T) ~ t

et on en déduit, si

Cette inégalités étant aussi valable sur (0,T) au lieu de (0~).
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4) Remarques sur le s fonctions analytiques.

On utilisera la caractérisation suivante des fonctions analyti-

ques sur ~. cu étant un ouvert borne de R : pour que u so i t analytique sur

~, (UE21(w», il faut et il suffit gulil existe une constante L &#x3E; o telle

que l’on ait

(avec la possibilité de par , ou bien par oc!. .

Enfin, remarquons que si la fonction est une fonc-
m - - --ff

tion C de w dans 0152, avec et que yu est analytique, alors u est+ 
q q

_ 

+

analytique sur w.

Nous adopterons le plan suïvant :

2. Notations et inégalités de régularité locale

3. Majoration des dérivées presque tangentielles
4. Majoration de toutes les dérivées

5. Remarques: - dégénérescence à l’intérieur

- contre-exemples.

§ 2. NOTATIONS ET INEGALITES DE REGULARITE LOCAI.E

On veut étudier l’analyticité de u sur un voisinage d’un point de ôQ
où la fonction et les coefficients de Îsont analytiques (l’analyticité
à l’intérieur étant classique, y cf. [3] par exemple).

Par un changement analytique de coordonnées, y on peut se ramener au

cas :
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avec tous les coefficients 1) 01 1 c , d et g analytiques sur un ouvert 0’ de

M (on conserve les mêmes notations u, g pour l’étude dans Q et dans R
+ +

après localisation et on note A l’opérateur déduit de atpar la localisation).
De l’inégalité (1.5) on déduit en particulier,après localîsation,qu’il

existe une constante C&#x3E;0 telle que l’on ait pour tout 

(H (n) désigne de façon générale l’espace de Sobolev

pour tout -or que «

Introduirons quelques notations n

En désignant par w un cylindre ouvert de Rn de la forme

w x avec (i) ouvert de JB 
n- 1 

’i on note : :x x 10,a[ a v e c x o uw. e r 1, (le ,@n - 1 , on n. o t e : 
’

~ la fermeture de eu dans 

w l’ensemble w x p0,a[ .2013 

x 
" L

Pour tout note

Pour une fonction v

on notera :

On démontre le lemme général suivant : 

Lemme 2.1 ~ 1 Il existe une constante (qui ne dépend que de uj et de

la borne supérieure sur w des coefficients de l’opérateur A) telle que
l’on ait pour tous , strictement positifs et tout v EH(w) et tou

multi-indice de longueur 
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Démonstration : Il suffit de considérer le cas = 2, cas lai  2
I

La démonstration se fait en appliquant l’inégalité (2.2) à une fonction
est choisie dans valant 1 sur , et telle que

.. A’ .. 1 A. 1 -£1 ...... ’ 1
pour t out avec C 2 indépendant de L , Y y .

DES DERIVEES PRESQUE TANGENTIELLES 
1

On garde les notations et les hypothèses du paragraphe 2.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivant :

C"

Lemme 3.1 : : Soient K un compact contenu dans w et u une fonction C sur

1 j-) telle que Au soit analytique sur un voisinage de K. Il existe une

constante C&#x3E;0 telle que l’on ait :

On part de la relation f2.1) que l’on. dérive par rapport à x ;

on. obtient : :

On trouve dans Qu des termes de la formP :
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On utilise maintenant le lemme 2.1 où l’on remplace v par

on obtient pour tout Nn tel que :

Majorons N (Q u) : ,

On remarque que la majoration d’un terme de la forme U 3 se ramène par l’ine-

galité de Hardy à celle obtenue pour un terme de la forme On obtient :

où h est le coefficient d’indice correspondant dans A.

On utilise l’hypothèse d’ analyticitê des coefficients de A sous

la forme :

(3.4) ) II existe une constante L&#x3E;0 telle que l’on ait’ ........

pour tout y dans R , y

le sup portant sur tous les coefficients c~e A.

Des relations (3.2), (3.3) et (3.4) on déduit finalement :

pour tout
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De cette inégalité (3.5) on déduit le résultat (+).

Lemme 3.2 : ~ On suppose la fonction Au analytique dans w ; ; alors on peut

trouver une constante M&#x3E;0 telle que l’ on ait pour tout e &#x3E; 0 et pour

tout y E En tel que y n: 2 :.t P Gr 1

Démonstration : On fait une récurrence sur lyl ; ; la relation (3.6) est
évidemment valable y 1 borné avec un choix convenable de la constante

M. On suppose que M est choisie pour que ~2.Ei ~ soit, valable pour jyi ~ j

et on détermine les conditions pour que cette même constante soit aussi

valable pour 

On utilise (3.5) et 

On a : :

On vérifie que la récurrence peut s’appliquer, car le membre d~

droite ne contient des dérivations de yu que d’ordre fj , et pour kj on

a toujours N. N,a - JE E: :9 ke
On note N le nombre de coefficients de l’opérateur A ; -. on utilise

l’analyticité de Au sous la forme : Il existe une constante (que l’on

peut choisir être L comme dans (3.4)) telle que l’on ait :

pour tout

~ ’~ Pour des raisons techniques, y on peut supposer dans la définition

de w, donc N. ( . ) est toujours nul 
je
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On obtient :

Pour avoir
il suffit devoir :

On remarque que sous la condition jE: :::;1, on peut majorer le

premier terme de cette somme par

On peut donc choisir M assez grand (par rapport à L) pour avoir la 
somme

des trois premiers termes de (3.9) majorée par ) .
En remarquant que l’on a :

on obtient :

que l’on peut toujours rendre 2 pourvu que M soit assez grand.
Le lemme 3.2 est donc démontré.

Le lemme 3.2 entraîne le lemme 3.1, en effet :

Etant donne K, il existe c&#x3E;0 tel que l’on ait 
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On utilise le lemme 3.2 avec F.’ = -S- ; ; ce qui donne : :n utïliP le 3. avPC 

1 t 1

ce qui implique l’exîst,en.re clluii(- constante C &#x3E;0 -telle que 1 t on. ait : :

§ 4. MAJORATION DE TOUTES ) LES DERIVEES ET 

Sous le hypothèses du on démontre le résultat suivant

Lemme 4.1 : : Il existe deux constantes Ml et M2 strictement positives

telles que 1 ’ on ait pour tout avec »

( *) Tout.es les dans ce paragraphe dans L2(K) nousToutes les normes utilisées dans e paragraphe dans nous

omettrons désormais 
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’Démonstratiop. : On remarque d’abord que est amène à in.Lronuirp deuy

constantes a priori distinctes pour des raisons techniques dans la démons-

tration par récurrence.

On démontre ce lemme par récurrence sur h ; d’après le lemme 3.1,

on sait que 1 1 on peut vérifier 1 1 ïnégalîté (4. 1.) pour k2. Supposons que
t’on ait trouve des constantes M. M qui conviennent jusqu’à l’ordre 1
et montrons que, si le choix est onvenable, y indépendamment de k, elles

conviennent aussi à l’ordre k+1. 

On récrit (2.1) sous la forme :

On applique aux deux membres l’opérateur de dérivation
on obtient : s

avec

On a d’abord :

pt en utilisant l’inégalité de Hardy (1.8), on obtient, pour tout k E N ,

k22 : :
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Par ailleurs, on a :

On pourra majorer et en utilisant l’hypothese de

récurrence et en remarquant que la majoration de j) se ramené (en u.tili-
sant encore l’ inôgalité de Hardy (1.8) sur aux mêmes

OJ Il 
x y 

1

calculs que pour la majoration des termes de x la forme i!v u.
On a :

De même, on obtient les majoration
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On peut choisir déjà M1 et M2 assez grands pour avoir :

On a alors (compte tenu de (4.2) et (4.3~~ . :

En utilisant l’hypothèse d’analyticité de Au (cf. (3.8)), on

vérifie que l’on Qbtient : t

pourvu que l’on ait :

ce qui est toujours réalisable en choisissant assez grand par rapport
à L et M2 assez grand par rapport à M1.

Le lemme 4.1 est donc démontré, et il implique que la fonction

yu est analytique sur K, donc la fonction u est analytique sur K.

La démonstration du théorème 1 est terminée ; pour obtenir le

théorème 2, y il suffit de remarquer que les estimations sont les mêmes si

on remplace 3.1 par A(DCXu) + u avec À analytique.
x x a
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§ 5. REMARQUES

1) Degerescence à 1

On con.sîdère un l’

Ia forme (1.;{) dans un n 11 B. f B "

Q de étant une 

C 
; 

Il 
n 
dans ]Il te lIe que; i

t 1" x r;]1 n { x ) == 0 J est 11 n ( 

et on a d (x) ~ ;.

pour tout 

Dans ce cas l’opératetlr Kestt elliptique (n.on dégénère) de THJ1’;

et d’autre de r dans 0, mais dégénère sur r et a un signe différent de

part et d’autre de ~’. Cet opérateur n’est pas hypoelliptique au sens Î

cependant on mon.tre , par la méthode eî-dessus, le résultat :

Théorèrne 5.1 : : Soit 0 un ouvert contenu dans 0 et supposons que les

coefficients de ~~et ~ soient analytiques dans 0.
Soit u une fonction CCO dans 0 telle que ,u soit analytique 

OE ; alors u est elle-même analytique dans 0.

2) 

Par un argument de [4], on montre que si a la 
_ 

C a t

d’analyticité locale Ita la propriété suivante :

Si u est et vérifier pour toui 1, ~ ~.

alors u est analytique dans O.

Il suffit pour cela de considérer la. fonction



VII.18

et de remarquer que l’ on a ~,

Pour l’opérateur la propriété (5.1)

est fausse (contre-exemple qui nous a été signale par L. Boutet de Monvel) s

il suffit de remarquer que sur les fonctions holomorphes dans le disque
unité ouvert, é1Ùse réduit à un opérateur du 1er ordre. 

On en déduit donc la non-analyticite locale pour 11opél’atpur

D t qui est aussi un opérateur elliptique apparemment "moins dégénère’
que ~.
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