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V.1

§ 1. ., DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES.

On conserve les notations des exposés 3 et 4.

Soit o = espace des fonctions sur X à

valeurs réelles qui sont sommes d’une constante et d’un élément de(X) ;
soit k un nombre réel.

: On désigne par S I’ es P dce des fonctions a de classe

C 1 à valeurs complexes, satisfaisant les conditions suivantes :

2) il existe une fonction de classe C sur S, notée a(-,9), telle que,

pour tout tende vers lorsque , et

il existe une constante C&#x3E;0 telle que

Remarques : désigne bien sûr la limite de p(x) quand Ixl --.

Cette classe est introduite en vue de permettre la considération

du symbole

On notera que la fonction a elle-même et ses dérivées par rapport

à fi ne sont pas supposées être à décroissance rapide en x.

Enfin dans le cas où p est constante, on distinguera l’espace
S et l’espace sP qui a été introduit dans l’exposé N°3 : on a bien

l’inclusion , mais non l’égalit,é.
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[°1°j 3&#x3E;; 1  1 &#x3E;Ii, (t ’ ~) ~ Soient m et M deux nombres réels satisfaisant les

m  inf c  mp o  M. Alors Sm cI SM pour tout k réel.

Le seul point non trivial concerne la deuxième inclusion, et en

1 -cuiement l’estimation de lorsque 
’&#x3E;&#x3E; &#x3E;&#x3E;à x= avec x’ = (x 2 J...,x choisissons MI vérifiant

-p,  ’i ’ Bf - 8&#x3E;1 t KCJN et supposons par exemple x&#x3E; 0.

On écrit alors

c~f i on 

ion (1.2) : : 1

r: i l °- 1) a  t&#x3E; " 
P t ali  S °’ ’" 

x 

É f...f.zBo s é. N ° f..ab S Dp (cf. 
d f i ni t i on de ainsi que pour celle

g&#x3E;_ 1 ’ o ~)’ 

deux premiers points se prouvent sans difficulté. Pour les

nB ] les t j fi 1.1 t i l e de refaire une démonstration : on écrit

ln" 1.es développements asymptotiques de a #b et de a,, qui ont été

"’&#x3E;"&#x3E;’ i  dans l’exposé et on se sert de la proposition (1. 1) et de la

mojtie de la proposition (1.2)
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Lemme (1.1) : : Posons

une suite

ait

telle que, pour tout j, on

l,a preuve est immédiate par récurrence.

On pose

Soit et supposons que l’opérateur Op (a) soit

.

Cela resuite de 1 ’llrlici té dv symbole opérateur pseudo-diffé-

re-ntiel, et de la formule qui donne le développement du symbole (a)-,. de

l’adjoint de 

Lemme (1.3) : ~ Soit a E S20, 2k , et supposons que l’opérateur A=Op(a) soit

Supposons de lus qu’il et R&#x3E;O telles que

Il existe alors

~B. &#x3E; :-3he(b ) ~ , , telle que, si l’on pose e t

s]t l’on appelle B. l’adjoint de B"le symbole de l’opérateur
A - (B" + ...+ B’ )(B +...+B ) appartienne à gP"J1 

pour tout j 1.A - (B 0+ + B, 1) (B 0 +.. + B. 1 &#x3E; r tout 1

En particulier, quel que soit KEN, il existe Cl &#x3E;0 telle que l’on ait,
quelle que soit .,
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La deuxième partie du lemme est une conséquence immédiate de la première.

La première partie se prouve par récurrence.
On choisit b en dehors d’un certain voisinage de

~==0, avec un prolongement convenable dans ce voisinage.

Puis, si c . est le symbole de A - (B4 0 ... + ... + B j-1 on posera’ 

. j o j-1 o j-1
b 2b en dehors d’un voisinage de 0 ; on se servira pour conclure duJ 

0

lemme (1.2). 
,

Définition (1.2) : : Soient et 

On désigne par l’espace des distributions u telles que

appartienne à L (x), A ~ Bétant l’opérateur pseudo-différentiel de

= (’+IF-1 2) 2 Ll + Log (1+1§12)]k

Proposition (1.3) : Soient P, cr, 1: (- :,.f Co (X;]R) ; et soient k, j ,À trois

nombres réels. Quel’on ait soit soit P--c-T 0

pour tout x EX et Alors si et si 0p 
En particulier on a si inf ( p -T ) &#x3E; 0 ou bien et

La deuxième partie de la proposition est un cas particulier de

la première. Pour (-elle-ci, il s’agit de prouver que si et si

alors 2)
Soit B un inverse à gauche de modulo un opérateur "suffisamment amé-

liorant" : : B est fourni par le lemme (1.1) et son symbole appartient à

. On est ramené à prouver que opère continûment de L2(X)
dans L2(X) : or le symbole de cet opérateur pseudo-différentiel appar-
tient à , et donc à en vertu des hypothèse faites.

Finalement, on est ramené à montrer qu’un opérateur pseudo-différentiel G

de symbole opère continûment de L 2 (X) dans L2(X}. A cet effet, y soit

C la borne supérieure de la partie réelle du symbole de G *G, et soit Ci &#x3E;C.

L’opérateur vérifie les hypothèses du lemme (1.3) et il existe par
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conséquent C.) &#x3E;() 1 que ait

pour toute ii
Ceci conclut 1 a preuve &#x3E; La (1. a ) .

Définition et .~ . ~h : Soient o , k 

réels  i ~: ~ ,~. ~ . On pose 
°

pour i il &#x3E; 

La norme définie &#x3E; ~~ ~ ~ à l’équivalence des 

Ni l’espace f’ H ~ ( X ) ni l sa e ne e dépendant t du choix de la 

L’espace H"’ (X) est v est dense. 
&#x3E;

dual 
k 
x ) tst, 11-0,- k 

x ) 12(’Ir la prolongeani, cplle e-nt,ï-( li 1dual de H . (X; j n ’" (X) pour la dual]te prolongeant (A 

et, 10 1 l’ X ) *

Tout ceci se &#x3E; en utilisant des lemmes déjà i

établis, à 1 de f’ la a densité de (’ ..8 (X) dans Il (X), laquelle f’ (pa- :-

difficile &#x3E; à prouver  non nécessite un examen i du crocl)et de 1 .

A ° " a t °l ’ i i i i o p ’ i . éi i r i i i . îl  &#x3E; i . h g i i 1 a x i x a t i o i &#x3E; , q ii e ii .&#x3E; ii x p a s s o n. s s o n s s 1 1 , i i  .  ’ .A d 1111 cm’ de que nous passons sous si

: Soit 1B un compact de X.

Pour définir espace ILB’’(X). interpection de (X) avec on n &#x3E;

1 h.

besoin que de la connaissance (le G dans un voisinage de K, comme on 1

convainc en utilisant le caractère pseudo-local opérateurs pseudo
différentiels. Il est: facile d’énoncer et de prouver l’invariance 

o k . # .

espaces 1 k par diffeomorphisme.
IJ o r s q u e e s t i i n &#x3E; i i xr « r  , 1 e o u p 1 u s t m e n. t u n e v a r î +Ù t, é t . i Il  &#x3E; ’Lorsque est un ouvert de IR ou plus généralement une variété réelle ’Jorsque ¿ es 11U ouv’pr1. (le, , ou p us e une varle ,p t’pf’ f’ 1

el. é no ln b rab 1 0 à l ’ 1 n 1 1 Il i, o fi VOL t, c o min e Il 1;, fi à fin i r les e s p a c s ( ii ) Î  1 &#x3E; 1 ; 1 1 j &#x3E; ,,denombrable à I’lr)riiii, on voit comment définir les espaces Il coirip (O). (i’imB
comp

l’un de l’autre, sans faire sur c d’autre hypothèse que celle de 

to 1 a b 1 1 1 t é (bien &#x3E; entendu, dans le cas d’une variété il faut 

. 

ou ) 
.--
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des espaces de section de certains fibres ou bien introduire une

riemannienne pour définir cette dualité).

§ 2. UNE "%A LA SUR LES ESPACES 

Tout ce paragraphe sera consacré à la démonstration du fait

vivant : :

x Soient t 0 E./t(X;R) 
’

E ,2Î X ) , à valeurs réelles. vérifiant les propriétés suivantes :

a) il M&#x3E;0~ o . tel que

h) (p identiquement sur aucune demi-droite issue de 

Pour tout t réel &#x3E;0, 

Soit 

Il existe alors trois .st,ar.fdefi positives C , C , C teHesque, pour toute
on ait :

Ho m argues : Les restrictions et 2M&#x3E; sup c sont essentielles ; la

condition M &#x3E; sup o ne l’est pas, mais simplifiera la démonstration d ’ vn.

lemme à la fin.

Par ailleurs en appliquant plusieurs fois la deuxième inégalité
r 2

annoncée y on voit qu’on peut remplacer le terme complémentaire par
,, p,-a

aussi grand que soit N.
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Enfin, on remarquera en cours de démonstration qu’on peut rempla-

1 a borne supérieure 2013 de l’intégrale par n’importe quel nombre positif
à l : ceci permet d’utiliser les mêmes estimations si o n’est

!me et C 
cc 

que dans un ouvert Q de X (sans conditions de croissance vers

~ bord), pourvu qu’on se limite aux fonctions K étant un compact

K = B,B de e

1 v , Posons

1 1 deux constantes C&#x3E;0 telles gue lion ait

Uour 

plus. l’opérateur S défini par

continûment ro (X ) dans L2(x) -_. continûment de H (X) dans L (X).

Remarquons .’ aborrl que l’intégrale qui définit f(x,) est conver-

de l’inégalité (t 1;):S;C 1s:12M.. .

lca changement de variable défini par 9, et en posant
.~ 

.. ~ ~ ~ ~ ~ ~ on obtient

( l’intervalle d ’ intégrati on. , on a toujours
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Par ailleurs1 ~ 0 , on écrira

pour e ~ 1;t et ~1 pour 8 ? 1 ·

Si k est 0, on 

Dans les deux cas on conclut par le Théorème de convergence dominée que

t n fonction g(x,) est continue pour S -; 0, et tend lorsque 1

’’f . "" ’" t f’:’1 l,’ 
(1 

1 f,oo-.2L, (x) ^ ( ’n) 
d e 

l l ] J

’1 fixe. ver9 . laquelle est une

c~ positive de c(x) et de ~.

La double inégalité arinoncee en resulte.

Pour estimer choisissons M’ tel que sup M, et écrivons

On a

1) . où

Lemme (il. 2) z Il de ux constant.es C 1 &#x3E;0 et C 2 &#x3E;0 telles pue l’on

:

Soit en effet a une fonction de classe C co sur E, à valeurs réelles, enraie
à 0 pour 1 et à 1 pour La fonction h(x,~)-== 
(cf. lemme 11.1) appartient à l’espace S~"’~~ comme il résulte facilement
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du lemme (II,l), pt 

reste valable pour (1 
Soit (11) : son symbole diffère

B . 

de par uxi de 
’ 

: par allieu 1’8. le symbole de 

l’a t. e ur aH ( 1 + 1 g 12) J2k .12k 
par un 1rateur (A ) A diffère de (1+j ) )j par un eh

due S" 52k+l 
.

1 C &#x3E; C e t, ,,.i Ji est, ()p(,i-aïeui-s 
() A k e -tSi C &#x3E; , et t&#x3E;  1 1 1 Î deux A f- , " et

, 0, k ,’ C, Ii 1 . " , .1 &#x3E; il du &#x3E; (T..3) 

. 

que a

1 
. 

Ite (Bu 11 ’) C.} l’ U 1: ’- .

’ 
1 c’a

h (1; , §) 6 S. on a.

de tout cela que l’on a

Comme 0 p (h) == S 0 P (.’).. 0 il S ri r1 ( f ] 11 ] dans if lemme (1 l . 1 ), et comme

1)p (ry-1) ip diins on voit que pour t,er.fiiii&#x3E;,topère ontnâmeul de ff (X) danp H X on voit que pour ternnner

la preuve du lemme 1 1 J, * 2 ’) 1 1 suffît de prouver que pour s entier &#x3E;0 1 1

exista r tel que S coutinûment do dans 

On l’a déjà V1I dans le lemme (1 l . 1) pour 0. Fn précisant les notatjon".

et en appelant ici i l’opérateur que nous avons appelé S, 
-1 

on Tire

dans le au moyen de la formule

et, de celles obtient en itérant cette dernière.
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En partant du lemme (11.2), en écrivant

avec et en notant que l’adjoint de ¥,*
t

y on voit que pour terminer la preuve du théorème (II , l) il suffit

d’établir le lemme suivant.

Lemme (11.3) : : Soit

Il existe ~~ ~ ~1 et un.e constante C &#x3E; 0 telle que l’on ait, pour tout t &#x3E; 0

assez petit. et toute à

Toutes les constanteq qui figurent dans la démonstration de ce

lemme seront indépendantes de t (0tt 0 ).

Choisissons î,= 1 (-L-.a). On peut, par une partition finie de

Iliinité, se ramener au cas où l’oscillation de c est strictement inférieure

à E (rappelons que p(x) tend vers une constante à l’infini) ; on pose

alors p(x)=p o + 1(x), avec G(x) »0 pour tout x EX et sup (y(x)  e .

Ecrivons

En utilisant l’inégalit,é valable pour avec

b = t L"61 et a==2013(p(x) -p(x+tz)) on obtient
t t
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En itérant la 

avec

et t en t t’ ci P :-- s t v t Ilv B1 s , on obtient

Cette roste valable pour s entier nêgatîf étant donné que
donc pour tout s réel par interpolation.

Ou peut alors écrire

~ ~ il ne plus établir l’inégalité

ou encore

Comme ~2~:) &#x3E;0 , l’opérateur de multiplication par t-20’(x)+2E
a une norme, en tant qu’opérat.eur de dans bornée indé-

pendamment de t ~ cela est évident pour s = 0, puis pour s entier positif ,
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d’où l’on conclut par dualité et, interpolation. Pour finir, on écrit

, et on utilise l’inégali-

Ceci termine la preuve du théorème (II.1).

§ 3. APPLICATION ? p INEGALITES L 2 ET REGULARITE.

Théorème Soient P(D) deux opérateurs différentiels sur
GO

X à coefficients constants, D un ouvert de X, p une fonction de classe C
sur nt à valeurs réelles et m un nombre réel.

Supposons ue our tout, compact .1 exîste, @ro &#x3E;0 Pt tels que,
our tout nombre réel r et toute fonction on ait l’inégalité

Alors our toute distribution u E c’ (0) et tout nombre réel k tels ue

appartient. à 
warr rmrr

’ ’ 

comp 
’~ ’ -"’-"2013201320132013201320132013 

comp 
’

Soit en effet L un compact soi tE:&#x3E; 0 tel que &#x3E; ~

est soit K l’ensemble compact des points x de X satisfaisant e.

ChoÍsissons q&#x3E; EJJ(.x:) vérifiant les condition du théorème (11. 1)
et l’estimation ~(~)=O(ls!2M) quand a avec 

L L
Soit u ~~ (~~.
En posant t - e et en appliquant 11 inêgalité L à la fonction 

on obtient
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pour

En avec chacun des opérateurs à coefficients cons-

tants P(D) ) et Q(D), et en intégrant par rapport à la mesure ,La.nts P(D) et, Q D ’t et. en. lrlt.egrallt pai- rapport à la mesure (Logt t 1
on obtient, compte -tenu du théorème (11.1) : i

quel que soit N réel, il existe Cl &#x3E;0 teL que, pour toute fonction 

on ait

On en rlérluit théorème par régularisation.

Remarque : : Plaçons-nous dans le cas f réquent, où p = d et Q = 1. Si 0 est

( 1 .e. P(-D)f:(r2) = on voit par dualité que pour 

, 1 .

distribution il existe telle que P(-D)g=f.. ’ oe ( z 1 ’) 
, 
g oe ( telle que = .

On trouvera de nombreuses inégalités L" de ce genre dans le livre de

F. Trèves : Lircar Partial Differential Equations, publié chez Gordon

and Breach.

Le cas le plus intéressant (toujours dans le cas de la remarque) est celim

où toute fonction réelle continue dans 1 est majorée par une 0

9

pour laquelle l’ inégalité est valable : : car dans te cas on en conclut

que ~’(--D~~ ~~’~~ - ~’ (~~~ , autrement dit est fortement P(.-D~-~convexe.


