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$ 1. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES.

On conserve les notations des exposés 3 et 4.

Soit o E'{m(X;]R) = AX;R)2 R, espace des fonctions sur X a

valeurs rédelles qui sont somnes d'une constante et d'un élément de,g(X) ;

soit k un nombre reel.

Définition (I.l) : On désigne par Sp'k 1'espace des fonctions a de classe

.

o ~ - . . - .
C sur Xx =, a valeurs complexes, satisfaisant les conditions suivantes :

1) ¥p. qcN', ¥ McN , 3C>0 telle que

5(0(x)- (o)

. / | . ,

2) il existe une fonction de classe C' sur %=, notée a(w,g), ielle que,
pour tout qean, aga(x,i) tende vers Bqa(m,e) lorsque |x[-*m, et

il existe une constante C>0 telle que

1
> 5(p(=)-1ql)
[3%a(=,2)| < c(1+]e]*)" ! [1+Log (1+]£[%) ¢ .

Remarques : p(») désigne bien slir la limite de p(x) quand Ix]—*w.

Cette classe est introduite en vue de permettre la considération
du symbole
o(x)
2 - 2, -k
ap.k(x’a) = (l+|Ef) "1+ Log (1+]€]°) 7" .
On notera que la fonction a elle-méme et ses dérivées par rapport

a E ne sont pas supposées étre a décroissance rapide en x.

Enfin dans le cas ou p est constante, on distinguera l'espace
, 0 , 0 . , . . .
s et l'espace S qui a été introduit dans 1l'exposé N°3 : on a bien

) . 0,0 . .
1'inclusion $°<=s”’% | mais non 1'égalité.



V.2

Proposition (I.1) : Soient m et M deux nombres réels satisfaisant les

: . . M £
negalites m<infco < supo <M. Alors SmCSp’kc:S1 pour tout k réel.

Le seul point non tri-ial concerne la deuxieme inclusion, et en
a1t seulement l'estimation de aqa(anf) —agia(x,g) lorsque le-aw.

Posons x= (x,,x') avee x' = (x2,...,xn) s choisissons M' vérifiant

1 .

~up. M ZM 1 soit K€ N et supposons par exemple xl:>0.
On ecrit alors

q q YA “

A€ 0, } - £ = S0 - q . ' !

’” 1(“.5) o) a(x,:) |j ay 553(31,7( g) dyl;

Xy 1 ‘

|
- M- q]

1 2

o 2

o C J ] 2 2K (1+IE| ) E1+L0g(1"'lg dyl
Xy (1+]x| +v]

¢t on conclut par 1'inégalité
) 1 1-2K 1 1 K
o3} dy o T—K X . —_-K o
A L < min (1+|f|“)2 L < -~ 1 X2 (1+|xv|~))4 2.
K » T2K-1 T2K-1 X1

2.2
ux1(1+]xl +y1)

Proposition (1.2) : 81 a€s”'® et bes?d | alors DP af}aesp'|ql’k+|p'
- (SN +. - ; P ,,“ > » r
et ab &bL+3'k 4 De plus. a,#l)680+6’k+” et a*t:bn (cf. exposé N1

pour la définition de l'opéraleurs de composition #, ainsi que pour celle

les deux premiers points se prouvent sans difficulté. Pour les
deun derniers, 11 est inutile de refaire une démonstration : on écrit
“ases loin” les développements asymptotiques de a #b et de a, qui ont été
¢tablis dans 1'exposé N4, et on se sert de la proposition (I.1) et de la

premicere moitié de la proposition (I.2)



Lemme (I.1) : Posons

2y 2 - =124 -k
ao.k(x,i) = (1+|g] ) L1+-Log(1+[g| )]
Il existe une suite (hj)j>of ,j GS—O-J’-k+J , telle que, pour tout j, on
art ( l
- :S'J’J .
(b0+ cen 1»1)(]._1)#5101k IS
La preuve est immédiate par recurrence.
() Se = S
n pose bO a—o,—k et, s1
c; = (b0+ ...+‘bj_1) ﬁap’k-l , on pose bj= --cJ.bO .

Lemme (I.2) : Soit a.eSo’k, et supposons que 1'opérateur Op (a) soit
sp—l,k+1

autoadjoint. Alors Ima €

Cela résulte de l'unicité du symbole d'un opérateur pseudo-diffé-
rentiel, et de la formule qui donne le développement du symbole (;)* de

l'adjoint de Op (a).

o
Lemme (I.3) : Soit a,Eszo’ék, et supposons que 1l'opérateur A=0p (a) soit

autoadjoint. Supposons de plus qu'il existe C>0 et R>0 telles que

Re a(x,£) = C(1+|g|2)p(x)[1+Log (1+]€]%))%* pour |g| =R .

Tl existe alors

/ . .
v oo srvite (b])JZO , bj ESp—J’k+J, telle que, si 1l'on pose Bj= Op(bj), et
3i 1'on appelle B¥ l1'adjoint de B., le symbole de l'opérateur

20-7,2k+1

A - (B:+—...+ B?-l (Bo+u..+-B'—1) appartienne a S pour tout j=1.

En particulier, quel que soit K& N, il existe Cl:>0 telle que l'on ait,

quelle que soit u E,X(X) :

2
Re (Au,u) = —C1 HuH_K .
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La deuxieme partie du lemme est une conséquence immédiate de la premiere.

La premiere partie se Prouve par récurrence.
On choisit bo(x,§)= [Re a(x,E) ]]’2 en dehors d'un certain voisinage de
€=0, avec un prolongement convenable dans ce voisinage.
Puis, si c. est le symbole de A- (B':)"+ +B§_1)(Bo+ +BJ._1), on posera

b,j =-2—1-;L en dehors d'un voisinage de £€=0 ; on se servira pour conclure du
o

lemme (I.2).

Définition (1.2) : Soient p €4 (X;R), et keR.
On désigne par Hp’k(X) l'espace des distributions u EH-Q(X) telles que

Ao’ku appartienne a LZ(X), Ap(’l;)étant l'opérateur pseudo-différentiel de

symbole a_ |\ (x,€) = (1+]2]2) 2 [1+Log (1+]g]|®) ¥ .

Proposition (I.3) : Soient p, o, TE,XOO(X;B) ; et soient k, j,£ trois
nombres réels. Supgosons que l'on ait soit inf (p-0-7) >0, soit p-0-7120
pour tout x €X et k-j-£20. Alors si uel”’¥ et si a €s%'J, 0p (a)u " ¥ (X).
En particulier on a Hp"k(X)CHT"(X) si inf (p-7) >0 ou bien p-T20 et
k-£20,

La deuxieme partie de la proposition est un cas particulier de
la premiere. Pour celle-ci, il s'agit de prouver que si uGH—m(}.’: 2t si
AP Ky €L2(X), alors AT’I Op (a) u GLZ(X).
Soit B un inverse a gauche de APk modulo un opérateur "suffisamment amé-
liorant" : B est fourni par le lemme (I.1) et son symbole appartient a
S‘p’-k. On est ramené a prouver que AS Op (a) B opere continfiment de L°(X)
dans L2(X) t or le symbole de cet opérateur pseudo-différentiel appar-
tient a ST+G-p’£+j-k, et donc a S°’° en vertu des hypothése faites.
Finalement, on est ramené a montrer qu'un opérateur pseudo-différentiel G
de symbole g €S°’° opére continfiment de L2(X) dans La(X). A cet effet, soit
C la borne supérieure de la partie réelle du symbole de G¥G, et soit Cl>C.

L'opérateur Cl—G*G vérifie les hypotheses du lemme (I.3) et il existe par



conséquent C >0 telle que 1'on ait

ood 2 4
C, uap - iuGu - - C ru
" 2 "ol

™

P
pour toute fonectlon u égkk).

Ceci conclut la preuve de la propos:ition (1.3).

Définittion et Proposittion (l.4) : Soient o ¢ .XT(X;IR) , ket om deny powli

réels tels que m<inf c(x). On pose

) o,k o2 2
u > 7" +
oLk 0 m

‘ N
pour toute distribution v . H7° (A).

La norme ainsi ddéfinie ne dépend pas de m, & 1'équivalence des normes pie-.

Ni l'espace Ha’k(X) n1_sa fopologie ne dépendent du choix de la forme qu:
k
(

X) est complet.ﬂJ(X) y est dense. Enfin, le¢

O -~
dratique !E “. L'espace 07’
dual danD'k(X) g§£_H—o’—k(X) pour la dualité prolongeant celle entre <2}

et ' (X).

Tout cec1 se démontre sans peine. en utilisant des lemme= ddja
. . . . , 0,k
établis, & l'exception de la densité de $(X) dans H7'F (X)), laquelle (pa-
difficile a prouver non plus) ndécessite un examen du crochet de 1'opdroter

oLk . . ) . .
A et d'un opdrateur de régularisation, que nous passons sous silepce.

Remarque : So1t K un rompact de X.

Pour définir l'espace U;'k(X). intersection de Ho’k(X) avec ﬂﬁ(X), on n'n
besoin que de la connais=sance de o dans un voilsinage de K, comme on «'cu
convainc c¢n utilisant le caractere psceudo-local des opérateurs pseudo-
différentiels. Il est facile d'énoncer et de prouver 1l'invariance des
espaces Hﬁ’k par difféomorphisme.

Lorsque ( est un ouvert de R, ou plus généralement une variété rdelle
dénombrable a 1'infini, on voit comment deéfinir les espaces H:éﬁp(n)f dunun
1'un de l'autre, szans faire sur ¢ d'autre hypothese que celle de di[léren-

tiabilité inddtfime (bien entendu, dans le cas d'une variété il faut cous:-

-0.-k, .
ou HIOC ()
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dérer des espaces de section de certains fibrés ou bien introduire une
métrique riemannienne pour définir cette dualité).

§ 2. UNE NORME A LA HORMANDER® SUR LES ESPACES H®’K,

Tout ce paragraphe sera consacré a la démonstration du fait

suivant

Théoreme (II.1) : Soient © E.jco(X;]R) et Kk ER.

Soit o €HAX), & _valeurs réelles, vérifiant les propriétés suivantes :

a) il existe M>0, M>sup o. tel que

a(g) = o(]g]®™)  quana |g] -0

h) ¢ ne s'annule identiquement sur aucune demi-droite issue de l'origine.

Pour tout t réel >0, on pose @t(x) = t-nw(%).

Soit enfin a<-_;— )

Il existe alors trois constantes positives Cl’ Cg’ C telles que, pour tioute

fonction ue(X), on ait :

1’é ) ) w9 A
0y f (og )P S 200 (g ) ()| Pax = Jul?

12 o
2k dt -2 \ 2 2
< Cz‘ﬁ) (Log%) i?-jt p(X)I(wt*u)(x)i dx + Clh”o—a .

Remarques ¢ Les restrictions M>0 et 2M>supc sont essentielles ; la

condition M>supo ne l'est pas, mais simplifiera la démonstration d'un

lemme a la fin.

Par ailleurs en appliquant plusieurs fois la deuxieme ineégalité

2
annoncée, on voit qu'on peut remplacer le terme complémentaire HuH; a Par
) -

aussi grand que soit N.
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Enfin. on remarquera en cours de démonstration qu'on peut rempla-

“c1 la bhorne supérieure 3 de l'intégrale par n'importe quel nombre positif

&

tilérieur a 1 @ ceci permet d'utiliser les mémes estimations si 0 n'est
o L : .. . N
détinre et € que dans un ouvert O de X (sans conditions de croissance vers

te hord), pourvu qu'on se limite aux fonctions u €°9K(Q), K étant un compact

~

Frve de Q.

A Y
Pewime ([T.1) : Posons u'f=m-;.c¥p , d'ou ¢ = }fbf“ , el
12
’ 1.2k -
f(x,€) = [ (Log ;) (1‘ 2(x) 3 (t §)
0

Il _cxiste deux constantes C>0 et R>0 telles que 1'on ait

|-

f(x.8) = (1+]2]2)° ) [ 1enog(1+]2]2) 2% < c£(x,2)

pour l E’ = R.

De plus, ltopérateur S défini par

Su(x) = Jr‘f(x,g) eZinxgﬁ(E) dg = (‘ (L %)Zkt_zp(xz’w‘}t*u)(x)ﬂ

u‘

opere continliment de HZM(X) dans L2(X).

Remarquons d'abord que l'intégrale qui définit f(x,E) est conver-

gente pour E#£ 0 en vertu de 1'inédgalité 'd:(t F;I) sC t |E|2M
Apres le changement de variable défini par tIEI =6, et en posant
- & I*—' ., on osbtient

)

tx,8) = 7120 (Log |2 P¥ g(x,8)  avee

1 1.
SlElr Log < T2k, (o
g(x,8) f“l l[l"‘“i‘e“J 6720 )¢(eﬂ) -

0 Log[EI 1

Log =<

Dans 1'intervalle d'intégration, on a toujours 1+ > 0.

LogIE[



Par ailleurs, si kest 20, on écrira

1 1
I.-og-é L-og-é
1+ - < l+- pour <1, et =1 pour =1,
Log |El Log 2
Si k est <0, on derira
Log 16- Lo
' T e < 3 0 ~ 2 1.
1+ > 1 pour 6<1, et = Log 26 pour €
Log |E|

Dans les deux cas,on conclut par le théoreme de convergence domince que
la fonction g(x,E) est continue pour E+0, et tend lorsque ‘E‘ o,

T, restant fixe., vers l'inuvégrale JP: e~2o(x) 2(6“) ie? . laquelle est une
fonetion cartinuve et stvictement positive de c(x) et de 7.

La double inégalité annoncée en résulte.

Pour estimer }]Sull choisissons M' tel que sup o <M' <M, et écrivons

12 ; :
(Su,v) = [ (Log %)21{ t2M~2M'(,ﬂnzM(d)t*u),t?.w-zo(x)v)%i
010 , . B
on a 1M ) 12 = 6 [ (T g)?
43 2 2
s ¢ [le]" h(e) [Tag s ¢ lhllgy, -
D’ ou [ (8u,v)| =¢ ullyy llvll, et lsull, sclllly, -

Lemme (1I.2) : Il existe deux constantes Cl>0 et 02>0 telles que 1'on

airt, pour toute fonection u&t@(X.)

1 2k dt -2 — 2
Cl B“J (L ) 1 Urt o(x) ((Lt*U)(X) u(x) dx < Hqu,k

);,k dt (’t‘ao(x) (4) .)g.u)(x) u(x) dx + C, Hulo a’

;/0
< ClRe‘J (Log = J

0

~ . . e © — ~ »
Soit en effet « une fonction de classe C sur =, a valeurs réelles, éegale

a 0 pour lg‘ s% et a 1 pour IEl 21. La fonction h(x,g) = a(g) f(x.£)
2p,2k

(¢f. lemme 1I.1) appartient a 1'espace S comme il résulte facilement



du lemme (I1.1), et 1'inégalit(

. 2.0 ) - . :_). -&
Lh(x.g) < (1+]e]®) (X)Ll-,l-hog(l+!_5| ) 1% < cn(x.¢)
C
reste valable pour {El asscs grand.

Soit H 1'opérateur autoadjoint 1 "op(h) +0p (h)¥*] : son symbole differe

9
I ) .
de h(x,£) par un élémendt, de 87° 1. 2k+1 : par arlleurs. le symbole de 1'opd-
N - . 2 2y 42 .
rateur (Ao’h) Ao’k differe de (1+]§|‘)O(X)L1+Log (1+‘§| )] k par un c¢leément
20-1,2k+l ’

de S .
. ) . ok ¥ .0,k
Si C1 >C, et «1 B est 1'un des deux opérateurs L]H _(A : ) A et
R ‘ ) .
(Ac’k) Ah’l % I, i1 résulte alors du lemme (1.3) que l'on a
1 .
: R T
Re (Bu ,u) = (T%'u‘:wa'
) l'\,"_ ;-)‘
Enfin, <1 b(x,g) €87 L k+1, on a
(0p () w.u)| < ¢, mi® < ¢ ul®
, P ll,l_lll ~ le [y i 1 = 4 Hui‘o_‘a .
0-2,k+§
[1 résulte de tout cela que 1'on a
1 \ Coon2 0on2 . o
_ [ RIEN < su < . :
‘ Re (Op(h)u,u) 5 ull oS s (lno(Op(h)uvu)+ Co iWiis_q

1

Comme Op (h) =S O0p (a). ot S est définy dans ie lemme (I1.1), et comme

Op (%-1) opeére contintment de ng(X) dans Hm(X), on voit que pour termincr

la preuve du lemme {(I1.2) il cuffit de prouver que pour s entier >0 11

existe r tel que S opere continiment de Hr(X) dans HS(X).

On 1'a déja vu dans le lemme (11.1) pour ==0. Fn précisant les notation-.

¢t en appelant 1c¢1 Sc,k 1'opérateur que nous avons appelé S,»on s‘gn tire

dans le cas général au moyen de la formule 25 =8 ~?~+ 2:2—-5, i
- axJ 0,k o,k a:J. o.'] ok © 3

et de celles qu'on obtient en itérant cette derniere.
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En partant du lemme (I1.2), en écrivant

" v - Y ~2¢ (x)
N ZQ(X)ii’f*u - @i_*(t ZO(X)(@‘*u)) +Lf(t elx) cpt*u) )

avec L,v = t v) - <p *v . et en notant que l'adjoint de cp *

_20( ): ‘0 (x )
t J
est "Pt* , on voit que pour termlner la preuve du théoreme (TT. 1) 11 =uff1t

d'établir le lemme suivant.,

Lemme (II.3) : Soit Lt:t-n‘zo(x)\ét%(t%(x).) Y

Il existe ¢ >0 et une constante C>0 telle que 1l'on ait, pour tout t:>0

assez petit et toute fonction u ed(X), 1'indgalité

-20(x) €
RO A
Toutes les constantes qui figurent dans la démonstration de ce

lemme seront indépendantes de t (0<t<'t.0).

. 1,1 . L.
Choisissons €= 5 (za) On peut, par une partition finie de
1'unité, se ramener au cas ou l'oscillation de ¢ est strictement inférieure
a e (rappelonq que o(x) tend vers une constante a 1'infini) { on pose

alors p(x) = Po +0(x), avec 0(x) 20 pour tout x €X el supo(x) <t .

Ecrivons
(1,9) () = Jo, (v -0 (6272200 41 (y) ay
= _{'m(z)[tzp(x"'tz)'ZP(X) -1]v(x+tz) dz
En utilisant 1'indgalité [e®P- 1] = |b|e' |, valable pour |b| <1, avec

b= tLog— et a=%(p(x) -o(x+t z)) , on obtient
1
](Ltv)(x)[ sCtLogEJ“q)(z)] |v(x+t z)]| dz

= GtLog;ll- (gt«-lv[)(x)



out L. v € 04 Loge fv!
D'ou A,LT. v o CilLog : “v

0
En iterant la formule

“’E;z"" L = L "’é"' 2 a l!’ v 3

dv . L t dx.  “dx. Logtv‘Lt+ ¢t$]

J J J
. 1 v o ) 3
~:_’.LOg"E' LLt+ (ptai-](—a—;ce )
= L —§~+2Logi&9-L ~2Log-];L (-Qe—.)+2Log-]=-M
t ax . tIx. % t Tt Vox, t ot
J J

, , . 8o v v _2e
ave Mi Y LL%‘ @t*( FX.') ,

J J ,
et en tenant compte des 1ndgalités faciles M

pour & entier

'
i

's

tv <C tHvHS , on obtient
positif 1 1négalité

} 1 b 1 |
Lol s ot og D) Pl vy

Cette inégalité re<te valable pour s entier négatif étant donné que
, : ) , . :
sz ~[t2c(x) mf*(t D(X). ) - @t*], donc pour tout s réel par interpolation.

On peut alors €crire

_p0+a l-p0+a ’

et il ne reste plus qu'a établir 1'inégalité

tlwz#u“zo(xk@t*u)nno

+a < Ct& Hu“p -a y
0 o

ou encore

-2 -4
~oo(x)+2r 2p, t1-4e

RN N A,

- 2¢e
Comme inf (-26(x) +2¢) >0, 1'opérateur de multiplication par t 20(x)+2¢

a une norme, en tant qu'opérateur de HS(X) dans HS(X) (s € R) bornée indé-
pendamment de t :

cela est évident pour s=0, puis pour s entier positif,



d'ou 1l'en conclut par dualité et interpolation. Pour finir, on écrit

-20 +1-4¢ p_-a ‘
e 0 eyml® L, = J(elgD) 0 a9 e(e,8) ag
o

9 -2p +2a -4p +2-8¢ 5
avec B(t,E) = (1+]g]®) ° ¢ ° |$(t €) |7, et on utilise 1'inégali-

2(p - 2(p -
té [§(tE)| < cCt 0o72) Po )

0 |g] pour |§|21.

Ceci termine la preuve du théoreme (II1.1).

§ 3. APPLICATION : INEGALITES L2 ET REGULARITE.

Théoreme (III.1) : Soient P(D) et Q(D) deux opérateurs différentiels sur

~ . . > » ©
X a coefficients constants, Q un ouvert de X, p une fonction de classe C

sur Q, a vaeurs réelles, et m un nombre réel.

Supposons que pour tout compact Kc(Q, il existe 7, >0 et C>0 tels que,

pour tout nombre réel T >7, et toute fonction uE@K(Q), on ait 1'inégalité

[P Ja) ) Pax < £ 1200 p)u()Pax

Alors pour toute distribution u €e'(Q) et tout nombre réel k tels que

o,k , s 40,k¥
P(D)u eHcomp(Q), Q(D)u appartient a Hcomp (Q) .

Soit en effet L un compact de Q ;5 soit & >0 tel que d(L,Cf’:) >e

et soit K 1'ensemble compact des points x de X satisfaisant d(x,L) <e.

Choisissons ¢ €d(X) vérifiant les condition du théoréme (11.1)

et 1l'estimation §(&) =0(|§§2M) quand |E| -0, avec M>max (supp, supo).
L L
Soit u e«@L(Q).

En posant t=e" et en appliquant 1'inégalité L2 a la fonction V=09 Hu,

on obtient

J‘t—2p(x) |Q(D)(<pt*u)(x) |2 dx < C (Log %)_mft_zc(x)lP(DX‘Pt*u)(x)‘zdx
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-7
)
pour 0 <t <e

En commulant 9, % avec chacun des opérateurs a coeffic1en€5 cons-
tants P(D) et Q(D), et en inidgrant par rapport a la mesure (Log%)“k+m %},
on obtient, compte tenu du théoreme (II.1)
quel que soit N réel, il existe Cl >0 tel que, pour toute fonction u Gi%f{ﬂ~

on ait

oy o2 2
- €, (D) ujTy = € [P(D)ullZ
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On en déduit le théoreme (TII.1) par régularisation.

Remarque : Plagons-nous dans le cas fréquent ou p=0 et Q=1. Si Q est
P(-D)-convexe (i.e. P(-D)&(0) =£€(Q)), on voit par dualité que pour touie

distribution f ¢H 2(0) 1l existe g€eH, 277 (Q) telle que P(-D)g=f.
loc o loc

On trouvera de nombreuses inégalités L° de ce genre dans le livre de
F. Treves : Lircar Partial Differential Equations, publieé chez Gordon
and Breach.
Le cas le plus intéressant (toujours dans le cas de la remarque) est celus
ou toute fonction réelle continue dans ( ecsi majorée par une forctitn o

D)

pour laquelle 1'inédgalité L~ est valable =: car dans ee cas on en conclut

que P(~D)@'(Q) = D' (Q), autrement dit que O est fortement P(-D)-convexe.



