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§ 2. COMPOSITION - CARACTERE PSEUDO-LOCAL - TRANSPOSITION

Théoreme (II.1) : Soient a EX(X xE3m ) et bed(XxE3m ) posons
(a#b)(x,m) =" °1nkea(x 6+ ?)b (s, ﬂ)de Alors a #b appartlent a

AXx=5m +m,) et (0pa) , (0pD)=0p(a#b).

De plus, pour tout entier “ 21 |

a#b‘-Z -;1-; ¥ a D; b appartient b,f(XxE;m +m_-k) .

0<|r|<k-1 £ 12

Preuve : En effet
(Opa)o(0p BIu(E) = [a'(z-g,c)ac "v'(c-m,M) a(m)an
En appliquant Fubini et en posant (=T+6 cela s'écrit encore :
f f(g'n9n) ﬁ(n) dn
“1 -1 1
avec £(g,m) = [a (8-9, 1-8) b (8,n)de = (a#b) (£,7).

Rappelons que la transformation de Fourier par rapport & la premiere vana-

ble est, pour tout m, un isomorphisme de,g(X xZ;m) sur J(Ex Z;m).

On laisse au lecteur éventuel le soin de démontrer que
a#bE/g(XxE;ml

Pour obtenir le développement limité annoncé, posons

F(g:)‘sta#b’z'ﬁ-a aD b](En) )

0<|r|<k-1 *

+-m2) en utilisant deux fois 1'inégalité de Peetre.

ou Ai(resp. 8;) signifient que 1'on prend les dérivées d'un symbole par
rapport & celles des coordonnées qui sont dans X (resp. E) : cette nota-
tion permet de changer le nom des variables sans risquer de confusion.

11 s'agit de montrer que F(F,T) appartient 5,3(5x225m1+m2—k).
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On peut écrire

F(g,M) = "[a (g-6,M+6) - Zr. CHEN al(g-e,m) o (e, Mao .

0<|r|<k-1
Grace a la formule de Taylor, le crochet se majore par

m1~k)@ M
1+ |g-8]%)

y 2
C leik(l+ In+are|”)

pour tout M, avec 0 <)\ <1, mg/
{omme, pour tout N, Ibl(e,ﬂ)ls;C(l+ |ﬂ|2) 2(14-|6]2)—N , 1'indgalitd de

Peetre appliquée deux fois permet d'éerire
m -kl

i 1
—N+~ + Mo 0‘(m +m, -k Y2 M
(g, M| sc f(i+]e]®)  ° st e g)®) M as
(m_ +m_ -k )2

o 2,71 2 2y-M
“c(1+]n]%) (1+1g|%)
w voit aisément qu'une telle majoration vaut aussi pour une dérivée mixte

N'ordre quelconque de F, ce qui démontre la théoreme (II.1).

temarque (I1.1) s Le méme développement asymptotique est valable lorsque
m m
5 ¢t b appartiennent a $ t et S 2 respectivement, encore qu'il soit pré-

fcrable de noter autrement, si l'on en a l'usage, l'expression "sans reste"

do a #b

théoreme (I1,2) 3 (Caractéere pseudo-local des opérateurs pseudo-différen-

t1els) : Soient a GSm et ue &' (X) de classe c” dans un ouvert (O de X.
\iors Op(a)(u) est de classe ¢” dans Q.

Preuve : Soient 9 €®(Q) et u€€'(X) : u appartient donc 2 un certain
~:pace de Sobolev H®(X) et Op(a)u ¢H®™(X) . D'aprés le formule de compo-

=1tion et le fait que ou est de classe c”

@0p(a)(u)4—j:§Z:::: Op(aga.Diw)u eHs-m+k(X), pour tout k21 .

1<|r|=k-1
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Par récurrence sur j, on démontre que

J j+1 1 r1+...+r‘j r1 rj
9l 0p(a)(u) + (-1)°7" 2 5= 0p(3, aD ¢...D 9)(u)
r!l...rde
appartient a H “m+k(X) pour tout k 21, la somme étant étendue a une partie
J . de 1l'ensemble des j-uplsz ordonnés (rl,...,r‘]) de multi-indices

J.k
satisfaisant toutes les inégalités
lrllzl , 1=1,2,...,3 .

tr1l+ ...+lrj| <k-1.

Comme J, . est vide pour tout j, il en résulte que cp'] Op(a)(u) appartient
A HS (X)) : ¢ &tant un élément arbitraire de D(Q), il s'ensuit que
0p(a)(u) est de classe C° dans Q.

-

[o~]
Autre preuve : Il est facile de montrer que az(x,z) est une fonction C

-]
pour zf/O, autrement dit que le noyau de Op(a) est C dans le complémen-
taire de la diagonale : on conclut par un cas du théoreme des noyaux de

L. Schwartz.

Proposition (IT.1) : Soit a EX(Xx E3;m) ; définissons a, par

a,(x.M) = [P ™*Cal(c,cem) ag.

Alors a*Q/f(Xx Zsm) et de plus, pour tout k=1 ,

N

Si bel(&E:m), on pose b,=b, ce qui étend au cas ou aESm la

“a(x,n) appartient aJ(Xx Z3m-k).

I]x

propesition, sans que l'on ait bien sir rien de plus a démontrer.
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Toeuve - On laisse au lecteur le soin de montrer que
a, appartient éjg(Ex Zi:m) et d'écrire le développement de Taylor nécessaire ;

les inégalités recherchées s'obtiendront a 1'aide de 1'inégalité de Peetre.

. ® m
Remarque (II.2) : On a donc pourvu l'espace vectoriel S = U £ d'une
méeR
part d'une structure d'algevre (associative) graduéde au moyen de 1'opéra-

tion #, d'autre part d'un endomorphisme .
. . a
Il est intéressant de remarquer que si a(x,§)= Eaa(x) £ est le

cpe s . . . o
symbole d'un opérateur diffeéerentiel, a savoir T aa(x)D ., a, n'est autre

3
que le symbole de 1'opérateur différentiel T Da(ag.) .

I1 existe par ailleurs sur cette algebre une involution v,

définie par

v

a(xyg) = a(x"g) .

Les endomorphismes V et , ne commutent pas entre eux, mais chacun des

deux endomorphismes 4v¥ et V4 est involutif.

Proposition (II.2) : Soit a €8™. Le transposé tA de 1'opérateur A=0p (a)

{noter que tA est a priori bien défini en tant gqu'opérateur de 4%(X) dans

.X’(Xy)cofncide sur 1'espace .4(X) aveec 1'opérateur OpE(g)*].

Preuve : On obtient ce résultat gréce a la formule de Parseval qui donne

lorsque u et v appartiennent é.JkX) la formule

il

N A
[ "Au(g) ¥(-g)at [ a(-n) Av(n) an

]

[a(-n)an [ al(n-r,0) ¢(0)ac.

D'ou

“Au(g) j“;l(‘mg, -£) G(-m) an,
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ou encore, apres le changement de variable 7*-N et 1'introduction du

symbole b==§.

o
Au(E)

[ vtig-n,g)a(n) a

role-n,ma(n) an

ce qui démontre la proposition.

Corollaire : Soit acS" : Op(a) s'étend en un opérateur continu de

.4‘(X) dans—%'(X).

On est alors en mesure de donner un sens a la formule suivante,
qui montre comment un symbole a peut €tre reconstruit a partir de 1'opé-

raeur A = Op(a) :

a(x,g) = e 21™XEy(yLe217EYY (y) |

Remarque (II.2) : Sur l'algébre Sm, il existe encore une autre involu-

tion -, a savoir la conjugaison complexe : - et 4 Ne commutent pas
entre eux, et les endomorphismes -, et ,- sont involutifs.

Cela étant, si a ESm, 1'adjoint de 1'opérateur Op(a) est 1'opd-

q

rateur Op{(;)*J.
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2 3.  TRANSFORMATION DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS PAR CHANGEMENT
DE_COORDONNEES.

Rappelons la formule
¢ n —2- [ T -
op(a)(u)(x) = | ag fa(x.g)e 1Sy x’€>u(y) dy .

I1 est utile (et essentiel pour la théorie du changement de coor-
donndes) de voir quels opérateurs on obtient si 1'on remplace dans cette
formule le symbole a(x,E) par une fonction de trois variables a(x,y,E) :

une ielle fonction sera appelde un symbole-noyau.

L'objet do la proposition (TII.1) sera de montrer que, moyennant

certaines hypoihéses sur a(x,y,£), cette généralisation n'est qu'illusoire.

Appelons symbole-noyau d'ordre <w toute fonction a a valeurs
complexes et de classe ¢” sur X ¥ X x & satisfaisant la condition :
¥ p, q, r&Nn, ¥ M, Née N, 4 C>0 telle que
m-|r

Qo lx ey p70] ag sty ) selrfel®) 2

A un tel symbole-noyau on associe l'opérateur A défini par
- -2in<y-x,E>
Afu)(x) = [az fa(x,y,8) e ST u(y) dy

vopesition ([IT.1) : Soit A l'opérateur associé 3 un symbole-noyau

a{x,y,F) d'ordre <m. Posons

21 "2
b(x,g) = 334-2’3(7""9%) = Jrelﬂxga (X,Q’Q"'g)dg’

(0'opération , pour les fonctions de deux variables a été définie au cha-

3
pitre I1T ¢ 1'indice 2,3 signifie qu'elle s'effectue ici par rapport aux

variables y et E).
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Alors

1) b(x,&) GX(X):E; m)

2) A = 0p(b).

3)  Pour tout k =1,

b(X,E)-' Z: ";%'!" (D;B; a)(X,X,g)

0s|r|<k-1

appartient 5.4(X xZ: m-k).

Preuve : Le premier point résulte de 1'égalité
p'(ng) = [atrP(n-c.c, ) ag
et d'applications répétées de 1'inégalité de Peetre.
Le troisieme point résulte du développement de Taylor
a%(x,0,0+8) ~ = & (aFa’(x,0.8)) C” .

Pour le second point, posons y=x+z dans l'intégrale définis-

sant Au

(Au)(x) I de I a(x,x+z,§)e":iﬁhgu(x+z)dz

il

2inx§g

Jag [ aP(x,6-¢,8) 8 a(0) ag.

il

L'intégrale double étant sommable, cela s'écrit encore
"2 2in +C) .
[ ag [ a%(x,€,8+C) e x(g+0) 6(¢) dag

= [ p(x,8) ™ C () ag
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~ 0 D 3t e
avec b(x,c) = j a“(x,§,§+g)e“lkxg ae ,

ce qui termine la preuve.

Soit Q un ouver ‘e X et roit A un opérateur de D(X) dans &(X).
Nous dirons que A a son support a gauche compact dans Q s'il existe un
compact KC( tel que, pour toute fonction uedD(q), le support de Au soit
contenu dans K (noter sans y attacher d'importance que 1'on ne suppose pas

la méme conclusion si u appartient a D(X)).

Par exemple, appelons support en x d'un symbole a(x,E) la pro-
jection sur X du support (dans X x E) de a : alors si a a son support en
x contenu dans un compact de (?, Op(a) a son support a gauche compact dans
3 , réciproquement, si tel est le cas, Op(a) coincide sur ®(Q) avec un

opérateur Op(b), ol b a son support en x compact dans (.

(%}
Cela étant, soit ¢ un dr1fféomorphisme C d'un ouvert () de X sur

un ouvert (), de X, et soit A un opérateur de P(X) dans &£(X) ayant son

suppert a gauche compact dans , , de sorte que A opere de @(QL) dans @(ﬂl).

l L
Siwe®(Q)n u, ¢ €D(0,), Alu, ) €3(q,) et (A, e~ 0 €3(a).

On peut done définir, en tant qu'opérateur de ®(Q) dans D(Q), 1l'opérateur

B o= Ao o Hled |

que l'on appelle transformé de A par le difféomorphisme ¢ et que 1'on note

B o= ¢¥A,

Théoreme (IIX.1) : Soit ¢ un difféomorphisme ¢c® @'un ouvert Q de X sur

un ouvert . de X et soit a EARX:XE; m) ayant son support en x contenu dans
X

un compact K de Ql'

Posons A = Op(a).

I1 existe alors be;J(Xx Zs:;m) ayant son support en x contenu dans

le compact @_I(K)C:Q, telle que 1l'opérateur ¢¥A - Op(b) opere continiiment

de €'(n) dans ™(Q) (c'est-a-dire ait un novau Cw).
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Preuve : Elle est baséce sur une idee de Kuranishi.
I1 existe un voisinage ouvert V de la diagonale de Ox Q et une
(o)
fonction M de classe C définie dans V et a valeurs dans le groupe liné-

aire de X tels que 1l'on ait. quel que so1t (x.y) ¢V, 1'égalité
P(x) = Mx,v)(y-x) .

Par exemple., s1 1'on appelle J la diffdreniielle de ¢, on peut
ecrire

1
Gly) = d(x) = [ J1-1)x+ ty)(y-x) dt

o

0

lorsque x et y sont assez voisins, et l'on peut prendre

1
M(x.y)=»j J((1-t)x + ty)dt en notant que M{x,v) = J(x) et que M est donc
0

inversible dans un voisinage de la diagonale,

Posons B==¢*A, et so1t uc;@(Q). Soient ) et y1 les points cou-

rants dans ) et (), respectivement. On a

1

B u(x)

[a(e(x).g)ag [ 27 D)8y (7Ll gyt

Ta(b(x) . £)ag ,fe“zi”*d’(Y)“"'(A B u(y) |agt 3(y) |ay -

Soit a une fonetion de classe C° dans 0%, a support contenu
dans V, égale a 1 dans un voisinage de la diagonale et satisfaisant en
outre la propriété suivante :
pour tout compact Kc{i, 11 existe un compact L 1el que les conditions

x €K et a(x.y)# 0 entrainent y €L.

Comme l'operateur B, transformeé de A, esi pseudo-local, B dif-

- . ,w I3 P .
fere par un opérateur a noyau C de 1l'opérateur  défini par
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Culx) = [als(x).0)ag Falx,y) e 2000 ">y () fage a(y) |ay

. N 2in<y-x, M(x,y)E>
= Ja((l)(x),i’;)dgu( “(‘\‘Y>e u(y)ldét J(y)]dy .

On fait alors le changement de variable
1 -1
o= (Mx.y)) 0

Notons que rela pose certaine difficulté étant donné que
I"intéprale double n'est pas sommable en général. On s'en tire, par exem-
pie, en multipliant sous 1'intégrale par unce fonction pj(i) a support com-

paci, la suite (B,) tendant vers 1.

On obtient alors

Cu(x) = fﬂcl{a(w(x)‘LM(x,y)'lg) |déLM(x.y)1~1 al{x,y) ..

() . - .
~2inly-x, (>
e R %

u(y)lﬂét,J(y)[ﬂy .

La proposition (I!TI.1) permet alors de (onclure, en remarquant

que la fontion

yer - . -1 .
vix,y. o) = a(e(x). Mixy) T he) jade Mix,y) | alx.y) [adt I(y) |
est un symbole-noyau d'ordre <m (remarquer, pour établir ce point, que
les supports de b eu x ¢t _en y sont compacts, étant données les proprié-

iés de la fonction a).

Remarque (ILT.1) : Si 1'on veut se débarrasser du reste qui figure dans

1'énoncé du théoreme (ITT.1), c'est-a-dire l'écrire sous la forme Op(c),

on peut le faire, tout au moins dans le cas ou A est a bisupport compact
@

¢+ reste est en effet, dans ce cas, un opéra eur dont le noyau est C et

. . . . - " . )
a4 bisupport compact, et se laisse définir sous la forme pseudo-différen-

tielle.



