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Considérons un opérateur rlifférentiel P(x,D) sur R y d’ordre rn.

à coefficients C :

On peut écrire : :

où ù la transformée de Fourier de la fonction ou x~

dénote le produit scalaire des vecteurs x et § de R et où la fonction

, 

2 polynôme en g, est appelée le symbole de l’opérateur

On est alors tente de définir par la formule ( 1 des opérateurs

plus généraux associes à des fonctions ou "symboles" p(x,~) qui ne son.t, plus

nécessairement des polynômes en ~. Ces nouveaux opérateurs sont appelés

opét’atül1rs pseudo-di fferentie1s.

Il est bien nécessaire d’imposer certaines restrictions aux

symboles p(~.~) pour que l’égalité de définition (.~~ prenne un sens.

L’ensemble des conditions imposées aux symboles est toujours en

partie arb:i1raire, et dépend d’ailleurs des auteurs : la classe de 

les que allons utiliser est loin d’être la plus vaste considérée à ce

jour, mais suffit pour beaucoup d’applications. D’ailleurs, à l’heure 

les généralisations les plus fructueuses ne partent pas d’un affaibli-

sèment des conditions imposées à p(x, mais d’une correction de la 

(1) .. 

".
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Cette série d’exposés décrira la classe d’opérateurs pseudo-dif-
férentiels montrera dans quels espaces ces derniers opèrent,
comment ils se composent et comment ils se transforment par changement de

coordonnées. D’autres résultats pourront y trouver place sur demande.

t Nous adoptons les notations du livre de L. Schwartz pour les

espaces de distributions.

Si a est un multi-indice, oc = (oci ~ * * * 1 an), &#x3E; nous posons

§ a ESPACES DE DEFINITION D’UNE CLASSE D t OPERATEURS PSEUDO-
’

Soient X un espace vectoriel sur R de dimension n et 5 son dual g
’)

lx 1 et dx désigneront une forme quadratique et une mesure de Lebesgue sur X,
,)

et d la forme et la mesure associées sur S.

Les dérivations D: et 2p seront prises par rapport à des basesx

duales de X et s.

Espaces ~.a Sobolev H s :

Soit s un nombre réel. H (X) est l’espace des distributions
T E ...;~. (X) dont la transformée de Fourier T est une fonction satisfaisant
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Cet espace est muni de la topologie définie par la norme

iii 1 ’hspace ni sa topologie ne dépendent du choix de la forme quadratique

If,2. SI l’on fixe une forme quadratique IF 1 12 @ II’ (X) devient un espace de

Hiibert. le produit scalaire étante défini par

Exemple : : La transformée de Fourier de 6 étant 1, 8 appartient à IIs(X)
pour tout

Il est clair que H" (X ) si s ~t, et l’inclusion est de

norme 1 : évidemment H (X) = L2(X), et pour tout s positif on a 

De plus. la forme bilineaire

sur HS(X)x permet d’identifier au dual de 

L’opérateur D : (X) est continu pour tout s. En

particulier, si T Ell (X) pour un certain entier k,.~0, les dérivées D T
d’ordre 5-,k appartiennent à L2(X), et cette propriété caractérise x Hk(X).

On peut, aussi caractériser H (X) comme l’espace des sommes de
la forme pour tout a.

D’autre part, la multiplication par un est un

opérateur continu c~e IIs(X) dans our tout s - la démonstration de

ce sultat résulte, de l’ înégalitô de Young:
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et. de Pectre : 1

pour tout s

obtient remarque que

;

et puisque 41 n a

où. C e  t, conscaute ne dépendant que de cp et de s.

t On déduit des deux derniers résultats que l’opérateur diffe-

1

est J 1 de dans II 
s -. ru ( 1. X )

c s z

pour m o; hi révident est contenu dans 118(X) ; pour 
.) J2 1".

qu’il y a densité, choisissons e t c &#x3E; 0 t 

appartient à ; coniiiie ) e s t d e n s e dails ’J ) trouverappartient à L comme /(X. est dense dans LX) on peut trouver

ev é( ù ) te TIc que-z
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soit $ la transformée de Fourier inverse de ( 1+ : 1 2 ) - 8"2 . cp.:: , ( ) alors

ce qui prouve la proposition.

Corollaire : t est dense dans chaque 
Ceci est évident puisque ~(X) est, dense 

Par exemple, si f et la suite 
, 

converge vers ; dans - 11 ,conv0rgp ’ oan,s "pour 8  -

Proposition I .2 &#x3E; avec alors T est une fonction con-

t i.nue et, bornée.

#""

Preuve ? : Il suffit de montrer que T est intégrable.
) ’9 

.. 

CJ ")Pui sqiieT Il (x et ; (1+ ) fl)’ T( 7) et. F 12) appartiennent àI e . ( ., T( , et. ( appartienn.ent a

en alors 1 1 iriéga lité :

(C étant une constante t&#x3E;0) , ce qui démontre le résultat.

Proposition (1.3) : : La par un est un opérateur
compact de 11" (X) dans pour tout t ?. ,.

Preuve : Soit une suite bornée d’éléments de H"(X.) ; nous allons

montrer qu’on peut trouver une sous-suite Écp de la suite f(p Tk} qui
converge dans H (x). 

Posons ~k = T k’ En se servant d’une inégalité précédemment éta-
blie~ on obtient
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et de même

La suite fr est donc equicontinue et il existe une sous-suite

k1 Î qui converge vers une certaine fonction f uniformément sur tout

compact. ~ 
~’ °’"P~ ~ ~ ° 

On voit facilement que f appartient à il suffit/de mon-
trer que trk 1 1 converge vers fdans H (X), autrement dit que l’intégrale

tend vers 0.

Le tout est de montrer que, pour tout c&#x3E;0, il existe A&#x3E;0 tel

que, pour Ùllt l,on ait :

or ceci resuite de ce l k est bornée indépendamment
de 1 et que s est supérieur à t. 

l

Corollaire : L’injection canonique de H(X) est compacte et K

est compact.

Défini t i on d’une clas se 
- 

:

Définition (I. l) : Soit m un nombre ° m) désigne l’espace deswrrwr.

fonctionLS a à valeurs complexes, de classe C que
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Cette définition ne dépend pas du choix de la forme quadratique
’)

et des bases (duales) sur X et H.
. , 

Il est clair ~, : . m2) si 

Définition (1.2). : : Si m 2 0 a est l’opérateur défini 

pari a formule

Il est facile de montrer que si (Remarquons
que Itintégrale ci-dessus est absolument convergente et bornée indépendam-
ment de x ; de plus, y il en est de même après un nombre quelconque de déri-

vations sous le signe d’intégration et de multiplications par des polynô-
mes en x).

Proposition (1.4) : est un opérateur continu dans 

Preuve : : On peut supposer ici que l’ordre m de Op(a) est un entier positif.
On doit montrer que, y pour toute semi-norme 

1 x
on peut trouver une constante C et une semi-norme N 2= sup i
telles que

P(D) est un opérateur différentiel à coefficients constants).
On peut écrire
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avec

Posons

Alors f(x,~) est sommable par rapport à ~ et sa transformée de Fourier

par rapport à S est continue et bornée.

Si l’on pose

on pose

où C est une constante, ce qui prouve la proposition.

Remar ue Z.1 : t Calculons la transformée de Fourier de Op(a)(u) :
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1. 
1B 1 

[) est, la t.i&#x3E;ansioimée d? Fourier ie a(x, Ç) par rapport à x.ou a (.,) est la transformée de Fourler de a(-x. r) par rapport à x.

Cette formule sera très utile dans la suite.

Remarque 1.2 : : En écrivant

on obtient le noyau de l’opérateur Op(a).
Ce noyau est une distribution qui n’est pas une fonction en gé-

néral : on verra plus loin qu’ il coïncide avec une fonction C dans le

t..uplementaire de la diagonale y = x.

Lorsque a(x,~) est, pour fl ) assez grand, une fonction homogène

en § de degré 0, on obtient essentiellement un opérateur intégral singulier

’’classique".

t Si pour un opé-

rateur continu de HS(X) dan,s 

Ce théorème est une conséquence immédiate des deux lemmes qui
suivent :

Lemme l.1~ ; ; La t,ran,sf,ormation de Fourier par rapport 
v a r i a b 1 e envoie H ; m) dans .

où est une clérivai ion par rapport à la 1ère (resp. seconde)1 A --

x est ici le Laplacien sur X et C est une constante.
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Finalement, ,on a

C ét.an,t une constante. 

Soient m un nombre réel et F une fonction mesurable sur

à valeurs complexes telle ~~~

"

Alors défini pour Il par la f ormule

tout s en un opérateur continu de dans , .1-1 ou s, en un opera. eur con .,lnu He .J. -1 -- (x).

: En utilisant l’inégalité* de Peetre, on obtient

»t, grâce il l’inégalité de YOllng :

D6finltion (1.3) : On appelera opérateur d’ordre sm tout opérateur liné-

aire A:~(X)-~~’(X) s’étendant pour tout s en un opérateur continu de

Lis(x) dans il S- ; un opérateur d’ordre pour tout m réel sera appc-

d ’ ..
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RemarQue L. 3 9 ou ~~l a Pt t h

appartiennent . m) et ~1 Une C. &#x3E; 0 

alors e-t un opjrateui ~.

Remarque i a (N que &#x3E; avoti- 

présent possèdent par rapport à x 1 !.

facilite de la 1 taiix ii&#x3E; i&#x3E;ina t, .i on i ept-ndai-if,, 

nous empêchent de , &#x3E; i&#x3E; s i d é 1 m 1 omme 

opérateurs différentiels (lue ceux dont les %ont. 

Cette restriction pas bien grave vu l’usage iocal qu’on fai i, en géné-
ral (les opérateurs ; ~1 Î cependant agréable de 

permettre dans la théorie remploi dt-,,, différenti?l &#x3E; a 

F 1 d- ,, de 

est l’objet de la définition suivante ? &#x3E;

Définition (f.4) : 1

1) est e e b de à valeurs 

telles que

2 ) Sm est la somme directe de x 
espace de fonctions sur ~.

3) Si a m) et. b ~ est la somme 

et de Op(b), où Op(b) ~st défini par 

Op(a,l

Le théorème (J - 1) très facilement au ça- eu a( x , 1")
appartient à s .
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Exemple _(I. 1.) a L’opérateur Op[(l+ définit, pour tout s, unExemple 1 définit, pour tout s, un

isomorphisme c sur 

Exemple ~ , ~ s Si ilt(X) et 1 alors 11 

En effet, posons eu oc est une fonction de classe

C 00 sur 11i, égale à 0 dans un voisinage de 0 et à 1 en dehors d’un compact

(a est utilisée pour tuer la singularité de !FI 1-2).
Soit Q = Op(q) ; alors diaprés l’associativité du produit de

convolution, d’où il résulte que Q A- 1 est on obtient le ré-

sultat souliaité puisque Q est un opérateur d’ordre -2.


