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: 0, INTRODUCTION

Considérons un opérateur différentiel P(x,D) sur Hfl, d'ordre m.

[oo]
a coefficients C :

P(x.D) 2 aa(x)Da X

|a[Sm

On peut écrire :

. 2inx
(1) P(x.D) u(x) i np(x,E)u(E)e Car |
R
ou u désigne la transformée de Fourier de la fonction utE@(Bp), ou xf
dénote le produit scalaire des vecteurs x et £ de R” et ou la fonction

p(x,E) = z aa(x) §x, polynome en £, est appelée le symbole de l'opérateur
‘ !aiﬁm
P(x.b).

On est alors tenté de définir par la formule (1) des opérateurs

v

plus généraux associds a des fonctions ou "symboles" p(x,E) qui ne sont plus
nécessairement des polynomes en E£. Ces nouveaux opérateurs sont appelés

opérateurs pseudo-différentiels.

11 est bien sir nécessaire d'impuser certaines restrictions aux

symboles p(x.E) pour que 1'égalité de définition (1) prenne un sens.

L'ensemble des conditions imposées aux symboles est toujours en
partie arbitraire., et dépend d'ailleurs des auteurs : la classe de symbo-
les que nous allons utiliser est loin d'étre la plus vaste considérée a cc
jour, mais suffit pour beaucoup d'applications. D'ailleurs, a l'heure actucl-
le, les geéneralisations les plus fructueuses ne partent pas d'un affaibli--
sement des conditions imposédes a p(x.%), mais d'une correction de la formule

‘L

(1) elle-meme.
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Cette série d'exposés décrira la classe d'opérateurs pseudo-dif-
férentiels envisagée, montrera dans quels espaces ces derniers operent,
comment ils se composent et comment ils se transforment par changement de

coordonnées. D'autres résultats pourront y trouver place sur demande.

Nututions : Nous adoptons les notations du livre de L. Schwartz pour les

espaces de distributions.

Si o« est un multi-indice, a= (a,,...,a ) nous posons
1 ? b n ?

X 2imn 6x1 T OV2in dx ’
o
a fa) 1 A n
5x ( ) e (ax ) 3
1 n

X Jl OCn n
X =Xy e X avec X = (xl,...,xn)éﬁR
1] — 1) ' —
al =gl e o ! et lo| = R

§ 1. ESPACES DE SOBOLEV. DEFINITION D'UNE CLASSE D'OPERATEURS PSEUDO -
DIFFERENTIELS. 5

Soient X un espace vectoriel sur R de dimension n et = son dual :
!xl“ et dx désigneront une forme quadratique et une mesure de Lebesgue sur X,
IEi2 et A% la forme et la mesure associédes sur E.

Les dérivations Dz et ag‘seront prises par rapport a des bases

duales de X et =.

Espaces de Sobolev H®
Soit s un nombre réel. HS(X) est l'espace des distributions

TGE,%(X) dont la transformée de Fourier T est une fonction satisfaisant

P P 2 ar <+
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(et espace est muni de la topologie définie par la norme

U'm o - 2 -
= (e |7 ]B)Y T(FL,J( L

=

n1 l'espace ni sa topologie ne dépendent du checix de la forme quadratique
5 9 I3
|§‘“. Si1 l'on fixe une forme quadratique 1512, HS(X) devient un espace de

Hilbert. le produit scalaire étant défini par
, . , : 2 p ~ ;,. ) .
TU), = [ 1+ 2]7)%r(e) () ag .

Exemple : La transformée de Fourier de & étani 1, & appartient a n°(x)
L o\ s
pour tout s < - % et ;b”q = M (1+ {E] )ng .

)

I1 est clair que HS(X)<ZHt(X) si s>t, et 1'inclusion est de

. i
norme 1: évidemment H®(X) = L2(X), et pour tout s positif on a H°(X)cCL-(X).

De plus, la forme bilindaire

2y¢ 27 2\92 %
=197 21(g) (14 2]%)%% () ae
sur H9(X) x H"5(X) permet d'identifier H °(X) au dual de HY(X).

L'opordteur D : HS(X) - stia'(X) est continu pour tout s. En

particulier, si T EH (X) pour un certain entier k >0, les dérivées D:T
d'ordre Ial <k appartiennent a L (X), et cette propriété caractérise Hk(X).
On peut aussi caractériser H—k(X) comme l'espace des sommes de
la forme s pYT o ou T €L2(X) pour tout «.
o] <k ¢

D'autre part, la multiplication par un élément o QA(X),est un

opérateur continu de H°(X) dans H (X) pour tout s : la démonstration de

ce résultat résulte de 1'inédgalité de Young :

[N i | i ! . 1 2 >
it 5 = il digl ,  si fELT(X) et gelT(X)
L- L L=
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et de 1l'indgalité de Peetrvre
(e 2% <2l i et gD pour sout s
que l'on obiient aisément #i 1'on remarque que

(1+ [2]%) = 1o 77 2nnee) + Joegl® < v Jueg ] (s 3]

Preuve
~ o - _L".S/Q “Sl.{_" ) .,12"8‘/2(,- I 34._‘
(G ) (=) [ (1] =]7)77 = 2717 " (e [g 009 PR 6 (7-7) | (L+ (0] )77 T (W) A
. 20012 .
et puisque (I+ fg] ) iFjjen {a) . enoa
T o AN | ; 2 $/2 PRI o
lorii, = v(1+[E]7)77 () (F) ), < cll(a+[n[7)7" T(Wi , = CiTu,
Dy I‘Q ‘Jh s

ou € est une constante ne dépendant que de ¢ et de s.

Remarque : On déduit des deux derniers résultats que L'opérateur diffé-

rentiel
2 oa )0y, e edx)
est continu de HT(X) dans HS(X).

Propositsion (1.1) :?(X) est dense dans H°(X) pour tout s réel.

Preuve : 11 est évident que (X) est contenu dans H° (k) 3 pour‘ montrpr

qu'il y a dens1té, choisissons T €H°(X) et >0 : (1+]g ]“) 2’T(§)
2 ‘ 2,

appartient a L(Z) : comme S(X) est dense dans L (k)) on peut trouver

P = /f('—:) telle que

() - DR ), <o
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: — S 2y -92
soit 3 la transformée de Fourier inverse de (1+/2!%)77“¢p(=), alors

06 -T, < ¢
K
ce qui prouve la proposition.

Corollairec : D(X) est dense dans chaque HS(X).

Ceci est évident puisque ®(X) est dense dans/g(X).

Par exemple. s1 £ €D(X) et " f(x)dx=1, la suite fk(x)==knf(kx)
‘X
-n

. 4§
converge vers & dans H (X) pour s < >

. - n .
Proposition ([.2) : Si T ¢H (X) avec s>% , alors T est une fonction con-

tinue et bornéde.

Preuve : [l suffit de montrer que T est intégrable.
2 D\ /O
Puisque T € 15(X) et s2>%, (1+[E-:_|“‘)"2 T(=) et (]+‘EI') & appartiennent a

L2(E) 3 en ultilisant alors 1'inégalité de Schwarz :

7

5/0

(e[ T(8)ag < ¢ fay__ [Tl < + =

~ - B P 2 -
j‘:]T(s)]d, = .,_:(“!F! ) s

(C étant une constante >0), ce qui démontre le résultat.

Proposition (I.3) : La multiplication par un élément.X(X) est un opérateur

1
compact de N5(X) dans I (X) pour tout i <s.

Preuve : Soit {Tkl une suite bornée d'éléments de H°(X) ; nous allons

montrer qu'on peui trouver une sous-suite {0 T, } de la suite {o Tk} qui

converge dans Ht(X). 1

N\ .
Posons fk = Tk' En se servant d'une inégalité précédemment éta-

blie, on obtient

2,52 . . 8 @i
(6% 0] s 2 B el il
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et de méme

122 sy2 !
(217 oy (@) = 2l * P ol i

|

k

s

La suite {fk} est donc équicovntinue et il existe une sous-suite

{fk } qui converge vers une certaine fonction f uniformément sur tout

1
compact. - ‘ alors
On voit facilement que f appartient a MS(X) ¢ il suffit/dc mon-
A b ’
trer que ifk } converge vers f dans Ht(X), autrement dit que l'intégrale
1

fefel®?® lf,(1<a)~f(a>|2ag

tend vers 0.
Le tout est de montrer que, pour tout ¢ >0, il exiute A>0 tel

que, pour tmt l,on ait :

n 24t 2
'Jl<|>A(1 le]™) Ifkl(z)l g <

"

or ceci résulte de ce que r(1+]§|2)s Ifk (§)12d§ est bornée indépendamment
) 1

de 1 et que s est supérieur a t.

Corollaire : L'injection canonique de H;(X) est compacte si t<s et K

est compact.

Définition d'une classe d'opérateurs pseudo-différentiels :

Définition (I.1) : Soit m un nombre réel.,XCXx Z:m) désigne l'espace des

~ © -4
fonctions a sur Xx = a valeurs complexes, de classe C , telles que

¥p, qeN", ¥MeN, 3C>0 telle que

n-lo]

M 2y @
(1+[x )" PP afa(x, )] = c(1+]g]?) *
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Cette définition ne dépend pas du choix de la forme quadratique
D)
IE[“ et des bases (duales) sur X et =.
I1 est clair qued(Xx =3 ml)C/X(Xx = m2) sim <m,.
Définition (1.2) : Si ac dXx =;m), Op(a) est 1'opérateur aéfini sur 4(X)

par la formule

~ 21nxE
[op(a)(u) 1(x) = [a(x,£)d(g)e™" " >ag
I1 est facile de montrer que Op(a)u,EJX(X) si u.E%“X). (Remarquons
que l'intégrale ci-dessus est absolument convergente et bornée indépendam-
ment de x 3 de plus, il en est de meme apreés un nombre quelconque de déri-
vations sous le signe d'intégration et de multiplications par des polyndé-

mes en x).

Proposition (I.4) : Op(a) est un opérateur continu dans,X(X).

Preuve : On peut supposer ici que l'ordre m de Op(a) est un entier positif.
On doit montrer que, pour toute semi-norme N1==sup|(1+|x|%kD5.l,
on peut trouver une constante C et une semi-norme N2==supl(1+|xI2)1P(D).[

telles gue
Nl(Op(a)u) < C Nz(u) pour tout u€§4ﬁX).

(1ci, P(D) est un opérateur différentiel & coefficients constants).

On peut écrire

(1+]x ) D2 0p(a) (w) (x) = (1+[x[*)* [ pP(a(x,8)e® ™*F) a(s) ac

! 2 \k . q pP-q 2inx§ .
= 1 D g£)D g€) de
q5p q!(p-q)! fg( #x[7)" Dfalx,E) D" He a(z) az
1

m Aq(u)(x) ,

li

f

q<p
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avec & (w)(x) = [ (1+]x|") 0l a(x,8) P9 4(g) 2 5 ae
Posons
£(x,8) = (1+]€]H) ™ (1+]x|®)* D a(x, )

Alors f(x,t) est sommable par rapport a £ et sa transformée de Fourier

par rapport a £ (notée fz(x,.)) est continue et bornée.

1

Aq(u)(x) uf'uf(xgg)(1+l§|2)m+n gp—q ﬁ(E) 2imxE ae

f(x £) 3[(1-———-) DP9y (£) 217XE gg

a2 X,y-X + n -‘AT e P _——_1;‘—— )
jxf (x,y-x) (1+]y|$)™ (1 41‘2) D () (1+]y]®)"

Si 1l'on pose

on pose

sup [A (u)(x)] < sup |22 (x,y-x) | sup | (1+]y] )nP(D)u(y)|‘£( (1 Tzlz)n

X X,y Yy

<C sup|(1+|y|2y1P(D)“(Y)!
y

ou C est une constante, ce qui prouve la proposition.

Remarque I.1 : Calculons la transformée de Fourier de Op(a)(u)

Fo(a () (2)

P e 2E"XE ([ a(x, ) 8(c) e*1™*Car) ax
UX v::'_:

]

jHﬁ(:;)(J‘Xa(x,;)e'zi“"(g“‘;)dx)dg - [al(e-, 080 ac
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)\
ou a (.,r) est la transformée de Fourier de a(x.() par rapport

[
"

Cette formule sera tres utile dans la suite.

Remarque 1.2 : En écrivant

op(a)(u)(x)

i

[ alxem) ([ uly) e 2803 4y qg
5 X

T
ﬁxa‘(x,x—y)w(Y) dy

on obtient le noyau éz(x,x—y) de 1l'opérateur Op(a).

Ce noyau est une distribution qui n'est pas une fonction en gé-
néral : on verra plus loin qu'il cofncide avec une fonction c” dans le
(.aplémentaire de la diagonale y = x.

Lorsque a(x,E) est, pour iE] assez grand, une fonction homogene
en £ de degré 0, on obtient cssentiellement un opérateur intégral singulier

"classique".

Théoreme (1.1) : Si acA(Xx=3m), Op(a) s'étend, pour tout s, en un opé-
rateur continu de HS(X) dans H¥™(X).

Ce théoreme est une conséquence immédiate des deux lemmes qui

suivent :

Lemme (I.1) : La transformation de Fourier par rapport & la premiere

variable envoie‘y(Xx = s m) dans—J(E x =3 m).

Preuve : En effet, (1+[’ﬂ|2)MDp Aqﬂl(ﬂ ) = ,} [(1- xg)Mxp aq a(x,g)J(M).
ou Dp(reepaq) est une deigvatlon par rapport a la 1ere (resp. seconde)
variable, et puisque (1-;—§) Bq a(x,€) EARX}::. m~lql) 2
T
2 by M 2\ 5
(1+'xl“)n|(1 —;f%) xP ag a(x,E)' sCl(1+|§' )

ae

A est ici le laplacien sur X et C1 est une constante.
X
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Finalemeni,on a

A M 9 1-
e ) DM oP a%at(m )| < | [ (1-—5) %P a%a(x, ) (1+]x|* P —B——|
| Al 12 | |§A an? 2 x| (1+lx12)n

m-[q] m-|q]
soy(ie|e]®) 21 Mo so (e fg]®) 2
YX (1+ixl“)

¢ étant une constante.

Lemme (I.2) : Soient m un nombre réel et F une fonction mesurable sur

X~ % a valeurs complexes telle que

jt)

¥ Me N, 1 C>0 telle que |F(n,g)]sc(1+[w‘,|2)"M(1+|g|2)2

presqgue partout.,

Alors 1l'opérateur A défini pour u(}g(X) par la formule

S - [ F(rs) a(e) ac

s'étend, pour toul s, en un opérateur continu de HS(X) dans Hs'm(X).

Prenve : Epn utilisant 1'inégalité de Peetre, on obtient
- s-m s-m| M

(a0l 2 fE(re ) al) agj =2 2 [(elne]®) 2 (+]z197Ha0@ ez,

et, grace a l'inégalité de Young

[s—ml s-m|

| 2 ! 2 2 ]
Aufl =2 [(1+]1-€]7) HL1 _, it

Définition (1.3) : On appelera opérateur d'ordre <m tout opérateur liné-

aire A.LX(X)'W%'(X) s'étendant pour tout s en un opérateur continu de

HS(X) dans Hs—m(X) : un opérateur d'ordre <m pour tout m réel sera appe-

18 opérateur d'ordre -« ,
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Remarque (1.3) : Une conséquence du thioreme (1.1) et que =1 a et h

.m) et ='11 ex1ste une constante (>0 telle que

Il

appartiennent a d(X x
a(x.€) = h(x.£) pour 3 I G
alors Op(a) ~Op(b) est un opdrateur dordre -,

Remarque (1.4) : les symboles a(x #) que nous avoos consrdcres Jusqu’a

présent possedent par rapport a x des propridtés de ddrrors=ance qui ant
facitlité l'usage de la transformarion de Fourier : cependant relles-ci
nous empéchent de considérer comme opérateurs pscudo-différentiel- d'auires
opérateurs différentiels que ceux dont les coelficients sont dans,g(X).
Cette restriction n'est pas bien grave vu l'usage local gqu’'on fart en peéné-
ral des opeérateurs pseudo-differentiels ., 11 e:t vependant agreable de ze
permettre dans la théorie l'emploi dee opdrateurs différentiels a coolfr-
tlents covstants 1 d- (ervainus operateurs de convolurion : cette extension

est l'objet de la definition suivante :

Défintiion (I.4)

2 " - y . ,‘x’ — -
1) C(E;m) est l'espace des foncidons b de clas<e C  cur = a valeurs compic.

xes telles que

m-|q]

2 0
¥ qun , 1 C>0 telle que Iag],(g)l T{C(l"'lElJ) 2

2) S™ est la somme directe de‘g(x xZ,m) et de €(=:m), 1dentifide a un

espace de fonctions sur X« =,

3) Si a ¢ J(x xZ3m) et be&(E;m) alors Op(a+b) est la somme de Op(a)
et de Op(b), ou Op(b) est défini1 par

s

(ﬁ\b?\d(‘i; b(F) ale) .

Le théoreme (J.1) s'étend iLres facilement au cas ou a(x.®)

. L oI
appartient a S .



JII.12

9
Exemple (1.1) : L'opérateur OpL(14—|€|“)m@1 définit, pour tout s, un
isomorphisme de H°(X) sur H® ™(X).

Exemple (I.2) : Si uelH “(X)= U HY(X) et pu eHS(X) , alors uen® 1(x).
1 teR -2
5 a(g)‘&l , ou o est une fonction de classe

o -~ N - » -
C sur =, égale a 0 dans un voisinage de 0 et & 1 en dehors d'un compact

En effet, posons q(F) = -

(2 est utilisée pour tuer la singularité de !El’al
Soit Q = Op(q) sy alors QA::Op(a(g)) d'apres l'associativité du produit de
convolution, d'ou il résulte que Q A-1 est d'ordre -=: on obtient le ré-

sultat souhaité puisque Q est un opérateur d'ordre -2.



