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4 T _INTRODUCTION

M

Soient Q un ouvert horné de W' de frontiere I' régulidre, ¢€C™(m'")
telle que = {x€R"/g (x)>0) I'= {x€R"/g(x) =0} "¢ £ o sur I', et (Xl.Xg...,‘«{rl
une famille de champs de vectceurs dans (i a coefficients réguliers.

Nous étudlonb daus ce travail la régularité a la fronticre de

1'opérateur A = £ (@X ) + co sous des hypothéses convenables sur le-

Xj' I1 résulte &ﬁ}c;tte é¢tude et d'un thcéoréme de HBrmander que les =olution-
de 1'équation Au = [ sont dans @((U si I est dans @(f».

La classe des opérateurs A pour lesquels ces résultats de régu-
larité sonc obtenus contient essentiellement celle étudide dans= [2] jar
M.M. M.S. Baouendi et C. Goulaouic, gqui ont cependant des résultats plus

précis que les notres.

§ II. NOTATIONS ET HYPOTHESES :

Soit Q un ouvert borné de R' de frontitre I' variété de claz<c
€ et de dimension n-1,Q étant situé localement d'un méme cdté de [. Soit
¢ la fonction définie dans le paragraphe 1.

Nous nous donnons r champs de vecteurs XY'"xr dans Q i.e des
opérateurs différentiels homogtnes du 120 ordre, sur lesqueis nous
faisons les hypothéses suivantes
(H.1) Les coefficients des Xj j=1L..r sont de classe c” dans Q
(H.2) L'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs X?.er est
de rang n en tout point de Q (voir (4])

(H.3) En tout point x de I'il existe ix 1< i< tel que Xi soit Lrins=-
versal a lau point x. X

Soit. (®.8) une carte locale d'un point de T. Nous notons Xi le

transform¢ de Xj dans le demi-ecspace IR¥ = {(x,v) xzR" }\,>()

B =o9(conq)y=6(onr)
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~ k. -1
.4, X. =a. D + vy ’J’l‘.,': ..t k. eNT =2 =~ , (x.v) D
(1. 4) SRS IR TR B SR A o) o

(1.5) L'algebre de Lic engendrée par '1‘1,. .,’"l‘l‘ est o de rang n-1 eu tout

point de BUy.

Remarques TT.1 @ Jl résulte des hypotheses faries c¢i-dessus que dans

chaque carte locale d'uu point de la frontiere. 11 coxiate 3 tel que
p J

o~

X, = och A# o dans B Uy. D’autre part Ll'algebre de Lie engendrde par

~ ~

(x,...x est de rang n en tout point de BUy.
f r p Y

¢ 11I. LEMME DE DENSITE

Nous allons maintenant donner guelques vésultats de densité
des founctions répulieres. gui nous =cront utiles dans la suite. Nous
nous plagons dans le cadre géncral suivant : O ¢=t un ouvert régulier

de W' (borné ou non). PI.}‘",,...,Pk(resp. Q "’QI) des opvrateurs daffé-
[

v

ventiels homogénes du premier ordge a coefficients de c¢lasse ¢ dans

1}?:_ = {(x.y) T X& IR."—lyz o} (resp. dans Q ). 0n pose

w( 'ﬁin') {uCLz( m") /P uﬁl2 (]Rn ) v=1 k]
A + 0 0T + 7 R

¢ n 2 n T 2 oy _ ;
&ru\m+) = {u€L (m+)«/y Puel (_m+, v= 1.0k )

v, B(Q)

{ueL2 (Q) / QiuéL2 Q)i =1....13}

i

580 (Q) = {u EL2 ((&) / \/q» Q,’LU;GL (Q) V= Lyanel } ou ¢ est definze

au § I. que 1%u$n munit des structuress

ilbertiennes évidentes.
3

o

On a alors les : A8

dans 8())

a0
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Lemme TITI.2 : Si de plus nous supposons que P1 = Dv (resp. En tout point
X de I'un des Qi est transversal a 1“(')) alors @(]Ri) est dense dans ‘JO(]R];)

(resp. ®(Q) est dense dans 550(0)).

Démonstration du lemme T11.1 : Il est facile de voir que les fonctions
ny . =n n :
de 91(]R+) a support compact dans ]R.+ sont dense dans 2[(]R+ ). Ensuite s

A o . _=n
ué&!(]Ri ) N 8'(]R{:) posons u ={u SLGIR-)-
o airlleurs’

r~

. . n . .
Soit p_ une suite régularisante avec supp p_ & R . La fonction u_=u%*g ;
: = - R

“*

R . o =D : . 1
est une fonction de I( Ii{+) qui, on va le voir, converge vers u dans QI( ]Ii+).
Pour cela il suffit de démontrer que si P est un champ de vecteur, Pug

converge vers Pu dans I~2( ]Rt:) Or

n-1 n-1 0 ~
= : F(ut . = a, —— * =
Pue = 5 a L(u o) )lmn ] = (2 ay (u PE)] l ]Rn =
k=1 ~3dx + k=1 dx +
k k
A 2 ) (i %0, ]
((z a #o0 )) mn+R_=[T a _du %o n E¥o b naR
k=1 Kax R e T kg, P IRy s IR " e
k k *
o1 1 est une mesure portée par 1'hyperplan X =0 done (; # pe)lmf =o0.
On a donc Pu_ = Pu*p imn +R_ et il suffit donc de montrer que R_ tend
£l
+

vers z¢ro dans Lz(]Ri) ce qui résulte d'un lemme de Friedrichs (voir [5]

chap I.). Pour montrer que 29(5) est dense Y(Q) on localise et on se

. N n
ramene a IR* .

(¢)

Ecrivons Q. = o, (x) D . La transversalité de Q. & I' veut dire
1 ,oq 1 k Xy 1

que le vecteur oc.(x) = (a. (x),....a. (x)) est non nul et non tangent
i i,1 i,n

1=

a T pour xeTl.
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Demonstrvation du tepme (1.2 @ Flle est <emblable & celle donnée

dans [27 ¢co nevtisant e lemme 11101,

Remarvque Tri.3 0 Le temme 1102 est aussi vrear poar les espaces

. 2, . 3
fue L™ (o " ; u € l. () 1 = 1. ..,1 ol pe N .

§ AV. RESULPATS PRELIMINAIRES

Constdérons 1'espace
R —— ]-

) n C 2 o 2 o Joo i 2, 0
vim, ) = {vel (m+) /N .I)y_ueh (m,+), Vy [‘juEL (m+),]-_

que Fon munat de la structure évidente dfespace de Hilbhert., On a alovs la:

Proposition Vo1« Tl existe 2> 0 tel que

) P - g,
VIR e (say) (o HECRY 1)) - 1F(0F) avee injection continue.

Cotte proposition resulie des deux lemmes suwivant =,

Lemme 1V, 2 Y L >0 p &« N ¥ué€ é/( JR: on
{1V ) dulov, R /2 oo (1 , H ) 1" /
{Iv.1) fu ll"‘.ll[" y s U \/) I)yu HLH( H?.T: y * Ny ou H (}IB))
— ')I).l /—---
P2 5 ST e, 2P (i
(1v.2) 1}\/}7 N u ; LZ(H or)-g (,p( Wy 1) AL (IH ) +
— 1
T AN SR A
AV S 3} “]}._.(”_ \L\))

Lemme 1V,3 ¢+ 11 existe € > o tel que pour tout wu ie ~( ’IR‘_:) n S‘(BUY)

v
o oo, oy o« M 2 Rt |
(1v.3) ”“‘L () = \lwuHL (IR:) +]:2 I lJu ‘[.“(IR” ))

[
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Démonstration de la proposition IV.1 : Soit k = max k.-po le plus
pO § J
petit entier tel que 2 "> k + 1 et = —;—:—1—- .0n applique alovs
0
9

[

.k ,
(1v.3) a \/y you en remarquant que les I‘j sont tangentiels et on

utilise (IV.1) et (IV.2) .' vient alors
(1v.4) fjl}iihz(né) < ('iufv(mn ) ¥Yuce S(]Rf: ) 05'(BU'Y )
. . ‘

Le résultat décounle alors de la deusité do O( ]Ri:) dans V (IRI: ).

Démonstration du lemme 1V.2 : Soit uES(]RZ) notons u (g,y) la

4 » «
transformee de Fourier partielle par rapport a x.

. .2 ,,+°° . 2 +°°, , .
(1v.3) a(Zoy)i® = - "D, la(gt) [Tdice fv fa(e,t)| |p alg.t)] d

J

d'ou :

TN 2 PO . .
j'mn(l + gl ) (e y) |° dv de < 2 fmn-l.(f(fody) (1+]§|2)B|ﬁ(g,t)!thu(§.1)
* )

/

En utilisant Cauchy-Schwartiz et en dcrivant y = ’\/y . Vy on obtient

(Iv.1). Pour démontirer (IV.2) ou part de (IV.5) que 1'on multiplie par

—_— p
P4 P+l _ o 2%
(\/y y2 1)2 1.e ya 1 puls par (1+i§§a) . Il vient alors :
—_— ‘ p
. 2%a
» oPor v (b oP¥ly L2 .
H \/y y u &‘ ]2(112%{) < e f n—l\\ro y dy) (1+|§l ) ]u(g.t)!.
’ B IR

9p+1 — p+1_
- Vi 2 12

[Dt'ﬁ (gyt)!dt . Ln derivant t = il vient

P, oP+l_,,
— p_ — 2%x 2 -12 ‘
”\/y y2 1 u ”12 (Hz”a) gcpj' " th DJr fn(g,t,)i(1+i§i2) t fa(g. ) di
) - -IR ’
+

et (IV.2) résulte de Cauchy-Schwartz.
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Démonstration du lemme IV.3 : Nous utilisons dans ce qui suit une idée

développée par Kohn dans [6]. Pour-ye R Aydésigne 1" opérateur de s(R")

défini par AY u(x,y)= %@ (1+‘§I3) u(E,Y)]-

Diautre part
n-1 du

lull 2048y ~ & =l 2¢y0-1y + Tuf;2
L°(H") i1 ax b (1" %) L=,
1

L'hypothese (H.5) entraine que l'on a pour uefﬁ(m: )ﬂ(ﬂ‘(BL}y) :

du li
T = ¥ a, F u
o%3 k=1 17K qki
ou Fq désigne un crochet des Tj de longueur 4y - I1 vient donc
k. . i
t V n-1 1. )
’ 4 fuli . ¢ | F ]
(1v.¢) Jl“Lz(Hé) <c .E_l E 9 lqk u’l 5 + HuhL2
= iT i L (H
Considérons un terme
o - -
IIF ul|® 5-1. = (/\6 1p u, 1571y u) = (F p20" 2 u,u )
q L“(H( ) q q
# 928-9 28 -

2
Posons Fq A = P"'5 1 qui est d'ordre 286-1, et dcrivons Fq::[Fq_l,T]
nFquu2L2(Ha-1) < [Pt rew) [+ (PFTTE )| - @@

mnad - ) 28 -
® gi(LP 1’Fq—1j Tu,u) | + !(Pq_lP 5 1Tu,u)§

Le premier terme se majore par c(HTqu 9 26—1) + Hu” 5 )
H

. ;s 26-1 . ® . .
Le deuxieme s'écrit |(Tu, P (bq—Fq_l)u)‘ ou qu(: . puisque Pq—l est
un opérateur homogéne du premier ordre. Ce terme se majore par
2 2 2
()] Tul] + ||ul] .+ F__ u” De la méme maniere
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QD <e (HTuHL2 + HuHLZ + ”Fq-luHL2(H26-1))

En prenant & < % il vient :

| < 1
i!Fqu”Lg(Hé_l) < e (rITuHLZ * HHHL2 + ”Fq-1“”L2(H25-1))
En réitérant le procédé on obtient 1'inégalité

Iv.7) c T ol 2951 &4 [ ul 0
( s e Cxr, llLa(H ) ] HL_)

“FquHLz(Hé-l) =

q

I1 suffit alors de prendre & < _1_ dans (IV.7) et d'utiliser (1v.6)

pour obtenir : 2
r

ul] e Cz Q5+ fu )

L2(H6) = j=2 J L2 L2

Remarque IV.4 : Les démonstrations des lemmes IV.2 et IV.3 montrent

que 1l'on peut prendre &€ de la forme ;% dans la proposition IV.1.
2



§ 5. REGULARITE

v — . ——

On se donne une forme integro-differenticlle définie par :

r
(V. 1) a(u,v) = % f o (x) Xju.va dx
1= , .‘ «
' N

On pose :

— 0 .
W) = {uvp u € L7(Q) ; J$ Xj u ELJ(“) J = L..,ﬁ}

Le Temme de Lax-Milgram montre alors que pour toute f dans [W(Q)?' il

existe u nnifque dans W(Q) el que
(v.2) a(u,v) = (f,v) ¥ v EW(Q)

Nous utiliserons dans ce paragraphe la technique de régularisation ellip-
tique pour laquelle nous renvovons a fiJ.

Soient (B.6) une carte locale voisinage d'un point de T et § €ED(3NQ).
Nous noterons u. la solution du probleme régularisé avec fj ED(Q). Alors

J
u, est dans S(Q)fwﬂ$(ﬂ).

Enfin A® désigne 1'opérateur : 4(Hfl) - fmt)

O 'zsgrml';l‘“)“2 n(3,v)]

- ) c
e LE(R, 7 (R™ 1)) alors

Lemme V.1 : Soit k& IN. Supposons que Ef 6
les quantités : J:; “A(k+l)8§ujuul et IA(k+l)E§uilv reste bornées lorsque

. . ‘ : 0 N
J varie.
Démonstration : Nous raisonnons par récurrence sur k. Pour k = 0 posons
€ e
A, = a (A Bu., A7 Eu,
i i J’ J)
B, = a_ (u,, §A° A® En.) = (§f., A A Fu.)
J J J J . £ )
' R . B
'A,’ > e AE EQ " 4 lAb §n.|'3
J i iV
0
1 N i | ‘,, . . .
'R,' < J%f,’ ”.”Argu.i S < C £ 'Atgu,lv d'apres la propositionIl.2
J 2 T m) A |
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IT suffit pour conclure de montrer gque l'on a :
|67 gu |
AL (4 4 + 1A Eu | )
b ] Jog! 3V

On a a majorer des terw dn tvpe :

i ) £ s
’!r' y‘XA §u].,"dx - .\'Xu]Xg/\“/\ §u1 dxl = |®-®|
m' . "
+ +
ou X est |'un des champs de vecteurs X k= 1,.,r
k res
® = r A u].[X.gJ AY A gu}. + F v X lll g X \© I Iu,
. J . vl . ,]
"
+
Le premier termec de 2 se majore par
o ‘ roook o o .
(oo b ou b o+ %y a5 ¢ u” )'IJ\ Eu .
vy .2 ‘ E ¢ B B joy 2
J q=2 7L L7 (1)
1.6, par c.!/\:f-,ull ¢ car lu'llz\/, est horné.

l on les Vi, sont des opéra-
< <

teurs tangenfiels, le deuxieme Lerme de O «'éerit :

Compte tenu du fait gque X s'dcrive a I)v + Y

(a1l

f oot oz o
v Xu S0 XA a4 vy Xau

(A" ald AFu +% " yxu. E[A",Y. ] A'Eu,
j J J y J k J

L]

FE-
LLes deux derniers termes se majorent par (‘.,A ‘-‘},Ll._l

I'm uti1lisant Parseval en la variable x on voit que le premier terme vaut :

]

v pE € Xu}.-X nF £u
. J

|
v

»

< ' &
On commute alors & et X, le commutant se majorant par c.l/\ §u.| et 1'on

\A

.

obtient nu ferme qui s'édlimine avee Q@ .

tn calcul aualogue permet de majorer les termes provenant de e (u,v)
. ]

X . I
On admet done le lemme a l'ordre k et 11 s'agit de le demontrer I“

a l'ordre L+l. Porong de menme ¢
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A - aj (A(k+1)€§u]., A(k“"l)?gu‘])

B

it

(k+1)e , (k+1)e ~ ke e, (k+1)e
aj(uj,‘iA A §uJ.) = (A €fj,1\ A §u3.)

On a de méme @

Ial = a.“A(k+1)a gu‘uzl . IA(k+1)8§u.|\2,
j j iy : j
0

_ ‘Bj‘ < c|A(k+1)g Eu d'apres la proposition IV.1.

J'lV

Tout revient alors a démontrer 1'inégalité, analogue a (V.3) suivante

v.a) 1a =B | s e (JoT A Degy 4 qaGeregy

i J i gt v
Cela se fait par les mémes techniques que précédemment, et en utilisant
lt'hypothése de récurrence i.e. ‘Akgguj|v et JE;HAkaguj” { bornées lorsque
j varie. Ho

l1-¢

Corollaire II1.2 : Si §f€L2(]R+; H (mn'l))alors D §u€V(]R2) i=1,n-1

1

Démonstration : On prend dans le lemme V.1 k tel que (k+1)e = 1, ce qui

est possible d'apres la remarque IV.4, et on passe a la limite en j (quitte

a4 extraire des sous-suites).

r
Dans une carte locale 1'opérateur A = I Xﬁ(@XJ) associé a la forme
J=1
sesquilinéaire définie en (V.1) s'éerit
T 5 r Nj k r Nj k
(V.4) T (1+a5) D (yp) +Tb,.yD + £ T ¢ yyd7 + £ wa,yr
i=1 i’ vy j jo1 qe1 1 4 ) qet 9
r Nj k r Nj k +k
+ & % d,.y91 D + T % y 4 P g
j=1 q=1 J q9 Y j=1 p,q=1 q P

Si €f €L2(H{*; Hlvﬂﬁmp_l)) il résulte du corollaire V.2 et de 1'expression
de A que

2 n
(v.s) Dy(yDy Eu) € L (]R+).
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\ous allons montrer, en suivant Baouendi-Goulaouic [2], que (V.5) entraine

D Eu € L(R")
(v.6) y *
’ , 2,..n
y Dyy§u € L°(R,)

Fn effet, posons w =y Dy Eu. Comme .y Dy Eu € L% on a W(0) = 0, d'on

Yy
= Lo
Dy%u = 3 . D, (t D, Eu)dt

) .
L'inégalité 330 de Hardy assure alors que Dygu € L“(m&) d'ou (V.6).

Soit F 1'espace des fonctions u telles que

£
1) u € Hloc(o)

2) ¥ (M,0) carte locale voisinage d'un point de I et ¥ § € D(31 Q)

k
£ 1, ,0 2,0 2, pn q 2,0
Su €11 (R)), N DnyiguEL (]R+)yDyy§u€L (R)) Ky Tqui§u€L (R})

On a alors le

Théoreme V.3 : Si f est telle que ££.6 L eL2(H!™%) et fE€L2(Q) la solu-
tion u du probleme (V.2) est dans E.

Régularité d'ordre supérieur : On définit d'abord un nouvel espace des

fonctions : pour k € Non pose

k+e . k+1,.n k n
B, = luen) ® (Q) = Eu € H (R)), ¥ DyDXiEuGH (R,)

k
k pn - q Kk mpn
yDyy Eu €H (]R+) Sy Tq Dxi Eu €H (m+)

On a alors le

Théoreme V.4 : Soit k€ N, supposons que STEIH((Rﬁ)n L? (B+; H

et fGIﬂ(UQ) alors la solution u qu probleme (v.2) est dans E

k+l°F)

K*
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Corollaire V.5 : Si f‘ESNa) la solution u du probleme (V.2) est dans ™(Q).

Démonstration du théoreme V.4 : Nous raisonnons par récurrence sur k.

Pour k = 0 cela résulte du théoreme IIT.3. Supposons le vrai pour ket
démontrons le pour k0-+1. Nous commen¢ons par démontrer k :

| 5 k0+1 + (p-1)e
Lemme V.6 : Soit p€fo0, ;}QINw Supposons que S5f €L (U
alors AP® EuéEEk .

0

Démonstration : Pour p = 0 cela résulte de l'hypothese de récurrence.

Supposons la démontré pour p et démontrons la pour p+ 1 ¢

AAED = AFEI-+[A,A€§]BH B €$K9475) B = i sur supp. §
. ok +1 +(p-1)e
Par hypothese A° Ef € L% (Il ). D'autre part, puisque AP §u<EEk
k +1+(p-1)e °

9
(hypothese de récurrence) on a [A,AEEJBU.GIT(IR+;II() Enfin

N , . e 4 E
ASue . LL'hypothese de récurrence entraine alors que APE A guél%_'
A8

Démonstration du théoreme V.4 : [n faisant p = ; dans le lemme III.6,
t.

on obhtient

, .
(v.7) b Eu € B,
i 0

k

Insuite on utilise le fait que AEu = €f +[A,E]Bu €l

spept!

D'autre part il est factle de voir que d'apres (V.7) et la récurrence, tous

k°+1(m2)on en

+1
0 (]ﬁ:) puisque

(mf) et §u.€Pi: en vertu de 1'hypothese de récurrence.

les termes de ASu, sauf le terme D (yDV§u), sont dans H
déduit que Dy (yDyEu) EHk°+1(]R2) et pa} un argument semblable a celui uti-
lisé dans [6] Proposition 3.3, on obtient :

k0+| kn+l
V.R D Su€ll ; D Bue€el
( ) y‘: ' y vy

d'ou Eu GP% ,l (a 1'intérieur de cela résulte de Hbrmander [4])
0
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Remarque V.7 : Des résultats de régularité analogue a ceux de [7] peuvent

i3

étre obtenus pour 1l'opérateur A) = X Xg ol Xj p entier 2 1, Plus précisé-
J=1 - - _

ment on peut démontrer que "Ap est un isomorphisme de ¥(Q) sur @(Q)YWHpol(Q)"
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