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§ 0. INTRODUCTION

Dans sa thèse de lq69, Erik Thomas étudie l’intégration des

fonctions à valeurs réelles par rapport  une mesure de Radon à valeurs
dans un espace vectoriel topologique localement convexe.

Dans les parties que nous présentons au cours de cet expose, la

plupart des définitions et démonstrations sont données tout d’abord dans

le cas où cet espace est un espace de Banach, puis ensuite généralisées
aux espaces vectoriels topologiques localement convexes ; nous restrein-

drons l’exposé au premier cas, à sa,voir où l’espace d’arrivée est un espace
de Banach.

Notons simplement sans y revenir par la suite que la générali-
sation est obtenue en utilisant la remarque suivante :

Tout espace vectoriel topologique localement convexe complet
est limite projective d’une famille d’espaces de Banach.

Après avoir, dans une première partie, donné des définitions

et étudié quelques propriétés simples, nous rechercherons les mesures par

rapport auquelles les fonctions intégrables sont "suffisamment nombreuses",
c’est-à-dire pour lesquelles toute fonction borélienne bornée à support

compact est intégrable et nous terminerons par l’étude des espaces où

toutes les mesures à valeurs dans ces espaces jouissent de cette propriété.

Notations :

Soit T un espace topologique séparé supposé localement compact,
Q désignera la famille des ouverts de T, r celle des compacts et C~ celle

des parties boréliennes de T ; i K(T) sera l’espace des fonctions continues
réelles à support compact dans T, J+ ou J+(T) celui des fonctions réelles
positives semi-continues inférieurement.

E étant un espace de Banach, et E’ son dual topologique, 1 1
désignera indifféremment la norme dans E et dans E’, B et B’ seropt les
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boules unités respectives de E et ~’.

Si ji est alors une mesure de Radon définie sur T à valeurs dans E,

une application linéaire continue de K(T) dans E, nous noterons :

la mesure de Radon réelle obtenue en composant ;i avec une forme linéaire

continue x’ sur E, l la mesure de Radon positive, variation 

Plus généralement ex étant une mesure de Radon réelle,, y sera la mesure

de Radon positive variation de a.

§ 1. PREMIERE PARTIE : DEFINITIONS ET GENERALITES

définition 1.1 : Mesure de Radon. e

SoientVun espace topologique localement compact et E un espace de Banach’

on appelle mesure de Radon définie sur T et à. va,leurs dans E, toute appli-
cation linéaires continue de K(T) dans E.

Soit p une mesura de Radon â, valeurs dans E. Alors, pour tout

compact K de T, il existe une constante positive My- telle que :

pour toute fonction T de K(1’) à siipport da.ns K.

Définitions 1.lll : 

Soit g une mesure de Radon à, valeiirs da,ns un Pspace de Bana,ch E; y nous défi-

nirons comme suit, pour tnute fonction positive définie sar T, la, semi-

variation y 
° 

de la :
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2) Si g est positive et à support compact, :

3) Si h est positive arbitraire :

g étant positive à support compact.

On vérifie que cette définition est tohérente, en particulier :

(p étant positive et dans K(T).

Propriétés de la semi-variation

On vérifie que la semi-variation g* de la mesure g est

- croissante

- positivement homogène
- dénombrablement sous-additive

et que de plus :

En effet 1
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Lorsque A est une partie de T, si XA désigne sa caractéristique, nous

noterons

et nous dirons qu’une fonction f (resp. une partie A de T) est 

lorsque
.. __ _

définition 1.3 : : Espace 
Nous définissons l’espace 3° * ()

Cet espace est semi-normé par la, semi-normé p -(1 1 ) et contient et

l’injection est continue y car :

et donc :

définition 1.4 : Espace ’r,1(-Ë.)
rar définition ou espace des fonctions g-întégrables est

l’adhérence dans de K(T).

s*,1(4) est donc semî-normé par ~’(j 1) et itéspace quotient des
par le sous espace = 01 est l’espace séparé associe; nous désigne-
rons par cet espace normé des -classes de fonctions intégrables.

Propriétés de 1 (1.11

Si f est intégrable, f, f est  fil e sont aussi. 8
Si f est intégrable et $ continue et borné, f appartient
Si f Pst positive et intégrable, pour tout a réel positif,

Inf(a,f) est intégrable.
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Théorème ~., ~ : L’espace 3’(~) et par suite les et L1(g
sont complets.

Il suffit de montrer que toute série normalement convergente

est convergente.

En effet soit une série d’éléments de 3*(g) telle que :
11 n JJ."

Posons alors g = 0. On a alors :
n

et donc

Et donc il existe une fonction f définie gpp par :

donc telle que : g et donc f E 1’(4) et d’autre part :

ce qui assure la convergence de la série vers f dans S’(~).

Jefinition 

Remarquons que : 1

ce qui prouve que l’application g. de K(T,) dans E est continue pour la to-

pologie induite par ~’(i 1) dans K(T).

Ltintégrale sera alors, par définition, le prolongement par conti-

nuité uniforme de cette application à t 1(g) et l’on notera 1 fd4 l’inté-
grale d’une fonction f de r,1(4). 

’
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d e l’intégrale.

Soient &#x3E; et v deux mesures de Radon définies sur T et à valeurs

dans des espaces de Banach E et F.

Si : v" ~ fi’ 
° 

on étant continue.

En particulier, si u est une application linéaire continue de E dans F et si

on a. t

et

Plus particuUerement, p. étant une mesure de Radon à valeurs dans un espace
de Banach E, pour toute forme linéaire continue x’ sur E on a :

et

Fonctions mesurables

Définition 1.7 : ~ Une fonction réelle f définie sur T est p-mesurable si

et seulement si pour tout compact K et pour t, lit réel e strictement positif,
il existe un compact contenu dans K tel que

et tel que la restriction de f à K 1 soit continue.

L’ensemble des fonctions y-mesurables est un sous-espace vecto-

riel de IR T stables pour les opérations classiques (produit, &#x3E; inf., &#x3E; sup.).

Si v est une mesure de Radnn à valeurs dans F et telle que :
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et si f est g-mesurable, alors f est v mesurable en particulier :

Théorème 1. : Toute fonction g.-mesurable est p ,-mesurable ponr toute. 

x

forme linéaires continue x’ sur E.

t~n démontre alors, de la même façon que pour les mesures réelles.

les deux théorèmes suivantes

Soient f et g deux fonctions réelles telles que f soit 1-

mesurable et que :

g est alors ~-mesurable.

Théorème 1.10 : Si f est p-intégrable, alors f est -mesurable.

Signalons enfin un troisième théorème plus restrictif que dans

le cas de mesures réelles.

Théorème 1.11 : : Soit f une fonction -mesurable majorée gp en valeur

absolue par une fonction g intégrable; f est g-intégrableabsolue par unt fonction p integrable§ f est p-integrable

En particulier, si f est y-intégrable etg:g-meslirable et

g-essentîellement bornée, fg est g-intégrable.

Exemples de mesures de Radon a valeurs dans des Banach

1) g est l’injection de K(T) dans C espace des fonctions

continues tendant vers 0 à l’infini.

(*)Contrairement a ce qui est vrai pour les mesures scalaires, il ne suf-
fit pas que f soit Il-intégrable et que soit fini pour que f soit

u-intégrable. L’exemple 1) qui suit le montrera : 1 est continue donc

g-mesurable, j° (1) -~ 1  + 00, cependant seules les fonctions continues
tendant vers 0 à l’infini sont p-intégrables.
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On a :

f mesurable ~ f continue

L’ensemble vide est le seul ensemble -négligeable.

2) ~ est injection de K(T) dans un espace LP(v)/ v étant une

mesure de Radon réeiip et :

pour

f g-mesiiir-able ** f v-mesurable

pour

f continue - ,

Ces deux exemples montrent que pour certaines mesures les fonc-

tions intégrables sont "peu nombreuses" ; nous allons donc rechercher pour

quelles mesures, les fonctions boréliennes bornées à support compact sont

intégrables, comme pour les mesures réelles.
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~ ~ _ PROLONGEABLES

: Une mesure de Radon est prolongeables lorsque toute fonc-

tion borélienne bornée à support compact est intégrable.

Nous nous intéresserons d’abord au cas où l ’ on peut considérer

mesure de Radon comme une application d ’un Banach dans un autre.

1 Mesures bornée

Une mesure de Radon é est bornée si elle est continue pour la topologie de

la convergence uniforme ce qui revient à dire que :

On a alors : C o (T) c r, et l’on considère comme une appli-
cation linéaire continue de C o (T) dans E.

En particulier, si T est compact, toute mesure g est bornée.

Nous allons voir que dans ce cas les mesures prolongeables coïn-

cident avec les mesures faiblement compactes.

d’après le théorème de Gantmacher, une application linéaire

continue d’un Banach dans un autre est faiblement compacte si et seulement

si sa transposée est faiblement compacte donc ici g est faiblement

compacte si et seulement si la partie 14 x’ est c1(M,M’) relative-
ment compacte (M étant le dual de C0).

Nous utiliserons alors des critères de faible compacité démontrés

par A. (-;rothendieck dans les espacesct.
0

(+) Faiblement et non &#x3E;,--faiblemerî-,ctpst-à-dire pour la topologie affaiblie
de la topologie de la norme.

() Référence : A. Grothendieck "Sur les applications linéaires faible-
ment compactes d’espaces du type C(K)", Can. J. Math, Vol. 5, pp. 129-
173 (1953), théorème 2, p. 146.
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Théorème 2.3 : Critères de faible compacité
Une partie Il d un espace C (T) (ou C (K) est faiblement (i.e. o n o

relativement compacte si et seulement si l’une des conditions équivalentes

suivantes est réalisée : *

(1) Pour to’te suite ((p ) de fonctions de C 
0 

convergeant faible-
n o

ment vers 0 (Le, iiniformément bornée et convergeant en tout point vers 0)
on a :

lim a(cp n 0 Va uniformément en oc

(2) Pour toute suite (w ) d’ouverts deux à. deux disjoints,
n

on a :

lim 0 uniformément lorsque a décrit P ;n 1

(5) Il oxistp une mesure positive ~, telle que :

~ 0. uniformément lorsque ce décrit P.

Â (A) - 0

A décrivant la famille a des boréliens de T et de plus on peut

prendre du type £ C ‘OG n 1 où a appartient à P et où  n est une suite
n 

n n n n

de réel positifs sommable .

Nous en déduisons alors le théorème suivants :

Théorème 2.4 : iine mesure de Radon bornée (ou définie sur un

compact) et à valeurs dans un espace de Banach E; elle est faiblement

compacte si et seulement si l’une des conditions équivalentes suivantes est
réalisée :
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(a) Pour toute suite (ç ) de fonctions de C convergent faible-
,n o

blement vers 0, on a :

(d) toute fonction borelienne bornée est intégrable
[î. e. g est prolongeable].

(e) Il existe une mesure positive À telle que :

et l’on peut prendre alors ~ du type

oÙ xt appartient à B’ et où C est une suite sommable de
n n

réels positifs.

En effet : i 
_

(a) est l’interprétation du critère Ct pour la famille

(c) provient du critère C j en remarquant que

2) pour les fonctions de J + on a :

(d) provient de la même façon de C 4 en remarquant en plus que
les fonctions borêliennes étagées sont denses pour la topologie de la con-

vergence uniforme et donc pour la topologie de 3’(~) dans l’espace des
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fonctions boréliennes bornées (ce qui ra,mène le problème à démontrer que

les caractéristiques des boréiens sont intégrables).
On a alors :

en prenant

Et (b) entraîne que g est faiblement compacte en utilisant le critère C2:
soit (w ) une suite d’ouverts deux à deux disjoints; pour toute partie P den op

N, il existe xp élément de E tel que :

elt si x 
n 

est défini " par :

la famille x n est telle que toute ses sous-suites soient faiblement som-

mables, elle est donc diaprés le théorème d’Orlicz-Banach fortement som-

mablp, et d~nc~en particulier, x n converge fortement vers 0 dans E.

Or

d’où le résultat.

Enfin (e) provient du critère C5, en remarquant que

1) lorsque p est faiblement compacte,

et donc

2) pour la réciproque on a a priori :

Remarque : Lorsqu’une mesure bornée n est prolongeable, on peut simpli-
fier la recherche des fonctions mesurables en se ramenant au c~,s des mesure
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En effet si f est &#x3E;-mesurable, elle est p. ,-mesurables pour tout x’

appartenant à E’ , et réciproquement, 4 étant bornée et f g , , mesurable pour
x

tout xl de El (ou ce qui est suffisant pour tout x’ de B’ 

!

étant une mesure positive vérifie la condition (e),
f est alors 14x I-mpsurable et dnnc X mesurable et par suite p-mesurable.

n
le théorème :

1

Théorème 2.5 : Soit g une mesure de Radon bornée (ou définie sur un

compact) à valeurs dans un espace de Banach E et prolongeablet pour qu’une
fonction f soit 4-mesurable, il faut et il suffit qu’elle soit ,,-mesurable
pour toute forme linéaires continue x’ sur E.

Généralisation au cas des mesures non bornées

Nous nous ramènerons au cas des mesures bornées, en utilisant les

remarques suivantes :

une mesure de Radon définie sur un espace localement

compact T et à valeurs dans un Banach E ; soit w un ouvert relativement

compact de T.

A toute fonction f définie sur w, associons la fonction f définie

sur T comme suit : â

En identifiant f et f, on a alors :



XXIV.14

Si v est la mesure induite par p (i.e. restriction de g à K(w)),
on a :

l’injection étant continue.

Et

Nous en déduisons alois les théorèmes suivants :

Théorème 2.6 : Soit &#x3E; une mesure de Radon définie sur T et à valeurs dans

un Banach E ; g est prolongeable si et seulement si ltune des propriétés
équivalentes suivantes est réalisée :

(a) toute restriction de p à un ouvert relativement compact est

faiblement compacte.

(b) pour tout 011vert W relativement compact, il existe x appar-
tenant à E tel que :

Théorème 2.7 : Soit p. une mesure de Radon prolongt-.able,, pour qu’une fonc-

tion soit y-mesura,ble il faut et il suffit qu’elle soit 9 x ,-mesura,ble pour
toute forme linéaire x’ continue sur E .

Il existe également un critère analogue au précédent, sur la

g-intégrabilité des f(1nctions, mais avec une condition supplémentaire :

Théorème 2.8 : Soit g une mesure de Radon prolongeable à valeurs dans un

Banach E; une fonction f est g-intégrable, si et seulement si 1 pour toute
forme linéaire continue xl sur E, f est g xt-intégrable, et si pour tout

ouvert w, il existe x w dans E tel que :
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On démontre également, pour les mesures prolongeables, le théorème
de convergence dominée, en se ramenant au cas des mesures scalaires (par
l’intermédiaire des 

Théorème 2.9 : 9 Soit p une mesure de Radon prolongeable à valeurs dans un

espace de Banach E ; soit une suite (f ) de fonctions p-intégrables, et ma-
n

jorées en valeur absolue par une même fonction g p intégrable, convergeant

 -p.p. vers une fonction ’; alors f est x-intégrable ; f converge vers f

en particulier 
n

Eri-k Thomas montre également que los mesures prolongeable
sont les seules pour lesquelles ce théorème de convergence dominée est

valable dans sa forme classique sans conditions supplémentaires.

~ 3. ESPACES "FAIBLEMENT S-COMPLETS"

Nous allons, pour terminer, clwcher à caractériser les espaces

de J3anac}" pour lesquels toutes les mesures de Radon â. valeurs dans ces

espaces s.nt prolongeables. Le théorème suivant est immédiat :

~ Théorème 3. 1 : Soit E un espace de Banach ; les 3 propositions suivantes
~ sont équivalentes :

(a) toute mesure de Radon à valeurs dans E est prolongeable.

(b) toute mesure de Radon à valeurs dans E et définie sur

un compact est faiblement compacte.

(c) toute mesure de Radon bornée à valeurs dans E est prolon-

geable.

En effet d’après les théorèmes sur les mesures prolongeables :
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Et l’on déduit :

considérant le compactifié d’Àlexandroff d’un espace localement compact T

sur lequel est définie une mesure bornée.

En particulier, si , 
est une suite de vecteurs d’un espace E vérifiant

l’u0153 des trois conditions précédentes, la mesure 4 définie sur IN, de masse

x 
n 

ait point n, est bornée si et seulement si la suite (x ) est s0153la.irement
n ’ n

sommable ï. F. ;

dans ce cas, g doit donc être faiblement compacte, et denc :

Montrons maintenant que, réciproquement, si l’espace E vérifie la condition

précédente, il vérifie la condition (c) dll théorème précédent.

Soit donc , une mesure de Radon bornée définie sur un espace

localement compact T et à valeurs dans E vérifiant la condition (d)

1) Si T est métrisable, pour tout ouvert w de T, on a :

et si

on a
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2) Si T est quelconque, on cherche à vérifier la condition (a)
du théorème (2.4).

Soit alors une suite de fonctions de C (T) faiblement convergente
n n ID o

vers zéro, soit alors :

(t) est alors un localement compact de IR IN donc métrisable, et si V est
1 eme 

N 
n

la projection sur la ncme coordonnée de IR on définit une mesure v

induite de Jl 

v est faiblement compacte diaprés la partie précédente et donc [Cf 2.4(a)]

t,héor%me suivant:

Théorème 3.2 : un espace de Banach ; toute mesure de Radon à

valeurs dans E est prolongeable si et seulement si toute suite 
d’éléments de E scalairement sommable [Le. ¥ â’ ~ x n &#x3E;1  +°’]
est faiblement sommable ~~ ~ F° ; ~ x 

D’après le théorème alors puisque toutes

ses suites partielles sont faiblement somnia,bles. La condition précédente
peut aussi s’écrire: toute applica,tion linéaire continue de CO dans E est
faiblement compacte; elle est alors compacte.

3.3 : un tel espace de Banach est dit "faiblement £ complet"

Il en est de même en remplaçant la suite v par une suite
n

xn), ce qui se traduit, pour la mesure de masse x n au point n, . par

toute fonction scalairement intégrable ~~..e. intégrable pour toute mesure

4x est 4-intêgrable.

Plus généralement, on démontre que :
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Théorème 3.4 : Soit E un espace "faiblement t-complet", et , une mesure

de Radon à valeurs dans E ; une fonction est g-intégrable si et seulement

si elle est 4 x ,-intégrable pour toute forme linéaire xl continue sur E,

c’est-à-dire que -.

Remarquons pour terminer que tout espace faiblement séquentiellement com-

plet est "faiblement ~-complet". Il en est donc ainsi en particulier des
et L1(g)~ g étant une mesure de Radon réelle, et Erik Thomas

démontre qu’il en est de même lorsque g est une mesure de Radon a valeurs

dans un Banach,.


