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XXIV.1

§ 0. INTRODUCTION

Dans sa these de 1969, Erik Thomas étudie 1'intégration des
fonctions a valeurs réelles par rapport a une mesure de Radon a valeurs

dans un egpace vectoriel topologique localement convexe,

Dans les parties que nous présentons au cours de cet exposé, la
plupart des définitions et démonstrations sont données tout d'abord dans
le cas ol cet espace est un espace de Banach, puis ensuite généralisées
aux espaces vectoriels topologiques localement convexes ; nous restrein-
drons 1'exposé au premier cas, a savoir ol l'espace d'arrivée est un espace

de Banach.

Notons simplement sans y revenir par la suite que la générali-

sation est obtenwe en utilisant la remarque suivante

Tout espace vectoriel topologique localement convexe complet

est limite projective d'une famille d'spaces de Banach,

Aprés avoir, dans une premi®re partie, donné des définitions
et étudié quelques propriétés simples, nous rechercherons les mesures par
rapport auquelles les fonctions intégrables sont "suffisamment nombreuses",
c'est-a~-dire pour lesquelles toute fonction borélienne bornée & support
compact est intégrable et nous terminerons par 1'étude des espaces ol

/

toutes les mesures a valeurs dans ces espaces jouissent de cette propriété.
Notations :

Soit T un espace topologique séparé supposé localement compact,
QQ désignera la famille des ouverts de T, I' celle des compacts et C celle
des parties boréliennes de T ; K(T) sera 1'espace des fonctions continues
réelles a support compact dans T, J¥ ou J+(T) celui des fonctions réelles

positives semi-continues inférieurement.

E étant un espace de Banach, et E' son dual topologique, | '

désignera indifféremment la norme dans E et dans E', B et B' seropt les



XX1v.2
boules unités respectives de E et E',

Si ¢ est alors une mesure de Badon définie sur T a valeurs dans E,

c'est-a-dire une application lindaire continue de K(T) dans E, nous noterons

i = x'

x! o B

la mesure de Radon réelle obtenue en composant y avec une forme linéaire
continue x' sur E, et ‘“x'l la mesure de Radon positive, variation de ux,.
Tlus généralement o étant une mesure de Radon réelle, |a| sera la mesure

de Radon positive variation de a.

§ 1. TREMIERE TARTIE : OEFINITIONS ET GENERALITES

Jéfinition 1.1 : Mesure de Radon.

Soientvun espace topologique localement compact et E un espace de Banach!
on appelle mesure de Radon définie sur T et a valeurs dans E, toute appli-

cation linéaire continue de K(T) dans E.

Soit u une mesure de Radon a valeurs dans E. Alors, pour tout
compact K de T, il existe une constante positive MK telle que
Il
I

ol = sup [o(t)]

’u(m)i s Mg ”m” avec
tET

pour toute fonction g de K(T) & support dans K.

Définition 1.2 : Semi-variation.

Soit L une mesure de Radon a valeurs dans un espace de Banach E!: nous défi-
nirons comme suit, pour toute fonction positive définie sur T, la semi-

variation p° de la mesure u :
1) ¥feJg"

s (f) = sup |u(e)l
,CP <f
¢€K (t)
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2) Si g est positive et a support compact

b (g) = Inf p'(f)
g=f
feg+

3) Si h est positive arbitraire

p'(h) = Sup u'(g)
g<h

g étant positive & support compact.

On vérifie que céette définition ést cohérente, en particulier

¥ teg’ R (f) = sup u'(p)
'Q'Sf

¢ étant positive et dans K(T).

Propriétés de la semi-variation

On vérifie que la semi-variation p° de la mesure u est

- croissante
-~ positivement homogéne

- dénombrablement sous-additive

et que de plus

veedt ;s w(e) = swp g, l(8)
x'€B!
En effet
b (£) = sup lu(e)l = sup sup < u(g) |x'>
|pl=t x'€B' |pl|st
9€K(T) P€K (T)

1]

sup |ux'|(f)
x'€EB!
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Lorsque A est une partie de T, si X5 désigne sa caractéristique, nous
noterons

RTA) = eT(xy)

et nous dirons qu'une fonction f (resp. une partie A de T) est pu-négligeable

lorsque
wr(lel) = o (resp. u'(A) = 0]

Définition 1.3 : Espace 8°' ()

Nous définissons 1'espace 3 (u)

T

{(t em p(le]) < 4=}

3 (1)

Cet espace est semi-normé par la semi-normé u'(l |) et contient K(T) et

l1'injection piK(T) dans 3°(u) est continue, car

o
¥K €T L' (K) = sup IH($)| < + @
@'SXK
et donc
0 (]
w (lol) < uwr (k) ol ¥ ¢ € K(K)

Jéfinition 1.4 : Espace xl(u)

Par définition 1'espace R1(u) ou espace des fonctions pu-intégrables est

1'adhérence dans 8°(u) de K(T).

Sl(u) est done semi-normé par u'(| ) et l'espace quotient de ol
par le sous espace {p' (|f]) = 0} est 1'espace séparé associé} nous désigne-

rons par Ll(p) cet espace normé des p-classes de fonctions intégrables.

Propriétés de El(u)

Si f egt intégrable, f+, f~ est lf! le sont aussi.
Si f est intégrable et ¢ continue et borné, f¢ appartient a ﬂl(u).
Si f est positive et intégrable, pour tout o réel positif,

Inf(a,f) est intégrable.
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Théoréme 1.5 : L'espace 3'(p) et par suite les espaces £1(u) et Ll(u)

sont complets.

I1 suffit de montrer que toute série normalement convergente

est convergente,

En effet soit (fn)né une série d'éléments de 3°(u) telle que :

N

T u'(lfnl) <+
néN

Posons alors g = E‘fnl 2 0, On a alors
i) st (e ]) < 4o
et donc 0 €< g<+ > upp.

Et donc il existe une fonction f définie ppp par

£(t) = T £ (t)
nelN

donc telle que : lfl < g et donc £ € 3°(p) et d'autre part

n @
g -z gy w (el
i=1 i=n+1

ce qui assure la convergence de la série vers f dans 8°(u).

*e

JDéfinition 1.6 L'intégrale.

Remarquons que :
¥ €K(T) 5 lute)l s u(lol)

ce qui prouve que l'application p de K(T.) dans E est continue pour la to-

pologie induite par u'(‘ |) dans K(T).

L'intégrale sera alors, par définition, le prolongement par conti-
nuité uniforme de cette application a £1(u) et 1'on notera I fdu | 'inté-

grale d'une fonction f de ﬁl(u).
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Propriété de l'intégrale.

Soient p et v denx mesures de Radon définies sur T et a valeurs

dans des espaces de Banach E et F.

Si : Vv' <€y’ ona ﬂl(u) c ﬂl(vL 1'injection étant continue,

En particulier, si u est une application linéaire continue de E dans F et si:

Y = uou
on a @ £1(u) - ﬁl(v)
et j fdv = u(j fdp) ¥ f € £1(u)-

Plus particulidrement, p étant une mesure de Radon a valeurs dans un espace

de Banach E, pour toute forme linéaire continue x' sur E on a :

1 1 . 1 i
PR() = (g, d'od £ (u) & N £ (k)
x'€ER!

et ¥ f € ﬁl(u) T fdp_, = < [fdu,x">

Fonctions mesurables

Définition 1.7 : Une fonction réelle f définie sur T est p-mesurable si

et geulement si pour tout compact K et pour t. ut réel e strictement positif,

il existe un compact K1 contenu dans K tel que
(K - Kl) < e

et tel que la restriction de f a K1 soit continue.

L'ensemble des fonctions p-mesurables est un sous-espace vecto-

riel de Hﬂ’stables pour les opérations classiques (produit, inf., sup.).
Si v est une mesure de Radon a valeurs dans F et telle que

vios p
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2t i f est p-mesurable, alors f est v mesurable ; en particulier :

, -Mmesurable pour toute

Théoreme 1.8 : Toute fonction p-mesurable est by

forme linédaire continue x' sur E.

On démontre alors, de la méme fagon que pour les mesures réelles

les deux théoréemes suivants

e

Théoreéme 1.9 : Soient f et g deux fonctions réelles telles que f soit p-

mesurable et que :
f =g W-p.p.

g est alors p-mesurable.

Théoreme 1.10 : Si f est p-intégrable, alors f est p-mesurable.

Signalons enfin un troisiéme théoreme plus restrictif que dans

le cas de mesures réelles.

Théoreme 1,11 : Soit f une fonction p-mesurable majorée ppp en valeur

*
absolue par une fonction i intégrablei f est p-intégrable (

En particulier, si f est p-intégrable et g:p-mesurable et

p-essentiellement bornée, fg est p-intégrable.

Exemples de mesures de Radon a valeurs dans des Banach

1) u est 1'injection de K(T) dans Co(T) espace des fonctions

continues tendant vers 0 a 1'infini.

(¢)

Contrairement & ce qui est vrai pour les mesures scalaires, il ne suf-
fit pas que f soit p-intégrable et que u’(lf') soit fini pour que f soit
u-intégrable. L'exemple 1) qui suit le montrera : 1 est continue donc
p-mesurable, u'(l) = 1 <+, cependant seules les fonctions continues
tendant vers 0 a 1'infini sont p-intégrables.
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On a : R (f) = sup f(k) ¥f20
teT
elw) = c (1)
[fap = £ ¥ £ e nl(p)

f mesurable © f continue

L'ensemble vide e¢st le seul ensemble p-négligeable.

2) u est 1'injection de K(T) dans un espace Lp(v)f v étant une

mesure de Radon réelle, et

1 <€ p s t® ;
pour 1< p<+>,0n a
wi(f) = [v'(fp)]l/p ¥ f20
ttw) = P)

f p-mesurable ® f v-mesurable

pour p = +
L' (f) = sup f(t) ¥f=0
tET
1
£r(w) = c (1)

f p-mesurable *© { continue «

Ces deux exemples montrent que pour certaines mesures les fonc-
tions intégrables sont "peu nombreuses" ; nous allons donc rechercher pour
quelles mesures, les fonctions boréliennes bornées & support compact sont

intégrables, comme pour les mesures réelles.
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$ 2. MESURES PROLONGEABLES

définition 2.1 : Une mesure de Radon est prolongeable lorsque toute fonc-

tion borélienne bornée a support compact est intégrable.

Nous nous intéresserons d'abord au cas ol 1l'on peut considérer

une mesure de Radon comme une application d'un Banach dans un autre.

définition 2.2 : Mesures bornées

Une mesure de Radon |1 est bornée si elle est continue pour la topologie de

la convergence uniforme, ce qui revient a dire que :

p(T) < +

On a alors : CO(T) < ﬂl(u) et 1'on considere p comme une appli-

cation linéaire continue de Co(T) dans E.

Fn particulier, si T est compact, toute mesure p est bornée,.

Nous allons voir que dans ce cas les mesures prolongeables coin-

cident avec les mesures faiblement mmpactes.

D'apreés le théoreme de Gantmacher, une applicatiron linéaire
continue d'un Banach dans un autre est faiblement compacte si et seulement
«i sa transposée est faiblement compacte(.); donc ici u est faiblement
compacte si et senlement si la partie {ux,, x' €B'} est o(M,M') relative-

ment compacte (M étant le dual de Co)'

Nous utiliserons alors des criteres de faible compacité démontrés

L X J
par A, Grothendieck( ) dans les espac&aCé.

(*)

Faiblement et non x-faiblemenic'est-a-dire pour la topologie affaiblie
de la topologiec de la norme.

L X

(++) Référence : A, Grothendieck "Sur les applications linéaires faible-
ment compactes d'espaces du type C(K)", Can. J. Math, Vol. 5, pp. 129-
173 (1953), théordme 2, p. 146,
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Théoreme 2.3 : Critéres de faible compacité
Une partie P d'un espace Cé(T) (ou C(K)') est faiblement (i.e. U(CA,C;))

relativement compacte si et seulement si 1l'une des conditions équivalentes

suivantes est réalisée :

(1) Tour to-'te suite (wn) de fonctions de Co convergeant faible-
ment vers 0 (ie, uniformément bornée et convergeant en tout point vers 0)
on a :

lim a(¢n) =0 ¥ ¢ € 7, uniformément en o

(2) Tour toute suite (wn) d'ouverts deux a deux disjoints,
on a :

lim a(wn) = 0, uniformément lorsque o décrit P,

3) ¥weEQ, ¥r>0, JKET : KT w et Ial(w-—K)fse, ¥ a€P

W

(4) ¥ A €Q; vg>o;{%k ?:

KEACwW

M m

et |a| (w-K)<se, ¥ €D

(5) I1 existe une mesure positive A telle que
P q

lim a(A) = 0, uniformément lorsque a décrit P,
A(A) = 0

A décrivant la famille G des boréliens de T et de plus on peut

prendre A du type T Cnlan’ ou a appartient a P et ol (Cn) est une suite
n

de réel positifs sommable .
Nous en déduisons alors le théoreme suivant

Théoréme 2.4 : Soit p une megsure de Radon bornée (ou définie sur un

compact) et a valeurs dans un espace de Banach T; elle est faiblement

compacte si et seulement si 1'une des conditions équivalentes suivantes est

réaliséde
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(a) Pour toute suite (@n) de fonctions de C0 convergent faible-

blement vers 0, on a

lim u(e ) = 0

n—-;d)

) ¥w €Q; 3 x€E: I dux, = <x,x'> ¥ x' € BE' ;
w

() ¥wen; x, €'

(d) toute fonction borélienne bornée est intégrable

[i. e. 1 est prolongeable].

(e) Il existe une mesure positive A telle que

lim p'(A) = 0
A(a)

et 1'on peut prendre alors A du type T Cn’u ,'
n *n
ou Xﬁ appartient a B' et ou C, est une suite sommable de

réels positifs.

En effet
(a) est 1'interprétation du critere C, pour la famille

{ux, | x' eB')

(c) provient du critére C_ en remarquant que

3
1) ¥0€Q; ¥K<Sw (K compact) ;

3o €K(T) & xS0 s ¥,
2) pour les fonctions de J% on a :

¥ f €J% 5 sup |ux.|(f) = w(l£h)
x'EB!

(d) provient de la méme fagon de C4 en remarquant en plus que
les fonctions boréliennes étagées sont denses pour la topologie de la con-

vergence uniforme et donc pour la topologie de J'(p) dans 1'espace des
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fonctions boréliennes bornées (ce qui raméne le probleéme a démontrer que
les caractéristiques des borél_iens sont intégrables).
On a alors :

(d) = (c) = (b) en prenant x = [ x du,
Et (b) entraine que p est faiblement compacte en utilisant le critere 02 :
soit (wn) une suite d'ouverts deux a deux disjoints; pour toute partie P de

N, il existe x, élément de E tel que :

P
¥ x'€EBE' : <x ,x'"> % fdu = f du si w, = U w
’ J ' 1
P x€EP W X w X P nep 7
n r
et si x  est défini par
<x',xn> = £ dux, ¥ x'€e E!
n

la famille X, egst telle que toute ses sous-suites soient faiblement som-
mables, elle est donc d'aprés le théoréme d'Orlicz-Banach fortement som-
mable, et drnc, en particulier, x converge fortement vers 0 dans E.

Or

x = sup [ dp \
x'€B! &n x

d'ou le résultat.

Enfin (e) provient du critére C5, en remarquant que

1) lorsque | est faiblement compacte,
1
¥AEQ 5 x, €5 (p)

et donc (A) = sup (p_,)(A)
x'€EB! x

2) pour la réciproque on a a priori

u (A) = sup e, l(a) .
x'€EB! x

Remarque : Lorsqu'une mesure bornée u est prolongeable, on peut simpli-
t

fier la recherche des fonctipns mesurables en se ramenant au cgs des mesure
LY
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En effet si f est p-mesurable, elle est ux,~mesurable pour tout x'
appartenant a E', et réciproquement, yu étant bornée et f o mesurable pour

tout x' de E' (ou ce qui est suffisant pour tout x' de B')

bos nzDJCnlux'l

t

étant une mesure pogitive vérifie la condition (e),
f est alors ‘ux,,-mesurable et donc A mesurable et par suite pu-mesurable.

AL S n
D'oun le théoréme :

Théoréme 2,5 : Soit p une mesure de Radon bornée (ou définie sur un

compact) & valeurs dans un espace de Banach E et prolongeables pour qu'une
fonction f soit p-mesurable, il faut et il suffit qu'elle soit ux,-mesurable

pour toute forme linéaire continue x' sur E.

Généralisation au cas des mesures non bornées

Nous nous raménerons au cas des mesures bornées, en utilisant les

remarques suivantes :

Soit p une mesure de Radon définie sur un espace localement
compact T et a valeurs dans un Banach E ; soit w un ouvert relativement
compact de T.

A toute fonction f définie sur w, associons la fonction f définie

gsur T comme suit :

;’(t) £(t) ¥t €

]

£(t) 0 ¥t € {:w
En identifiant f et f, on a alors :

K(w) = {f €K() : supp f C w}

I () <Ja%(r)
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Si v est la mesure induite par y sur w (i.e., restriction de p a K(w)),
on a :

v (£) = u(f)

1 1
£5(v) € £ (p)
1'injection étant continue,

Et [fav = [¢ap ¥ £ e ol(v)
Nous en déduisons alors les théorémes suivants :

Théortme 2.6 : Soit p une mesure de Radon définie sur T et a valeurs dans

un Banach E ; p est prolongeable si et seulement si l'une des propriétés

équivalentes suivantes est réalisée :

(a) toute restriction de pu & un ouvert relativement compact est

faiblement compacte.

(b) pour tout ouvert ® relativement compact, il existe X, appar-

tenant a E tel que :

¥ x! EE' 3 <xw, x!'> = J‘K dux'

Théortme 2.7 : Soit | une mesure de Radon prolongeable’ pour qu ‘une fonc-

tion soit p-mesurable il faut et il suffit qu'elle soit ux,-mesurable pour

toute forme linédaire x' continue sur F .

I1 existe également un critére analogue au précédent, sur la

p-intégrabilité des fenetions, mais avec une condition supplémentaire :

Théoréme 2.8 : Soit pu une mesure de Radon prolongeable a valeurs dans un

Banach E; une fonction f est p-intégrable, si et seulement si pour toute
forme linéaire continue x' sur E, f est ux,—intégrable, et si pour tout

ouvert w, il existe X, dans E tel que :

¥ x' € E' I £ du;. = <xw’x'>
w
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On démontre également, pour les mesures prolongeables, le théoreme
de convergence dominée, en se ramenant au cas des mesures scalaires (par

l1'intermédiaire des mesures ux,)

Théoreme 2.9 : Soit p une mesure de Radon prolongeable a valeurs dans un

egpace de Banach E ; soit une suite (fn) de fonctions p-intégrables, et ma-
jorées en valeur absolue par une méme fonction g u intégrable, convergeant

4 =-p.p. vers une fonction f; alors f est pu-intégrable ; fn converge vers f

dans Il(uL et en particulier

lim ffndu = J’fdu

n—x
Remarque : FEri—k Thomas montre également que les mesures prolongeables

sont les seules pour lesquelles ce théoréme de convergence dominée est

valable dans sa forme classique, sans conditions supplémentaires.

§ 3. ESPACES "FAIBLEMENT £-COMPLETS"

Nous allons, pour terminer, chrcher a caractériser les espaces
de Banach pour lesquels toutes les mesures de Radon a valeurs dans ces

espaces scnt prolongeables. Le théoréme suivant est immédiat

Théoreme 3, 1 : Soit E un espace de Banach ; les 3 propositions suivantes

sont équivalentes :

(a) toute mesure de Radon a valeurs dans E est prolongeable.

(b) toute mesure de Radon a valeurs dans E et définie sur

un compact est faiblement compacte,

(¢) toute mesure de Radon bornée a valeurs dans E est prolon-

geable,

En effet d'aprés les théoremes sur les mesures prolongeables

(a) = (b) et (¢) = (a)
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Et 1'on déduit :

(b) = (c),

én considérant le compactifié d'Alexandroff d'un espace localement compact T

sur lequel est définie une mesure bornée,.

En particulier, si (xn) est une suite de vecteurs d'un espace I vérifiant

nEN
1'ure des trois c'nditions précédentes, la mesure p définie sur IN, de masse
x, au point n, est bornée si et seulement si la suite (xn) est scalairement

sommable, i.e., :

¥ x'€ E' by ‘<x ,X'> < 4+ @ J
n
n€EN

dans ce cas, U doit donc étre faiblement compacte, et donc :

(} x€EE) (¥ x'€E') : JP du_, = <x,x'>
N
c'est-a-dire :
(a) (] x€E) (¥ x'€ER') : % <x,x'> = <x,x'> -
n

Montrons maintenant que, réciproquement, si l'espace E vérifie la condition
, P p

précédente, il vérifie la condition (c) du théoréme précédent.

Soit donc . une mesure de Radon bornée définie sur un espace

localement compact T et a valeurs dans E vérifiant la condition (d)

1) Si T est métrisable, pour tout ouverth w de T, on a :

x = T g (t) avec ¢ _ € C (T)
w nEN M n 0
et si x = 7 u(wn)
n
on a Ix dp = x et  x€E cqfd
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2) Si T est quelconque, on cherche a vérifier la condition (a)
du théoreme (2.4).
Soit alors (q)m)nelN une suite de fonctions de Co(T) faiblement convergente

vers zéro, soit alors :

3(t) = (@n(t))néﬂq

$(t) est alors un localement compact de Hlnq donc métrisable, et si ¢n est
la projection de ¥ sur la n®2® coordonnée de Elni on définit une mesure v

induite de y par
nlo ) = v(o) ;
v est faiblement compacte d'aprds la partie précédente et donc [Cf 2.4(a)]

lim p (q)n) = 0 dans E (¢ q £ d)

n—e

D'oft le théoreme suivant

Théoreme 3.2 : Soit E un espace de Banach ; toute mesure de Radon a

valeurs dans E est prolongeable si et seulement si toute suite (xn)nelN
d'é1éments de E scalairement sommable [i.e, ¥ x' €E' ; T l<x',xn>l < 4]

est faiblement sommable [i.e. 3 x€E : ¥ x' €E' ; % <xn,x'> = <x,x'>].

D'apreés le théoreme d'Orlicaz, (xn)nEEJeSt alors sommable, puisque toutes
ses suites partielles sont faiblement sommables. La condition précédente
peut aussi s'éerire : toute application linéaire continue de ¢’ dans E est

faiblement compacte ; elle est alors crmpacte,

Définition 3.3 : un tel espace de Banach esgt dit "faiblement ¥ complet"

I1 en est de méme en remplagant la suite (xn) par une suite
(f (n) xn), ce qui se traduit, pour la mesure de masse x, au point n, par
toute fonction scalairement intégrable (i.e. intégrable pour toute mesure

MX,) est u-intégrable,

Plus généralement, on démontre que
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Théortme 3.4 : Soit E un espace "faiblement T-complet", et . une mesure

de Radon a valeurs dans E ; une fonction est pu-intégrable si et seulement
si elle est ux,-intégrable pour toute forme linéaire x' continue sur [,

c'est-a-dire que :

(3.5) stw) = 0 sl
x'€E!

Remarquons pour terminer que tout espace faiblement séquentiellement com-
plet est "faiblement Y-complet". Il en est donc ainsi en particulier des

espaces £1(u) et Ll(u} L étant une mesure de Radon réelle, et Erik Thomas
démontre qu'il en est de méme lorsque i est une mesure de Radon & valeurs

dans un Banach.



