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§ 0. INTRODUCTION

Soit X un ouvert de R". Un opérateur pseudo-différentiel sur X

peut s'écrire sous la forme

i<x, 6>
e

Au(x) = f a(x,0) d(e)de
R®

ol u€ed(x) et aEJ(X;]Rn, m). [1]
Ceci s'écrit formellement

Au(x) = ff o 1<x-Y, 6> a(x,6) u(y) dy de .
X x R"

I1 s'agit de donner un sens a cette "intégrale", et de 1'étendre aux cas
ot <x -y,8> et a(x,0) sont remplacées par des fonctions ¢(x,y,9) (appelée
"fonction de phase") et a(x,y,0) (appelée "symbole") plus générales. Les

[21

Ces opérateurs permettent de résoudre des problemes de Cauchy hyperboliques

opérateurs A correspondants seront appelés "Opérateurs Fourier intégraux"

a coefficients variables, alors que les pseudo-différentiels ne permettaient

de résoudre que des problémes elliptiques.

Cet exposé commence par définir des espaces de symboles, et don-
ner un résultat de densité qui permet ensuite de définir les "oscillateurs
intégraux", expressioms du type II ei@(x,e) a(x,0)u(x)dx d6 par prolonge-
ment, Des résultats sur les oscillateurs intégraux dépendant d'un parametre

conduiront enfin a la définition des opérateurs Fourier intégraux.

[1] séminaire Goulaouic-Schwartz 1970-1971, Exposés N° 3 et 4 de
M. Unterberger.

(2] Voir "Fourier Integral Operator" de Lars H8rmander,
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§ 1. ESPACES »DES SYMBOLES

Soient n et N deux entiers positifs et X un ouvert de R".

Définition I 1 : Pour m€R, 0<p,5<1, on note S 6(Xx]R ) 1'espace des
a€c (X xR ) tels que pour tout compact K de X, et tout multi-indice OLGINN,

B € N" , 1l existe une constante CKOLB telle que

N ; - P 8
¥ x€K, ¥ 0E€ER lDi 1)(; a(x,g)' SCKaB (1+'e‘)m lOCl+ IB'

On munit Sglé(XxIRN) de la topologie la plus grossitre rendant continues les

semi-normes

” ” (m) ,Dz i a(x G)I
Kap q‘éﬁ (1+|e\)m “olal +81B]
gemy

Les é1éments de s';é(x x‘]RN) sont dits symboles d'ordre m, et de type (p,5).

0n pose 8T (XxxB') = U Smé(XxIRN) ;ST (X xBRY) = N s 6(3( xRY) .
p mER p p mER
Exemples : 1) Les symboles de 5(X+]Rn, m) introduits par M. Unterberger

appartiennent a STO (x xrY.

2) On définit B & x]RN), espace des aGCm(X X]RN) vérifiant :
IREM tel que : ¥|6| =R, a(x,0) = 0.

Alors m (x xBY) © STq (X XxRY) .

On notera 5‘( )(X xR ) l'espace 'Pe(X X]RN) muni de la topologie induite
par s (x xR )

Voici sans démonstration quelques propriétés élémentaires de ces espaces

- SZ‘&(X XIRN) est un espace de Fréchet.

H



XXIII.3

! ]
- Pour tout m' 2 m, §' =28, p' <p, on a sg‘&(Xme) < Sg',é,(XxIRN)

et l'injection canonique est continue,

- Pour tout multi 1nd1fe a,B, DB ;)e est une application conti-
nue de SZ‘G(XXIR ) dans S"” -olal+slp (Xxni‘l)

- La multiplication des symboles est continue de
m N m' N m+m! N
2 x J ). R
Spé(’(le ) spé(xxm ) dans Sp6 (XxR"Y)

Le résultat le plus important pour la suite est le suivant

Théoréme 1.2 : Soit m'>m , alorq tout ensemble borné de S (XXIRN) est

relativement compact dans S 6(’(XIR ).

Preuve : Soit (a ) nE€N Une suite bornée de S 6(7{)(]R ). Pour tout compact
KxC de Xx]RN pour tout multi indice «,p, la suite (DB g a (x 9)) est
équibornée et équicontinue sur K xC.

On peut donc, par le théoréme d'Ascoli, en extraire une sous-suite conver-

gent uniformément sur K xC.

Par un procédé diagonal, on extrait ainsi de la suite initiale une sous-

suite (ap)pEIN qui converge dans Cw(XX ]RN) vers a €C (Xx]RN).

On montre alors facilement que aa,ESp (XX]R ) et que (a )  converge vers a
pour la topologie de S G(X x]R ) en utilisant le fait que (a ) pEN est une

suite bornée dans S 6(’( X]RN)
cqfd

Remarque I.3 : Sur tout ensemble bwxrné de Sp (X+]R ), les topologies
Sglé (XY.]RN) pour m' >m, la topologie c (X x R ) la topologie de la

convergence simple cofncident toutes,

Corollaire I.4 : P, (Kx]B ) est partout dense dans S G(XXIR ) pour la
topologie induite par celle de S 6(X)(]R ) pour tout m' >m,
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Preuve : Soit X EP(R) valant 1 dans un voisinage de 0. Pour tout
aGS (Xx]R ) posons a, (x,8) = a(x,8) x(e l8l). La suite (aa ) appar-
tlent a @ (Xlx]R ), est bornée dans szé(x Hﬁq)et converge simplement vers

a quand ¢ tend vers O,

Corollaire I.5 : Soit L une application linéaire de 5‘ (Xx]R )dans un

espace de Fréchet, continue pour la topologie induite par S 5(Kxﬁm ) pour
tont m€R. Alors il ex1ste une extention unique de L a S G(Xx]R ) qui est

continue sur S (X x R ) pour tout mé€ R,

Preuve : Soit m€ R, et m' >m quelconques. D'apres le corollaire 1.4,
L se prolonge en une forme 11nea1re contlnue sur S 6(K:xﬂ% ) muni de la
topologie induite par celle de S 6(Xxim ), donc contlnue sur S 6(X3Jm ).

Une remarque utile pour le § 3

Remarque 1.6 : L'espace des fonctions aECm(Xx]RN) positivement homo-

~ . - Vd rd N
génes par rapport a © de degré m, est un sous-espace fermé de Cw(X xR),
donc aussi de STO (x x]RN), et ces deux topologies coincident sur ce sous-

espace,

§ 2. IEFINITION ET EXISTENCE DES "0SCILLATEURS INTEGRAUX" (développement

dans le cas de deux variables).

I1 s'agit de donner un sens a une expression du type

Iw(au) = ff eiw(x,e) a(x,6) u(x) dx de (1)

avec les conditions générales suivantes

{
]
m
%
-
~

m N
- a € Spé(Xx]R )
- 9 : XIx]RN-* R, positivement homogéne de degré 1 par rapport
a4 0, infiniment différentiable pour 6 # 0.
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Pour cela, nous allons d'abord fixer u €®(X) et considérer I(p(au) comme

une application linéaire : a = I (an).

-~ Pour tout m<- N, elq)(x’e)a(x,e) u(x) est absolument intégrable sur

Xx]RN, et l'application a - I(p(au) est continue de S:lé(Xx]RN) dans C.

- Pour m 2 -N, il n'est pas possible de définir I (au) dans le cas géné-
ral (Contre-exemple dans le cas ol ¢ est nulle dans un ouvert non vide de
XXIRN) On va montrer "en intégrant par partie" 1orsque cela est possible,
que l'application a - I(P(au) est continue sur @( (X xB ), pour tout m€ IR,

et on utilisera le corollaire I1.5.

Lemme 2.1 : Si ¢ n'a pas de point critique (x,8) pour © #£ 0, alors il

existe un opérateur différentiel du ler ordre :

3

+ C

)
o/
D
)
O)l

avee a GSgé(Xx]RN), b et cES (Xx]R ), et tel que tLeiq) - ' si
YL est 1'adjoint de L.

2 2
Preuve : Par hypotheése, la fnnction}}‘ l%ﬁ—-' + |9|2 'i.' ,%—g——’ est non nulle
pour & # O, homogéne de degré 2 par ra;portl‘a e ; soig ¢ sgn inverse. En

prenant X € ®(R) valant 1 au voisinage de 0, puis

al(x,0) = o(x,0)l1-x(leD)] Je]® S - (x0)
bl(x,8) = ¢(x,0)[1 -x(l6])] 2 1(x,e)
c'(x,8) = x(lel)

] 537 + ¢! vérifie

[

on voit que la forme différentielle M = T a3 -5%—- + ¥ b!
t

Me'? = e'%, 11 suffit alors de prendre L = "M,
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FF va(m.e)

e

Pour a € 'ye(x 5 m‘.\‘)‘

intégrer par partie

alx,9) u(x) dx d® a un sens et on peut

I (an) = fIT . L[e“’ﬁ(x’e)] a(x,8) u(x) dx de

NH [N}
Ir 19 08) 11a(x,8) u(x)] ax a8

et apres itération :

Iq)(au) . e“p(x'e) Lk[a(x.e)u(x)J dx d6 k 0.1.2....

Jdy

- N PURN k

I est continue de ST..\(X . IRN)da.ns S';lbt/(X s IH,’\) ou t = inf(p.! ~5) donc L
08 . i

m-Kkt

et contimae de STO(X . IRN) dans Sq@ (X » ]RN). Si t, est strictement
. 0

positif. on pourra trouver k € N. avec m -kt < =N, Alors Il'application
T [v(Lk{_au]) bt comtinme sur S“ém)(x,\IRN) et on la prolonge a
+;(\ \ H?.N) })a:' le corollaire 1.5,

Definissons maintenant [w(a") pour a€ S?‘lb (X IRN) e eTk (X)'
avee m-kt <-N. Soit m' €. tel qllle m'>m, et m' . kt <-N. Tour toul com-
pact K de X, on montre faciliement que l'application hilineéaire (a-'“)w ]r:"(a”)
cst sépareément coniinue par rapport a chaque variable de :s?ém' )(X X m\%{(\)

: \ )
dans 0. donc continue sur D n (XleN‘)x TK(\), puisque & (X) est un espace

. 9 K
de Barre, et que T(m )(\ A IRN) ost métrisahle,

. mo N yk » N
Jonc 1 extension de [ (au) est continue de bpé(X\ R) x 'I{(‘\) dans T. Ainsh

Yoo
pounr {out aGSm%(X \ IRY\) , 1 application u - I{ (au) est définie el continue
G C ]

EXiS 5’{2()&) pour tout compaci K de X, donc continue sur ?l‘(x), limite induc-
tive des TK(\)

Nous avons donc mountrd le

Ihéoreme 2.2 ¢ Su g n'a pas de point critique pour 8 # 0, si >0 et &1,

alors I (au) s'étend de facon unigque a a GS::(X\ RY)., u€™(X) telle que
7 ! ,

. . - , N
l"application a - I"‘(a,n\) so1t continue de S (X~ B )dans @ ponr tout

|
i
{
!
1
i i nd

sm e I,

Par ailleurs, s«i aé.’\‘mg(x\ H?,N)(*t s1 m-ky < N. m-k(t-28)< .\
RN
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‘alors l'application u - I (au) s'étend de fagon unique en une application

continue de ?k(X) dans €. (distribution d'ordre < k).

§ 3. INTEGRALE OSCILLANTE DEPENDANT 'UN PARAMETRE

n, n,
Soit X (resp. Y) un ouvert de R = (resp. R 7).
On suppose

6(x xYx]RN)

a€s”
0
9 ECT(XxY x (mN- {o1))

telle gue, pour tout y €Y, l'application (x,8)—~@(x,y,6) vérifie les condi-

tions du § 2.
On notera
§ § N
y (m ) Y - S:é(xx'mN) qui a2 y € Y associe a(x,y,8), poir m'=m.
© N N .
u : Y ~C (XxR') qui ay €Y associe p(x,y,8).
")

Les hypotheses sur a et ¢ impliquent que k(m pour m' >m, et p sont continues

On définit alors une application A : Y = € par
Aly) = [T L0 (x,y,8) a(x,y,8) u(x) dx dé

et on a le vésultat suivant :

Théoreme 3.1 : Silxéﬁk(X) avec m-kp < -N~j, m-k({(1-8)<-N-j, alors
Aly) ECJ(Y). On obtiend les dérivées successives de A(y) en dérivant formel-
lement sous le "signe somme", De plus, l'application linéaire $k(X)-CJ(Y),

qui 3 u(x) associe A{y) est continue.

Remarque : Sait X €®(R) valant 1 dans un voisinage de O ; pour tout £>0

posons

Ay) =[] o190 (x,7,8) a(x,y,8) x(ele6]) u(x) ax do.
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de
Tar les théorémes de Lebegue, et/dérivation sous le signe somme, il est
clair que le théoreme 3,1 est vrai pour les AF(y). Mais dans le cas géné-
ral, 1'expression de Aly) n'est pas une vraie intégrale, mais un “"prolon-
gement" : on ne peut donc pas, a priori, lui appliquer les mémes résultats

qu'aux intégrales. Le théoréme 3.1 se démontre facilement & 1'aide du

Lemme 3.2 : Quand ¢ tend vers 0, At(y) converge vers A(y) uniformément

sur tout compact de Y,

reuve : La convergence simple est clair dlapres 1.3 et 2.4, Il suffit

alors de montrer que A,(Y) converge uniformément sur tout compact quand ¢
13

tend vers 0 (critére de Cauchy). Soit donc C un compact de Y ; on procede

en trois étapes :

- TPour tout m' >n, a(x.yye)x(s|9') converge vers a(x,y,8) dans
t

S:é(X\ Hﬁq) uni formément pour v €C quand ¢ tend vers 0, Pour le montrer. \
on prend m", m'>m” >m, et on remarque que l'image de C, compact, par K(m "

continue, est bornée dans S:lé(XxIRN)w

r

k '~ kt
- Lla(x.y,8) x(elel) u(x)] converge dans Sgé k

mément. pour y €C quand ¢ tend vers 0. Pour le monirer, on remarque que les

(X ).]I{N) unifor-

cocfficients aj (resp. bi,c) de L sont bornés dans Sgé(X AIRN) (resp.

s;g(x x]RN)) quand y parcourt C. En effet, ils sont bornés dans Cw(X x]RN)
car i1ls dépendent de v par 1'intermédiaire de ¢ et que l'image de C par L
est bornée dans Cm(X xIRN); et on utilise alors la remarque 1.6, puisque
les a (resp. bi.c) sont homogénes de degré 0 (resp. -1) par rapport a 6.
- La conclusion est claire en prenant m'>m, m' -~k t < -N, et en
écrivant

Ai(y) = r eiw(x,y,e) Lk[a(x,y,e) u(x) x(s‘e')] dx de6,

expression qui est une vraie intégrale,
cq fd

Le lemme 3.2 permet anssi de démontrer simplement un "théoreme de Fubini”

pour les intégrales oscillantes,
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Théoreme 3.3 : S1 u E'Pk(X xY) avec m-kp<-N, m-k(1-86)<-N, alors

les deux expressions

JII 10 (x.y.8) a(x,y,9) u(x,y) dx dy deé

et Idy II elw(x'y’e) a(x,y.0) u(x,y) dx de

sont définies et sont égales,

§ 4. OPERATEURS FOURIER INTEGRAUX

M o
Soit X (resp. Y) un ouvert de R (resp. R “).

Définition 4.1 : On appelle "fonction de phase" une application de X xY xIR

dars IR. infiniment différentiable pour 6 # 0, positivement homogkne de degré

par rapport a 6, et telle que

(i) Pour tout x€X, l'application (y,8) - ¢(x,y,8) n'a pas de point critique
pour 8 # 0.

(i1) Pour tout y €Y, 1'application (x,6) - ¢(x,y,f) n'a pas de point critique
pour & # 0.

La condition (i) permet alors de poser

Définition 4.2 : Soit ¢ une fonction de phase, a € szé(x xY xnﬁ“), on

appelle "opérateur Fourier Intégral"”, 1'opérateur A défini sar D(X) par
ip(x,y,8)
au(y) = [[ e a(x,y,0) u(x) dx de
On a les résultats suivants

- D'aprés le théoreéme 3.1, A est une application linéaire conti-
nue de ®(X) dans Cm(Y), et se prolonge de fagon unique en une application

linéaire continue de Sk(X) dans CJ(Y), ou j et k vérifient

m - ko <o N - (4.a)

m-k(1-6)< N - j
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défini - Dtapres (ii), l'expression If elw(x’y’e)a(x,y,e) v(y) dy d@ st
pour vE€ F(Y) ; elle est égale a tAv(x) d'aprés le théoreme 3.3 ; on lui ap-

plique le théordme 3.1, et on en déduit que A se prolonge en une application
linéaire continue de &'(X) dans ®'(Y), et de &'J(X) dans ﬁ'k(Y), ou j et k

vérifient (4.a).

Soit R 1l'ensemble ouvert de tous les (x,y)E)(xY} tels que 1l'ap-
plication 8 = ¢(x,y,8) n'admette pas de point critique non nul (son complé-
mentaire Cm est donc la projection sur XY de l'ensemble des
(x,y,8) € XxY«x (IRN— {0}) avec q;é(x,y,e) =0).

- Pour (x,y) € R@, l'oscillateur intégral j elw(x’y’e)a(x,y,e)de
existe ; par le théoréme 3.1, c'est une fonction Cm(Xx:Y) ; par le théoreme

3.3, elle est égale au noyau de A, Donc

si R(P = XxY, A est un opérateur a noyau Cm, donc applique &€'(X) dans Cm(Y).

En particulier, si a s'annule dans un voisinage du demi-c®ne engendré par
les (x,y,0) € XxY meN-{O}) avec @é(x,y,e) = 0, il est clair que A est

a noyau c”. Ceci est important : la plupart des calculs sur les opérateurs
Fourier intégraux se développent "au voisinage des singularités" ; les opé-
rateurs interviennenet donc modulo des opérateurs a noyau c”. Clest ainsi

que H8rmander calcule sur des pseudo-différentiels dits "a support propre".

Support singulier d'un opérateur Fourier Intégrale :

Pour tout compact K de X, désignons par C [K] la projection sur Y
de Cq)nKxY, i.e. {yey ; 3 x€K, (x,y) € ccp}. On a alors

Théoréme 4.3 : Si u € €'(X), alors

supp.sing. Au & CqJ [supp.sing.u].

Preuve : On montre d'abord & l'aide des résultats précédants que si
u€f'(X), supp.sing. Au < C@ (supp.u]. On remarque ensuite que si Q est un

voisinage quelconque de supp.sing.u, u peut s'écrire u = v+w avec supp.v<Q
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et w'ETWX) et qu'alors supp.sing. Au = supp.sing. Av € C@ [supp.v].

Exemples d'"Opérateurs Fourier Lntégraux"

1) Les pseudo-différentiels correspondent a des fonctions de
phase ¢(x,y,6) = <y -x,8>, n,=n, =N, X=Y. Ici C(P est la diagonale
de XxX et le théoréme 4.3 s'écrit : supp.sing. Au € supp.sing.u, ce qui

exprime la "propriété pseudo-locale" des pseudo-différentiels.

2) L'étude du probléme de Cauchy pour 1'équation des ondes con-
duit a des opérateurs Fourier htégraux définis par des fonctiong de phase

du type :

(P(X!t’Y7e) = <X‘Y,9>+’6'92

1l
it

avec n, -1 n, N, et ol (x,t) €X. Ici C@ est 1'ensemble des ((x,t),y)
)
avec !x-—yf2 = t7,




