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§ 0. INTRODUCTION.

Il est bien connu que le point de départ ou le théorème

fondamental de la théorie des espaces nucléaires est le "théorème

des noyaux" de L. Schwartz. Sous sa forme générale établie par
A. Grothendieck, ce théorème dit : -. Soient E et F deux espaces locale-

ment convexes séparês (elcs) dont l’un au moins est nucléaire. Toute

forme linéaire continue gur E$F provient d’un élément de El FI B
, 

7

ou A (resp. B) est une partie équicontinue de El (resp. FI). Ceci

équivaut à dire que toute forme bilinéaire continue sur E x F est de

la forme

où (n ) E 11, (x’ ) (resp. (YI )) suite équicontinue dans F’).
n n n

A. Grothenlieck([3], chap ; II ; page 75) et L. Schwartz (C8], exposé
19, page 3) ont remarqué qu’on peut, dans certaines circonstances, amé-

livrer la représentation ci-dessus de la forme bilinéaire B en prenant
la suite (Â ) à décroissance rapide. On dira alors que la forme bili-

néairo B est un Le présent travail a eu pour motivation

la recherche d’une caractérisation complète des espaces 
pour le sque 1s toute forme s bilinéaire continue s sur Ex F F’ espace e, 

rbitrairez est un Ces espaces que

nous appelons s’avèrent être équivalents aux

hypernuclêaires" de C. Bessaga et A. Pelcasynski [1], aux es-

paces s-nuclêaîres" de A. Martineau (5] ; aux "espaces fortement nu-

cléaires" de B,S. Brudovskii [2] et ICôthe (cf. L7]).

Dans une première partie nous introduisons ces espaces d’une
manière naturelle à partir de la notion fondamentale de bornolosi
CO-Ultra-nueléaire nous en donnons diverses caractérisations au mo-

yen ultra-nucléaires et donnons une première forme du

"théorème due s i,1_h,ra,z.i,ez ài.il .
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Dans une seconde partie on donne des propriétés fondamentales

espaces ultra-nucléaires 110tamrnent certait1es propriétés de perma-
nence (ultra-nucléarité d’espaces d’ opérateurs) ; caractérisation in-

trinsèque du dual fort d’un espace de Fréchet ultra-nucléaire (carac-
terisation de "type caractérisation des topologies ultra-

nucléaires compatibles avec une dualité en terme de suite à décroissance

rapide ; réciproque du théorème des ultra-noyaux ; caractérisation

simple de ITultra-nuc16arit6 en terme de dimension diamétrale et d’en-

til’opie, . , et on termine par de nombreux exemples concrets.

Nous supposerons connues les notions élémentaires de Bornolo-

gie (voir Appendice : quelques rappels de Bornologie). Nos conventions

et terminologie usuelles sont celles de Bourt&#x3E;aki. ; on note l’espace
suite scalaires a décroissance rapide. A priori tous les

espaces localement convexes considères sont S 11 r IR ou 0152 et sont supposées
, , ,

§ 1. RAPIDE. 

Soit E un espace bornoJogique (evb) sépare. Une

suite (x ) de E est dite à décroissance rapide dans E si pour tout
n ."’-’-" "-

c la suit,e (n Ii x ) est bornée dans E. Elle est dite à de-
11 ---

croissance très rapide s’îl l existe un borne équilibré B tel que pour
.201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 

k B
tout entier o la suite (n’Îx soit absorbée par B. Ceci signifie,vOB11 entler { ;ae 0, na SUl,e n 

XU’ 
SOil. absorhee par fi eCl slgnif" le,

si la de E est convexe que la est à décroissance
- 

n

dans un c EB. Si 1"1 est o.n ebc complet el, (xn une suite Mackey-
n

convergente de E, on appelle enveloppe com_ létante de la suite (X
--- -...;-...o ...;... ; ......-. , ... -,, .- n 

cc 

.--- n

l’ensemble des sommes dans un É des séries E A X Il, y
~ 

B 
ti=o n 

n n

t IÀnl 1. Cet ensembles est indépendant du borné B. Les enveloppes

complétantes des suites à décroissance rapide (resp. très rapide) en-eomp etante8 Suites a decrolssance apl e resp. res rapl e en-

p;endrent une bornologies convexe sur E appelée la bornologie à décrois-

sance rapide ~resp. très rapide) ou (s)-bornologie de E Cresp. (s o ~..
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bornologie de E] . On note (E, s) [resp. (E, a o )] lyespace vectoriel E

muni de sa (s)-bornologie Cresp. (o o )-bornologie]. Une partie de E
est dite à décroissance rapide (resp. très rapide) si elle est bornée

dans (E, s) Iresp. (F,,s 0)]

Définition 1.1 s Soit E un ebc complet. On dit que E est un espace

co-nItra-nucléaire ( ) ou que sa bornologie B est co-ultra-nueléair’e

si l’ identit.ô (E,B) (E, s ) est bornée, autrement dit si tout bornési 
o .) est born’ée, autrement dit si tout born’

de E est à décroissance très rapide.

On dit qu’un espace localement convexe séparé F est un es-

pace ultra-nucléaire ou que sa topologie est ultra-nucléaire si la bor-

nnjogie ôfiuicont,inue de son dual FI est co-ultra-nucléaire, L’espace
F i, si F muni de sa bornologie canonique dlevt

est un ebc co-ultra-nucléaire.

La définition (1.1) fait intervenir les opérateurs u ; G- H

entre deux espaces de Banach appliquant la boule unité de G sur une par-
tie à décroissance rapide de H. Un tel opérateur est dit un opérateur
ultra-nucléaire. ..

La proposition (1.1) ci-dessous montre que ces opérateurs
sont équivalents aux opérateurs de Fredholm d’ordre zéro de 

[3] et aux opérateurs de type (a) de A. Pietsch. [6].

’b Cette terminologie est différente de celle utilisée dans ([4] b),.
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Proposition 1.1 : : Soient E et F deux espaces de T : ; E- F linéaire.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T applique la boule unité de E sur une partie a décroissance

(ii)  1 existe une suite ( x ’ ) d une suite (y ) de F telles
n n --.-. --- ...." ..

la suite 

(iii) II existe trois Â 0, (a’ ) de El et (y ).. n n r n

de F et

: L’ équivalence entre (ii) et (iii) est évidente. Montrons

* Soit A la boule unité de E. Si T on a
_ 

n n n

et la suite(z ) n à décroissance ra-
n J. d

pide dans F (prendrer
Inversement soit (b ) une suite à décroissance rapide de F dont l’enve-

-Loppe x complétante 
n 

T(A). Pou" tout xE., oii a alorsloppe compléiante contient r(A). Pour tout on a 

Posons

On définit ainsi un élément de El de norme e 1 et on a bien T x £ ain0 bn. 
n n

n 

La proposition ci-dessus montre que le quotient d’un opérateur
de la forme (ii) ou (iii) entre Banach est encore ultra-nucléaire, ré-

sultat qui rappelons le, est faux en général pour les opérateurs nuclé-
aires. Afin de d6montrer une autre propriété remarquable et utile, des
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opérateurs ultra-nucléaires (ultra-nucléarité dans la fermeture !e

l’image) nous étendrons la définition de ces opérateurs aux espaces
localement convexes.

Définition 1.2 : 1 Soient E un espace vectoriel topologique et 1; un e"vb.

Une application linéaire T : E-* F est dite fortement bornée si elle

applique un vo.isiiiage de (0) de E sur un borné de F.

En particulier soient E et F deux espaces localement convexes

séparés tels que la bornologie canonique B de F (parties absorbées par
les voisinages de (0») soit complète (on dira alors que F est, bornolo-

giquemetit complet). * On dit que T est ultra-nucléaire si T est fortement

bornée de E dans espace vectoriel F muni de la (so)-bornologie
associée ii B ~ autrement dit, si T applique un voisinage de (0) de E sur

une partie à décroissance très rapide de Ces opérateurs se carac-

t6riscnt comme suit :

; Soient E et F deux espaces s localement t convexes s 

~J~ J’ J~ comp et. ’P t E - F linéai re.

suiya ntes sont équivalentes :

( i ) 1re .

( Í 1 ) 

de bornée e dans s F :

( 1 1 1 ) 11 e x i, s i e d e u,,x Ban ac, li E e i F é un 0 éra t e u r u 1 t r a - n u c ea 1 r  &#x3E;(ii1) I 1 et un opérateur &#x3E; 

T i r E 1 -..  S linéaires S c o n t 1 n U e S u : E-.4 

e t v F i - ’ se factorise comme suït :

L’opprateur v peut même être suppose compact.

L’implication (.1) est immédiate. B

(1) m ( ii) résulte de la définition (1.2) et de la proposition (1.1).



XXI.6

Iteste à démontrer que (ii) - (iii). Soit A’ l’enveloppe disqnee fermée

de la suite (x* ) pour O’(E’ ,E) et soit B l enveloppe compléta.nt.e, de

la suite /À y 
n 

à décroissance très rapide dans F : B est compact dans F.
n il

Le polaire U de AO dans E est un voisinage de (0) de E que T envoie dans

1" : En effet si on a, pour deux entiers p et q. l ’ rxpi"esiion

(norme dans FB) majorée parD
r

Il en résulte que la

converge dans F B (B 6tant completant). Soit Tl
Inapplication linéaire continue définie par T de FB’ La factori-

sation E -.6 Eu F est la factorisation cherchée.

Corollaire 1 : Soiint E et F deux F bornologiguenierit complet.

Si T : i E - F est un opérateur sa transposée T* : : 
est ultra-nucléaire (FI 

c 
est le dual de F muni de la topologie de la con-

vergence uniforme sur les disques compacts de F et Eo le dual fort de E.).

Dem ort s t ra 11 on : En effet si T se factoiise E - E1-., }? 1 -+ F avec F -~F
ç iapac.te, fi T y se factorise sous la forme

sont linéaires continues et Fq 1 ...... ET 1 ultra-nucléaire (car si u = Ex"0y 11
est ultra-nucléaire entre deux Banach. sa transposée u’ = E y XI n est

évidemment aussi ultra-nucléaire). 
n

Corollaire 2 : Soient E et F deux F bornologiquement complet

un opérateur ultra-nucléai re et M un sous espace ferme de F

contenant de T, alors T : E - M est ultra-nixcléaire.

Démonstration : Soit S = la transposée de T. qui est ultra-nucléaire

ie FIe , dans E’p (Corollaire l).

Son noyau (T(E»’ contient. MO donc !’application quotient
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est ultra-nucléaire.

0

La transportée de S est dont. ultra-nucléaire de E" dans M donc sa res-

triction E qui est précisément T est ultra-nucléaire.

Corollaire 3 : Soient E et F deux espaces de Banach et T : -. E - F linéaire.

Pour que (et i 1 que sa 

1 ultra-nucléaire.

Démonstration : i Si T’est ultra-nucléaire de F’ - E’. T" est ultra-nu-

cléaire de E" dans F". Corame TI est compact, T est compact donc T" (E")c:F
et par conséquent T est ultra-nucléaire d’après le corollaire 2.

Remarque : : Rappelons que les corollaires 2 et 3 sont faux si IV on sub-

stitue "nucléaire" à "ultra-nucléaire". .

i 2. EXEMPLES ET CONSTRUCTIONS DIESPACES ULTRA-NUCLEAIRES.

Signalons sans démonstration :

2.1 : (permanence).

( i ) Tout sous ebc 

nuléaire e s t co-ultra-nucléaire-.-

(ii) quotient bornologigue (I’ilii ebe 

est co-ultra-tiueléaire

(iii) Tout produ 11 bornologique dénonlbrable d ’ e hc 

est co-ultra-nuc16aire.

(1B’) Toute somme 

co-ultra-nucléaire.
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Corollaire (Martineau ~5~) : L’ultra-nucléarité (topologique) se con-

serve par sous-espace, quotient sépare ; produit arbitraire et somme

directe topologique dénombrable.

Pr opo s i t i on 2.2 : Soi t E un espace localement convexe et borno-

Pour E’p soit ultra-nucléaire il faut et il suffit que E
soit co-ultra-nucléaire. 

C’est évident. On en déduit :

Corollai re 1 : Tou L espace ( PF) -nucléaire . st -uiltra-nuel"a.ire. En effetC o r o 1 1 a 1 r e 1 : ’1’,o u L ,_ e .]pace (-P’F) -nu-. -e é a 1 r e_ , s t _Lj 1,£ r à- nue1 e .r£ . En e t f e t

c’est un sous espace de son bidual, dual fort d’un Frechet nucléaire E.

Tout borne de E est a décroissance rapide (Komura-Komura [10])donc d "
croissance très rapide, E étant métrisable.

Corollaire 2 : Le dual fort d’un nucléaire est ultra-nucléaire
Tout 1 borne d’un tel espace est en effet il décroissance très rapide. Plus

soit E une limi te inductive separée d’une suite de Fréchet.

Si E est bornolugi quement complet? tout borné de E est à de-
rapide comme îl résulte des théorèmes du graphe ferme et

de Kumura-Komura.

Les résultats ci-dexsus assurent que la plupart des espaces
usuels de l’Aialyse sont., soit ultra-rlucléaires (espaces des distributions)
soit co-ultra-nucleaires (espaces de fonctions) Signalons particulière-
ment que ]’espace s est co-ultra-nueléaîre et non ultra-nucléaire.

Signalons un résultat sur llul-tra-nueléarité des espaces dop’é-
rateurs donc de produits-tensoriels : Pour tout ebc E et pour tout elc F

on note L(E,F) (resp. l’espace des applications linéaires bornées

de E dans F muni de la 6-topologie où cr est une base de bornologie de E j

(resp. l’espace des applications linéaires fortement bornées de F dans

E muni de la boi-nologie suivante : Une partie H de A(F,E) est dite

"bornée" s’il existe un couple (U.A) formé duri voisinage de (0) de F et

d’un disque borné de E tel que H(U) c A) .
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~ Soient E un ebc co-ultra-nucléaire séparé par son

dual bornologique et F un elc séparé ultra-nucléaire. L’espace L(E.F)
(resp. A(F,E).) est un elc ultra-nucléaire (resp. un ebc co-ultra-nu-
cléaire).

Ce résultat admet notamment comme cas particulier l’ultra-nu-
A 

.

cléarité de la plupart d’espaces E~F lorsque E et F sont des eles ul-
tra-nucléaires (cf. Martineau [5]) el assure 1 1 ultra-nucléarité d’es-

paces d’opérateurs continus usuels.

§ 3. LE THEOREME DES ULTRA-NOYAUX forme).4 

3. LE THEOREME DES ULTRA-NOYAUX 1 formel.
Le théorème des ultra-noyaux est une conséquence du théorème

général suivant :

Proposition 3.1 : : Soit E un elc séparé. Pour que E soit ultra-nucléaire

il faut et il suffit que toute application linéaire fortement bornée de E
dans un ebc complet F soit de la forme

equicontinue dans E’ et (y ) bornée dans F. 

convereeant bornologiquement dansf) .

Démonstration : En effet si E est ultra-nucléaire, T applique un voi«»

sinage de (0) de E dans une partie à décroissance très rapide d’un Banach

FB d’ où la nécessité dtaprès la proposition (1.2). Inversement toute ap-

plication linéaire continue de E dans un Banach est alors ultra-nucléaire

ce qui implique immédiatement que tout voisinage de (0) U de E contient

un voisinage V tel que l’application canonique Eu soit ultra-nucléaire
(ce qui assure l’ultra-nucléarité de E.

Corollaire 1 : [théorème des ultra-noyaux 

Soient E e t F deux es aces localement convexes s é pa r é s. E é t an t

ultra-nucléaire. Toute application linéaire fortement bornée de E dans FI
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" muni df: la bornologie équicontinue) est de la forme

ou ()6s (e’ ) (resp.(f’ )) équicontinue dans E’fresp. F’).- n Il n "-..-- ........-....- ......... 

-

Corollaire 2 : (A. Grothendieck L3])

Soient E et F deux espaces de Fréchet, i E étant nucléaire. Tout

élément de E~Fest de la forme

Où (À.n) E s, e.n) (resp (f )) bornée dans E (resp.F)n , n n ... -.............. -....... &#x3E;..........

Démonstration: On a F  E’ c ,F (notations de [8]) donc

tout élément u de E 0F définit un opérateur linéaire continu d’un dual
de Fréchet dans un Fréchet donc est fortement borné (premier axiome de

dénombrabilité de Mackey. Or est un elc ultra-nucléaire puisque
c 1’-"

c’est un (DF)-nucléaire (§2) d’où le corollaire 2 en vertu du corollaire 1.

DES ULTRA-NOYAUX ET SA RECIPR

4.1 : Soit E un espace localement convexe séparé. Pour Que

ultra-nucléaire, ~,1 faut et il suffitque pour tout es ace loca-

lement convexe séparé F toute forme bilinéaire continue sur E x F soit

un ultra-no au.

Démonstration: La nécessité n’est rien d’autre qu’une forme du théo-

rème des ultra-noyaux (§3) en vertu de l’équivalence entre formes bili-
néaires continues sur E x F et applications fortement bornées de E dans

F’ . Démontrons la suffisance. Soit U un voisinage de (0) disqué de E.

pour tout x e E et On définit ainsi

une forme bilinéaire continue sur E x E’o qui est donc, en vertu de

l’hypothèse, un ultra-noyau. Par conséquent il existe un voisinage de (0)
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disque V de E qu’on peut supposer absorbé par U et tel que

espace des suites à décroissance rapide; on note

*?

lianIlvo la norme de an dans et IBbnlBUo la norme de (Elu0)1). °
A

Il suffit alors de montrer que l’application canonique EU est
ultra-nucléaire et pour cela il suffit de montrer que l’application

ultra-nucléaire (Prop (1.2), corollaire 2). Or il existe

une suite (an) de Etvo et une suite (bn) de (Eu)" telles que la suite

soit à décroissance rapide et que pour tout 

est donné par : .,

donc t et par conséquent nvu
est ultra-nucléaire [Proposition (1.2)J, ce qui achève la démonstration.

§ 5. UNE FORT DE 

On doit à J. Dieudonné la caractérisation intrinsèque suivante

du dual fort d’un espace de Fréchet-Montel : 
" 
un espace localement con-

vexe séparé est le dual fort d’un espace de Fréchet-Montel si et seulement

si il est tonnelé et admet un système fondamental dénombrable de compacts
convexes". Les travaux de divers auteurs (cf.[4]a) ont conduit à des ré-

sultats améliorés du même type fournissant un début de classification des

espèces (DF) en fonction de la "petitesse" de leur bornologie : un es-

pace localement convexe séparé est le dual fort d’un espace de Fréchet-

Montel [resp, dual fort d’un Fréchet reflexif ; resp. un espace (DF)-
Schwartz] si et seulement si il est quasi tonnelé et si sa bornologie

compacte (resp. faiblement compacte ; resp. précompacte ;) est à base

dénombrable. Nous avons également montré (cf. [4] b) moyennant une ver-

sion bornologique du critère de nucléarité de Komura-Komura ([10]) qu’un
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espace localement convexe sépare est le dual fort d’un Fréchet nucléaire

si et seulement si il est quasi-tonnelé et si sa (s)-bornologie est à
base dénombrable. Nous allons montrer dans ce qui suit qu’il est possible
de donner une caractérisation intrinsèque du même type au dual fort d’un

espace de Fréchet ultra-nucléaire.

: Un espace localement convexe séparé,_bornol,ogiquement
a fortiori semi-complet) est le dual fort d’un espace de Fréchet

ultra-nucléaire si et seulement si il est quasi-tonnelé et si sa bor-

à décroissance très rapide est à base dénombrable.

Démonstration : , Nécessité : Le dual fort F = Ep d’un Fréchet ultra-
nucléaire E est ultra-bornologique, a fortiori quasi-tonnelé. De plus
toute partie bornée de F est équicontinue dans El donc, E étant ultra-

nucléaire, est à décroissance très rapide dans El d’où la nécessité. La

suffisance sera conséquence du lemme fondamental suivant qui améliore le

théorème 1 de ([4]a). 
,

.--"

Lemme fondamental : Soient E un espace vectoriels B et B 2 deux b2013-
E telles que Si la boir-nologle- B 2 est à base dnom-

si toute suite à décroissance très rapide dans (E,B) 
Urie sotis suite bornée dans (E,B 2 ), B 1 = B 2* ,,.

En effet soit (B ) une base de la bornologie B 2 ternie de parties
équilibrées. Pour tout entier ri, il existe un entier m tel 

Il suffit par conséquent de montrer que (SB) est une Sinon,

soit B un élément de B 1 contenu dans aucun Il existe alors une suite

(x ) de B telle que pour tout entier n, x 1 e en Bn. La suite est
n n

à décroissance très rapide dans (E.B 1) et aucune de ses sous-suites n’est

bornée pour B2 ce qui contredit l’hypothèse et achève la démonstration

du lemme.

En vertu du lemme, la bornulogie canonique de E (parties absorbées

par les voisinages de (0)) est identique à sa (s o )-bornologie et par con-
séquent (E,B) est co-ultra-nucléaire. Comme il est de plus à une base

dénombrable, son dual fort Ep est un Fréchet ultra-nucléaire et la dé-
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monstra.tion s’achève ’en remarquant que E est réflexif car quasi-tonnelé
et semi-montel.

~. TOPOLOGIES ULTRA-NUCLEAIRES COMPATIBLES AVEC UNE DUALITE.

Soit F un espace localement convexe séparé et E son dual. Soit

B la bornologie complète sur E formée par les disques compacts pour u(E,F)
(bornologie de Mackey) et s 0 ~~~ la bornologie à décroissance très rapide
de (E4B). Notons s 0 ~~~ la s sur F : : topologie de la conver-

gence uniforme sur les éléments de s 0 ~~~ . On a : :

: Une to olog,îe localement se ée 

aire sur F est compatible avec la dualité entre ’ et E si Ft, seulement si

elle est c om p ri se entre u F E et s .

Preuve : Une telle topologie engendre par polarité une bornologie sur E,

co-ult,r.a-nucléaire et plus fine que B (Mackey-Aren,~.~) donc plus fine que

s o (B) p’opr.étP Cette topologie est

donc moins fine que s 
0 

le théorème.

. ULTIU- NIUCLEARI TE,_DIIIENS ION ENTROPIE.

Remarquons enfin qu’un espace bornologique complet (resp. un

espace localement convexe séparé) est co-ultra-nucléaire (resp. ultra-

nucléaire) si et seulement si sa dimension contient

une suite a décroissance rapide. De même en suivant les notations 

Exposé N"20 bis) un espace bornologique complet (resp. un espace locale-

ment convexe séparé) est co-ultra-nucléaire (resp. ultra-nucléaire) si ei,

seulement si tout. disque borné A est contenu dans un disque borné B tel

= 0 [resp. tout voisinage de (0) ,U contient un voisinage dis-

que V, tel que p(V,U) =. 0].

T et Y Komura [10] ont démontré que tout espace nucléaire est

î,sontorphe à un sous espace dl, est Ilesiace de s suitesisomorphe a un sous espace de s ou s est ’eslace nucléaire des suites
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scalaires à décroissance rapide et I un ensemble dl indîces convenable.

Antérieurement au théorème de Komura-Komura, A. Martineau [,5] avait anelorie e

que le dual s’ de s était Ul1 espace ultra-nucléaire universel : Tout es-

pace ultra-nucléaire est un sous espace de ( SI i Voici une démonstration
de ce résultat (cf. aussi ~-73).

Pro po s i t ion 8.1 : des suites à croissance lente, muni de sa

usuel le est un espace u11 ra-nu clé ai re e t j o i n t d e 1 a propriété
universelle suivante : Tout espace ultra-nucléaire est i somorphe à un

topologique de ou 1 est un ensemble d’indices

La première assertion est claire, s’étant un (DF)-nu-
c16aire. Soit E un espace uJJra-nucleaire. Tout voisinage de (0) U de E
contient un voisinage V tel que Inapplication canonique v Eu soit

donc de la former

~t~ que ~~, Sllite ~~ x~ ~ 
fi 

9-~) 
n 

est à

croi Soit ~~~~.~ ~ . î fondamental de voisinages de

(0) dp E , pt 1 (xB1) la suite (x ) associée comme
ri n n

à 1_1, , On 
.

est un isomorphisme vectoriel topologique.

AUTRES EXEMPLES CONCRETS D’ESPACES IJLTRA-NUCLEAIRES. .

En vertu des résultats du § 2, les espaces usuels suivants sont

ultra-nucléaires. Le théorème des ultra-noyaux leur est donc applicable.

- c 7 D’ espaces des distributions ;

- f (C4) espace des fonctions scalaires de classe M espace de

basekdes de 
k 
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- espace des fonctionnelles analytiques sur un ouvert

o de 0153n et par suite :

- Exp espace des fonctions entières de type exponentiel (cet es-

pace est isomorphe à par la transformation de Fourier-Borel.) .

- H(K) espace des germes de fonctions holomorphes autour d’un

t 1( de 

- 6(n) espace des fonctions harmoniques dans un ouvert C4 de mn.
Plus généralement :

- Soit un opérateurs différentiel hypoelliptique dans 0 dont la

transposée est aussi hypoelliptique. On sait alors, en vertu

d’un théorème de L. Schwartz que son noyau, muni de la topologie
induite par t(O) est un sous espace de donc est un Fréchet

ultra-nucléaire.

- Enfin signalons que l’espace t n des séries formelles à n variables
muni de la topologie de la convergence simple des coefficients est

un Fréchet ultra-nucléaire ; par suite son dual fort ~ ~ espace des

polynômes a n variables est ultra-nucléaire.

Par contre les espaces &#x26; [-1 + 1 ne sont pas ultra-

nuc16aires mais sont 
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APPENDICE
_

QUELQUES RAPPELS DE BORNOLOGIE

Etant donné un ensemble X. on appelle bornologie sur X toute

famille B de parties de X, héréditaire pour l’inclusion et stable par

réunion finie. Un couple ~x, B~ forme d’un ensemble X et d’une bornologie
sur X est appelé ensemble bornologique. Les éléments de B sont appelés
"bornés" de X. Une application d1un ensemble bornologique dans un autre

est dite bornée si elle transforme un borné en un borné. Une bornologie
aucune y

B1 sur X est plus fine 
, 

bornologie B 2 sur X si Bl C B2 c’est-à-dire si

l’identité de (X,B 1) dans (X,B2) est bornée. La donnée sur un ensemble X

d’une bornologie est la donnée d’une structure au sens de Bourbaki. On

définit alors de fapon naturelle d’ une part les bornologies initiales

avec en particulier les notions de bornologie produit et de bornologie

induite, d’autre part les bornologies finales. Une borno ogie sur un

espace vectoriel E sur un corps Kégal àIR ou 0153 est dite vectorielle si

les deux applications .

de E x E dans E et de IK x E dans E sont bornées lorsque on munit E x E

et E x E des bornologies produits naturelles. Une bornologie sur un es-

pace vectoriel est vectorielle si, et seulement si, elle est stable par

somme fini, par homoth’élie et par passage à l’ enveloppe équilibrée.
Un es p a c e vectoriels bornoloff* iciue e.v. b) est un espace vectoriel muni

d’une bornologie vectorielle. Une bornologie vectorielle est dite con-

vexe si elle est stable par passage à l’enveloppe convexe. Nous appelons

espace bornologique convexe ou tout simplement espace bornologique en

abrégé e.b.c. un espace vectoriel muni d’une bornologie vectorielle et

convexe. Les espaces vectoriels topo,logiques localement convexes, bor-

nologiques au sens usuel sont appelés par nous elc bornologique. il

existe d’ailleurs des rapports bien précis entre ces espaces et les es-
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paces bornologjqups généraux v

Une suite (x ) dans un evb E est dite Mackey-convergente

(M-convergente) vers un point x de E s’il existe une suite de scalaires En
tendant vers 0 et un bornë J3 de E tel que pour tout entier n, x °°ooxE e B.
Cela équivaut, à dire, si la bornologie de E est convexe qu’il. existe un

disque borné B de E tel que (x ) converge vers x dans On utilise

aussi l’expression bornol,og,i_g-uement conver,ig.ente au lieu de Mackey-con-

vergente.

Un espace vectoriel bornologique est dit .séparé slîl n’admet

aucune droite bornée. Un ebc est dit S’il possède une base de bor-

nologie formée de disques complétatits de disques B, tels que

EB soit un Banach pour la topologie définie par la jauge de B.

Une partie A d’un evb séparé E est dite g-fermée (Mackey-fermée)
si elle contient les limites (dans E) au sens de Mackey de suites de ses

points. On dit aussi (bornologiquement fermée).

Le lual bnz’nolo 1 ue d’un ebc séparé est l’espace vectoriel

des formes linéaire bornées sur E. Il peut être nul, même si E est

complet. On le note Ex et on dit que E est dual si la dua-

lité entre E et EX est Sêparante.

Pour plus amples informat-Lons sur les born&#x3E;logie*,voir. par exemple :
H. Hogbc Nleiid Les fondements de la bornologie moderne I.

Département de Mat.hématiqi.ies, Université de Bordeaux (1970).



XXI.18

BIBLIOGRAPHIE

[1] C. Bessaga and A. Pelczynski : Dokl. Akad. Nauk. SSSR 134,745-748 (1969)

[2] B.S. Brudovskii : Dokl. Akad. Nauk. SSSR, 178, 61-63 (1968)

[3] A. Grothendieck : Mem. A.M.S. ,16, (1966)

[4]a H. Hogbe-Nlend : Bull. Soc. Math. France, 98, 1970, 201-20.

[4]b H. Hogbe-Nlend : Cras. t 272, p. 244-246 (1971)

[5] A. Martineau : Cras, 259, 259, 1964, 3162-3164.

[6] A. Pietsch : Nukleare Lokalkonvex Raüme. Akad. Verlag - Berlin 1965.

[7] M.S. Ramanujan : Math. Ann. 189, 161-168 (1970)

[8] L. Schwartz : Séminaire L. Schwartz 1953-1954, Paris.

[9] L. Schwartz : Séminaire (1969-1970) , Ecole Polytechnique, Paris.

[10] T. Komura und Y. Komura : Math. Ann. 162, p. 284-288 (1966)


