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. - . ’,
dans cet exposé, nous allons énoncer diverses conditions nécessan -

res et suffisantes d hyperbolicité pour un polynome dont la partie principale

est hyperholique. Fn particulier, nous insisterons sur la conjecture

™ \ . ) r
d'Hérmander dont nous exposerons la démonstration donnée par Svenssou I 1,

i,

5 1. INTRODUCTION ET NOTAT'ONS,

Soit P(E) = | T ¢ &% un polynome complexe de degré m de la va-
ol €m )
riahle complexe & = (§l,,..,§n) et soit Pm(§) = | ? <y £¥ sa partie princt-
af=m
pale et Pk(g) = 5 ¢, e si 0 < k €< m. Soit N € R". Le polynome T ext dii
|l =k

hyperbolique par rapport a N si :

Pm(N) £ 0

30 €W tel que 1 € Roet |t] >0 = P(E4itN) £ 0 ¥EEm

Ou note HypN la classe des polynomes hyperboliques par rapport a N.
0 T € llyp N alors T € Uyp N.

Tmiergement, st Pm ast un polynome homogene de degré m, hyperbolique
port a N, on veut caractériser les polynomes @, de degré inférieur a
que Pm + { soit encore hyperbolique par rapport a N.

kn 1956, A. Lax (3] résolut complétement ce probléme dans le cas n =

condition nécessaire et suffisante donnée par A, Lax fut généralisée

par vap

m, tels
2. la
par

lhrmander en une condition nécessaire d'hyp rholicité pour n quelconque

f2, p. 136].,

Ponr n > 2, cette condition n'est pas suffisante, Mais 11 a d'autre part

montré une condition suffisante d'hyperbolicité : P, € Hyp N et P plus

faible que P = P € llyp N, et con jecturé la nécessité de cette condition.

J, Chaillou, dans [5), démontra la conjecture de H8rmander, complétement

pour n = 3 el pour n quelconque dans le cas de manltiplicité localement

constante,

{Ce papier n'esl pas mentionné dans la bibliographie par ailleurs tres

complete de Svenson).
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§ 2. DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE HORMANDER

Soit P € Hyp N. On veut prouver 1l'existence d'une constante C

telle que :

veEem, |[PE) <c P () (2.1)
ot ) = (8 (@) (5)[2)1/2
[0 4

La démonstration se fait en deux étapes qui se résument par les énoncés

suivants

Théortme 1 : Soit P € Hyp N, et soit M(r) = T ﬂv r’ ol nve:mfﬂ méromor -

phe au voisinage de r = 0. Alors on a :
P(M(r)) = 0(1) ﬁ; ("(r)) quand r - 0 (2.2)

Théoreme 2 : Soient Q1 et Q des polynomes complexes de n variables,
Q2(§) # 0. On suppose qe pour toute courbe MN(r) = T ﬂvrv ol n, € R"

vV
o

méromorphe au voisinage de r = 0, on ait

o, (M(x)) = 0(1) q,(N(r)) quand r =0

Alors, il existe une constante C telle que

lo, ()] <clo, (&) %¢gem"

Au cours des démonstrations, on utilisera fréquemment le développement en

séries de Puiseux des zéros de polynomes % ¢ (r) 1) dont les coefficients
0<j<m

cj(r) sont des séries de Puiseux de r [5].

Jémonstration du théoréme 1 : Rappelons d'abord la définition du polygone

de Newton associé a un polynome

Soit R(t,r) = ¥ aku r* TA un polynome en T dont les coefficients sont des
Ayu

séries de Puiseux de r. On considére l'ensemble {(A,u) : 4 pu' € p tel qug
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A 2 0}, Par définition, Ie polygone inférieur de Nowfon associd a R(* v)

'

est l'enveloppe convexe de c¢et ensemble., On le note N®(t,r)).

Lemme 1 ¢ Soit T’m € Myvp N homogene de degré m et N(r) = T T r comme

v
’ N 0O
dans Ie théoreme 1. Alors,
m j
P (M(r) +# :N) =P (N) TT {t - © ¢, r)
m m - 1,
=] "-,'.J
1
ou leg ¥ ¢, j r' sont méromorphes au vorsinage de v = 0 o ],E R pour
l’l ]‘J
B, rsi<m,
. - . t .
Lemme 20 ¢ Spit P = 5 PoC livp N ou Pl (5) = 5. ¢ B et soil
e e st e . 'S < ) 1
0<k<m * I " 1 =K
y )
Mr) = T " r comme dans le théoreme I, Alors,
T

TP (M) 4+ o)) oKy
m m-k

¥k o O0<k<m (-n(l‘) + r;\,))

Nons admettons provisoirement ces deux lemmeg pour démonirer le théoreme.

A . .
opose AN = 5 :\li TF N (\l ..... T\n)
I<i<n T

“a formule de Taylor doune :

m
j=0 I

Soit “, e plus petit entier tel que (r‘,f.“) € ‘.‘7(J"”(T](I) +iN)) pour un cer

tain A, done il existe V' (el que ()“..: ) esl un sommer de ‘T’(l‘m('ﬂ(r\) + 7N ).
]

0
Joune }l)” # 0 Lel que

A i

<A, N> ' p (M(r)) = r "(l) PO quand vo- 0 (2.9
m 0 !

Soit 0 < k < om., Supposons que "rn (M{r)) = 0, Alors 21 existoe I)l' = 0 i

-k < I\
vinbier tels que



XX.4

A
<3,N> ° P (N(r)) = ruo(bo-+0(1)) quand v - 0 (2.3)

Soit 0 s k € m., Supposons que Pm“k(ﬂ(r)) # 0. Alors il existe b £ 0 et uﬁ

entier tels que

¥

Pm-k(n(r)) = er(bé +0(1)) quand r = 0 (2.4)
C'QSt"a"direx (O,UQ) € W(Pm_k(ﬂ(r) + TN)).

D'apreés le lemme 2, 12 b, Alors, (2.3) et (2.4) entrainent :

Pk
A
Pugc (M(x)) = 0(1) <3, ° P (n(r)) (2.5)

Si Pm_k(ﬂ(r)) = 0, alors (2.5) est trivial.

A
J'autre part, <3,N> © Pm(ﬂ(r)) = 0(1) P;(ﬂ(r)) quand r = 0

donc ¥k 0 €k € m, Pm_k(ﬂ(r)) = 0(1) F;(ﬂ(r)) quand r - 0,

démonstration du lemme 1 : Puisque P €Hyp N, on a Pm(N) £ 0 et
m
P (N(r) +1N) =P (N)TT (v -7, (r))
m m i=1 i

Soit i € {1,2,...m}. On congiddre le développement en série de Puiseux de

Ti(r) au voisinage de r = 0

Ti(r) = L vy, rp/q q entier positif.

Puisque Pm est homogene et P € Hyp N, Ti(r) est réel pour r réel. Supposons

que vy, P P/ goit 1e premier terme dans le développement de Ti(r) qui
y
0

prend des valeurs non réelles : 9 r réel tel que Yi.p rop")/q est non réel.

On pose 1n = arg r (1 = 0 ou 1). Alors arg Y5 + p ITMQ = p % km
¥ k entier.
p/a ilpn/q ilp n/a  p,/

. q
Or, T.('r‘elln) = 5 4. r] e + oy, e |r] ° (1+3dﬂ))
i <p<p 1P 1p
p;<P<p, 0

ot €(r) = 0 quand |r| - 0
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Puisque p # kn ¥k entier, pour lrl assez petit, on a p.arg(1~+3(r)) % kn

¥k entier.
Donc Ti(‘r|ellﬁ) est non réel, ce qui est impossible puisque ]rlelln est réel.

Par conséquent, ¥p, Vip rP/9 est réel pour r réel ; ce qui entraine que Yip® 0
si ne divise pa et que y, . =C, . € R 8i qj 2 7P,.
q se pas p et que y, .= C; . si qj =T,

H ’T.')‘..

Jé i 2 i H 3 =
émonstration du lemme 2 On pose Pm_k(ﬂ(r) + TN) ;i qa,n T

On utilisera le résultat suivant concernant les polynomes de Newton [6] :

"Soit R(t,r) = co(r) + ot cm(r)Tm, cm(r) # 0 un polygone en T dont les
coefficients ci(r) = E A r" sont des séries de Puiseux. Supposons que

(A!’“l) - (Ag,uz), Kz > k] soit un segment de la frontiere de M(R(7,r)),
ayant une pente -a ; alors, R(T) a exactement kz -kl racines dont la valua-
tion en r est o."

Ce résultat et le lemme 1| nous permettat d'affirmer que les segments de la

frontiére de W(Pm(ﬂ(r) + TN)) ont des pentes entikres.

= 5
Pm(ﬂ(r) + TN) A;u Boap T T
Puisque Pm(N) £0, (m0) € m(Pm(T\(r) + TN)).

Pour tout entier j, on définit ng comme étant l'unique entier pour lequel

a = 0 gi <n, - A,
oA S

(2.6)

3 (A,n) ¢ a £ 0 avec pu = n; - A,

oAl J

La droite u = n,-A. est donc la seile droite de pente -j qui rencontre
m(Pm(ﬂ(r) + TN)) soit en un de ses somments, soit suivant un des segments
de sa frontiere,

Par conséquent,

m(I’m('ﬂ(r) +1N)) = {(A,u) : ¥j entier, u 2 n; —Kj}

On veut montrer que o = 0 si (A+k,pn) £ m(Pm(ﬂ(r) + TN))

' _3 . : - . . te 3 < - ‘.
c'est-a dire Ban 0 si Jj tel que p n; (A+k)j



XX.6

Supposons que ceci est faux :
dj entier et Jk,A,p avec p < n!j -~ (A+k)j tels que ak%“ % 0.
Soit p le plus petit entier tel que :

< -
J k,A,u avec u n, (A+k)p tels que aap #0

p existe car (m,0) € m(Pm (M(r) + TN)).

On peut donc choisir ¢ réel, ¢ # 0 tel que

m
k
3(A,u') avec p' <M _-Ap et T ¢ a 0 2.7)
(A,p SRR S KAt -pk * (
Congidérons alors le polynome :
m
A ' k
o(r,r) = % aeh (% oe o)
Ayu! k=0 * P
e k _pk A
On a o(t,r) = 5 ¢ P (% 82 r*t™)
k=0 A, U W
-k _pk
= £ Py (M(x) + TN)
k=0 m-k

™ rP™ T’(c"1 r P (M(r) + TN))

1l

Puisque P € Hyp N, les racines réelles T(E) de P(E +iTN) sont bornées quand
£ € R,

Par conséquent, les zéros t(r) de Q(t,r) sont tels que
Im t(r) = 0(r?) quand r - 0 (2.8)
Pour aboutir a une contradiction, on va étudier M(Q(t,r)) et en particulier

les pentes des segments de la frontikre

J'apriés la définition de p, on a

= i o< - -
e 0 siyp no-1 (A+k) (p-1)

Par conséquent,
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m
k
b} = 1 't < - -
o © A A, u'-pk 0 siyp 1 Ap -1) (2.9)
s K
= i ' = - - L]
et kfo " & A u-pk 8, A, SiH no_1 Alp-1) (2.10)

Soit Ap le plus petit entier A tel que L # 0 pour p = no_1 - A(p-1)

On pose : o
= : < - -
A {(a,p) <y Ap-1)}
= s < = - -
A, {(vw) A<A, et p=mn A(p-1)}
= : < -3 - - < < -
A, {(A,n) A<AL et m -2 (p 1) < n, Ap}

¥

oy < - c
On a {(A,u) = p n, kp} A UA UA,.

JO'apreés (2.9), il n'y a pas de point de N(Q(v,r)) dans A,. Il n'y en a pas

non plus dans A2 a cause de la définition de A_. Or, d'a;rés (2.7), il existe
un point de R(Q(t,r)) dans {(A,p) : u‘<np-—KP}.

Ce point est donc dans A3.

~-A(p-1)) est un point de la frontikre de R(Q(t,r)).

Je plus, (Ap, np__1



XX.8

Jonc, il existe un segment frontiere de M(Q(t,r)) commengant en un point de

3
Ce segment a donc une pente -a ol p-1 < a < p. Par conséquent, il existe
une racine T(r) de Q(7,r) telle que T(r) = b r* (1 + 0(1)) quand r » 0

(b £ 0).
Done r P Im(v(r)) = Im (P 1(r)) = Im(br*P)(1+0(1)) quand r = 0 r réel.
Or, ¢ -p < 0 et (¢ -p) n'est pas entier. Donc, r ¥ Im (t(r)) n'est pas borné

A, et finissant en (Ap, np_1 -Ap-1)).

quand r = 0, ce qui contredit (2.8).

Le lemme 2 egt donc démontré.

Démonstration du théoréme 2 : Soit B = {§ € R": Q2(§) £ 073.
B % ﬁ par hypothése. donc B est dense dans r".

On démontre le théoréme par 1'absurde ; on suppose donc que

0,(8)

sup ' l = +® (2.11)
cep % (5)

Considérons le systeme

lQ, ()% -sloy ()% = o
(1)

]2>0

e, (8)

Ce systéme définit un ensemble semi-algébrique de 1R“+ﬁ donc, d'apres le

théoreme de Seidenberg, il existe pour tout j € {1,...,r} un nombre fini de
i . .
1

,...,Gg , consistant chacun en un nombre fini d'équations et d'iné
quations polynomi&les en §1,§2...§j et s, tels que les conditions A et B son

systéme G
équivalentes

A : 1€,

j+1 ..,§n,s) est solution de (I)

,...,§n réels, tels que (§1,.

B (§1,...,§j s) satisfait au moins un des systémes Gi,...,Gg .
Supposons que pour un certain j €{1,...,n} on ait trouvé des séries de Puise

yi(s),...,yj_l(s) convergentes et réelles pour s > s , telles que le systéme
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a des solutions réelles de la forme § = (yl(s)...yj_l(s),Ej,...,§n) pour s
arbitrairement grand.

Pour j = 1, cette hypothtse est vérifiée car elle signifie simplement que (1)
a des solutions réelles pour s arbitrairement grand, ce qui est vrai d'aprés
(2.11).
Soient h

g §j,a) =0, 1sksk' et h, (€ §j,a) >0 k3<k Sk, toutes

k’j( 1"‘ .j k"] 1.0! .
J

les équations et inéquations polynomiales intervenant dans GJ, Gg... Gd .

Considérons les développements en séries de Puiseux de toutes les racines €j

des équations hk’j(yl(s)...yjaﬁs), §j,a) =0 0<k¢< kj' Chacun de ces déve-

/
loppements est uhe fonction méromorphe de sl’p au voisinage de sl Paw

pour p entier poaitif. Done, il existe 8. tel que si 8 > 8 chacun de ces

1 1’
développement est soit toujours réel, soit toujours non réel. De plus, si
0,(s) et ei.(s) sont deux développements réels, 8. (s) ~6i,(a) est une fonc-

1/p

tion méromorphe de & au voisinage de 81 Poo ; donc elle garde un signe

constant si s > 32.

Done, il existe s, tel que

1) si s > 8, les seules racines réelles possibles de
.. N » .y = < . ) -.:' .
hk,j(%.(s) ya_l(s) §J 8) =0 0<k kJ sont Gl(a) 92(3) SJ(s)

2) si 8 > s, ona 91(8) < 32(8) vee < BJ(S)

On note 60 — ] 6J+1 = 40
3) si s > 8 les coefficients des termes de pius haut degré en §J dans les

i
hkj(yi(S)"’Yj—l(s)'gj’s) ne s'annulent pas.

Le 8 étant fixé, 1l'hypoth®se de récurrence affirme l'existence de s8' >s
0 0
et de Ej g réel tels que (Yl(s')""’yj-l(a')’ §j *‘,sv) védrifie un des
) . ]

1

d,
J

systémes G%,...,G :  Soit Gg, ce systeme,

deux cas peuvent se présenter ;

lexr cas 91"1(5') <g. < Bl(s') 1€£1<J+1

e YD J)s
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Alors, GJ, ne comporte que des inéquations et on a
8

¥ g > 8,
¥ £ 91_1(3) < g < Gl(s), (yl(s)...yj_l(s),§,s) vérifie Gg,

Gl(s) +91_1(s)

pour 1 <1 <J

]

Done, si on pose yj(s)

2
et yj(s) = 61(3) -1 si 1 =1
yj(s) = GJ(s) +1 si 1 =dJ+1

Alors (yl(s),...,yj(s),s) vérifie Gg, pour s > s .

ae g H . = ! - < <
2¢me _cag gJ,S' Gl(s ) 1 1 7

De mBme, gi on pose yj(s) = 91(8),

¥s>s , (yl(s)...yj(s),s) vérifie Gg,
Ou a done trouvé une série de Puiseux yj(s) convergente et réelle pour
s > s telle que (I) a des solutions réelles (yl(s),...,yj(s), §j+1...§n,s)

pour 8 > Sy

Par récurrence, on montre donc l'exisience de y(s) = (yl(a),...,yn(s))
fonction méromorphe de 31/q {q entier > 0) au voisinage de s 1.«
telle que & = y(s) vérifie (I) pour s arbitrairement grand.

On pose alors s = r729 o N(r) = y(s) = y(r'zq), N(r) est une fonction

méromorphe du voisinage de r = 0, réelle pour r réel et telle que :

lg, (n(x))]?
|Q2(Tl(r))!2

'rnqu pour r arbitrairement petit.

Mais ceci contredit 1'hypoth®se du théoreme.

Pone il existe une constante C telle que

le, ()] sclg,B) ¥Ees
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. . . n . :
B est dense. Donc cette inégalité est valable pour £ € R . Ceci termine la

démonstration du théoreme 2 el de la conjecture d'H8rmander.

9 3. AUTRES CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES

m
Théordme : Soit P = T P ol Pk(g) = %
k=0 | a] =k

partie principale Pm est hyperbolique par rapport a N. Chacune des conditions

cy £% un polynome dont la

suivantes est nécessaire et suffisante pour que P € Hyp N :

5

(I} P est plus faible que P

(1) Vo est plus faible que <5,N>K“1Pm 1 <k €m

(I} Condition de Garding [9]

Les racines o de 1'équation T(o(tN+i§)) = 0 tendent vers 0, uniformément

u .
en £ € R guand © = 4+

Jes conditions fquivalentes aux précédentes ont aussi été données par

Me Carthy et Pederson [10]
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