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i)ans cet exposé, nous allons énoncer diverses conditions 

res et suffisantes d hyperholicite pour l1n polynome dont la partie principa
(’t liy?pPrl&#x3E;nl iqii;. En particulier, nous insisterons sur la conjecture

d’Hr;rmandf?r dont notis exposerons la démonstration donnée par 1 1 &#x3E;

§ t. i ’ONS. t

un polynome complexe de degré m de la va-

sa, pa.rt l e pr î 

Lep 0 l Y n 0 ni p r t di! f

qll e par :

On note llyp 0J polynomes hyperboliqties par rapport à, N.

si i r P n E N.

l P 
nI 

est un polynôme homogène de degré hyperbolique par 

N, ran les polynômes Q, a de degré inférieur à, 

que hyperl)o]ique par rapport â, N.

t Ç) 5 n, A. Lax resotut complètement ce problème dans le cas Il :: :l. 

Ct?lj(lit t ion par A. fiit, par

en une condition nécessaire d’hyp’rbolicite pour n quelconque
f2, p ’-1 P. 1"3(i
Pour n R cette condition pas s u f f 1 s a, n t, e . a, d’autre p part

montre une condition suffisante d’hyperbolicité : P m E Ilyp N et P plus

que Pm::* Hyp N, et conjecture la nécessité de cette condition.

Chai i on, dans F,51. démontra la conjecture de Hërmander, complètement
n = a:I ct, pour n quelconque dans le cas de multiplicité localement

4 (’r papier pas mentionne d a, n s 1 a. b i b J i 0 gr a. phi e par ailleurs très

de 
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n

§ 2. DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE HORMANDER

Soit P E Hyp N. On veut prouver l’existence d’ une constante C

telle que :

où

La démonstration se fait en deux étapes qui se résument par les énoncés

suivants :

Théorème 1 : Soit P E Hyp N, et soit ’

phe au voisinage de r = 0. Alors on a :

meromor-

Théorème 2 : Soient Q 1 et Q 2 des polynomes complexes de n variables,
On suppose q~e pour toute courbe

méromorphe au voisinage de r = 0, on ait :

Alors, il existe une constante C telle que :

Au cours des démonstrations, on utilisera fréquemment le développement en

séries de Puiseux des zéros de polynômes 
0 

c , j dont les coefficients

c , (r} sont des séries de Puiseux de r [5].
J

démonstration du : Rappelons d’ abord la définition du polygone
de Newton associé à un polynome :
Soit 

t! 

a r T un polynome en T dont les coefficients sont des

sérire de ’uiseox de r. On considère g tel quq
!
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~ , OL Par défini Lion, i d p à l i ( " r )
fs( 1 convexe de cet t On i 1 Q 

1 

1 : Si) i t r E N de rr~ p i

(1 a, 1 1 X 1#, &#x3E; t hpor()Jne 1. Alors,

e t1 Bun 1’

J c 1 1 li sont morfHMnrp!ios au dp r = 0 1 1 . E ll1. 

: f~ ( ,z ~ 0 i t

1 if 1B 1 0 r s;; ,

cos 

i 

’ 1 t (’’ ri p :

plils 1 n 1 
, N ) ) ’ pour ma 

40 1 1 ~ 
o 

L p 1 que (~ (~ . Il* ~1 ~ 1 un 1 (1 t, ~~~?’~ ~ . x 1 1
3 h 

o 
1- 0 1  é’ 1 

8&#x3E; 1  &#x3E; /.- i; I J’ m - 1- B (Tî ( )" )) .,. 0. 1 i r~:~ ~ ~ ~ f~ ~r" I~ ~: i~  ?,
B’t1Í ¡ (tr 1 ,&#x3E; 1 s que 

~’
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Soit 0 k m. Supposons que n. Alors il existe bk’ 1 0 
m-{. k {

Pntier tels que

le lemme 2, k o. . Alors, (2.3) et (2.4) entraînent :k 0

Si P 1 (11(r)) == 0, alors (2.5) est trivial.m-{

démonstration du lemme 1 : Puisque

Soit i ~ ~ 1, ~, e . ~m~ ~ On considère le développement en série de Puiseux de

1’. l (r) all voisinage de r = 0 :

q entier positif.

Puisque P m est / homogène et PmE HypN, T. i (r) est réel pour r réel. Supposons

que y. l,p soit le premier terme dans le développement de qui

pren-d des 0 valeurs non réelles : 3 r 
0 

réel tel que r est non réel.
. 

o i,p 
o 

o

On pose In = arg r o
Vk entier.

Alors arg
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Puisque p 4 kn entier, pour Iri assez petit, on a kn

Vk entier. 
~ 

Donc est non réel, ce qui est impossible puisque jrje est réel.
Par conséquent, Vp, y , ip est réel pour r réel ; ce qui entraîne que 

si q ne divise pas p et que

du lemme 2 : On + .N) ~. 

ak rll .

On utilisera le résultat suivant concernant les polynomes de Newton r6] :
"Soit R(ï~r) == c o (r) + ...+ c c m (r) / 0 un polygone en ’r dont les

r~ sont des séries de Puiseux. Supposons que

(’A1,lll) ~ (’A2,1l2)’ 2 &#x3E; 2~ soit un segment de la frontière de 

ayant une pente -0152 ; alors, a exactement X 2 1 racines dont la valua-

tion en r 

Ce résultat et le lemme 1 nous permettet d’affirmer que les segments de la

frontière de IN)) ont des pentes entières.

Puisque
Pour tout entier ,j, on définit n. comme étant 1’unîque entier pour lequel

J

La droite 4 = n. -~.. est donc la se!le droite de pente -j qui rencontre

~(F (T)(r) + soit en un de ses somments, soit suivant un des segments

de sa frontière.

Par conséquent,

On veut montrer que

c 1 est-è. dire :
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Supposons que ceci est faux :

Soit p le plus petit entier tel que :

p existe car

On peut donc choisir c réel, c 4 0 tel que

Considérons alors le polynôme :

On a

Puisque r E les racines réelles 1:(S) de sont bornées quand
ID 11 .

Par conséquente les zéros ï(r) de sont tels que

Pour aboutir a une contra.diction, on va étudier et en particulier
les pentes des segments de la frontière :

câpres la définition de p, on a.

Par conséquent,
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et

Soit À p le plus petit entîer X tel que

On pose 1

pour

On a

câpres (2.9)~ il n’y a pas de point de dans A1. Il n’y en a pas

non plus dans A 2 a cause de la définition . Or, d’après (2.7), il existe

un point dans ((X,y) : p - ;~p3 -
Ce point est donc dans A3.

plus, ( À p nP-1 -~,(P-1» est un point de la frontière 
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Jonc y il existe un segment frontière de commentant en un point de

et finissant en

Ce segment a donc une pente -~ où p - 1 ~ a  p. Par conséquent, il existe

une racine I (r) de Q(T,r) telle que I (r) = b ra (1 + 0(l)) quand r ~ 0

Donc r.

0r, OE - p  0 et n’ est pas entier. j)onc, r-P Im (1:(r) n’est pas borné
quand r - 0, ce qui contredit (2.8).

Le lemme 2 est donc démontré.

Démonstration du théorème 2 : Soit B = 1§ E ]ln: ’· Q2(S) /: 01. ·
~3 ~ ~ par hypothèse, 00nc B est dense dans IR .
On démontre le théorème par l’absurde ; on suppose donc 

Considérons le système

Ce système définit un ensemble semi-algébrique de . Donc, d’après le

théorème de Seidenberg, il existe pour tout j E (1,...,r) un nombre fini de

système consistant chacun en un nombre fini d’équations et d’iné

quations polynomiâles en § 1§ ...§i et s, tels que les conditions A et B son

équivalentes :

réels, tels que est solution de (1)

satisfait au moins un des systèmes

Supposons que pour un on ait trouvé des séries de Puise

convergentes et réelles pour s &#x3E; s , telles que le système
l J- 0
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a des solutions réelles Oe la forme § = (y 1 j’...)n) pour sB 

j. J J n

arbitrairement grand..

Pour j x 1, cette hypothèse est vérifiée car elle signifie simplement que (I)
a des solutions réelles pour s arbitrairement grand, ce qui est vrai d’après

(2.11).
Soient toutes

les équations et inéquations polynomiales intervenant dans

Considérons les développements ~~ séries de Puiseux de toutes les racines

des équations Chacun de ces dévé-

loppements est une fonction mèromorphe de s’/" au voisinage de $

pour p entier positif. Donc, il existe e1 tel que 9,, chacun de ces

développement est soit toujours réel, soit toujours non réel. ûe plus, si

6,(s) sont deux développements est une 

tion de si/p au voisinage donc elle garde un signe

s2"
il existe s tel que :

1) si s &#x3E; Sn~ les seules racines réelles possibles de

On not,e

3) les coefficients des termes de plus haut degré en § dans les
o 

. - 
i

ne stannulent pas.

Le ~~i étant fixé, l’hypothèse de récurrence affirme I’existence de 

vérifie un des

systèmes ce système.

cas peuvent se présenter s

l
1
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Gj. ne comporte que des inéquations et on a
9

Donc, si on pose

et

Alors vérifie 63, pour s &#x3E; s .
s " 0

cas t

1) e nI s ion p 0 s e

a donc trouva une série de convergente et réelle pour

que (I) a des solutions réelles (71 (.9), - . , Yi (s), ~j+1° ° ’~n’~~
pour s &#x3E; s0. 

n

de y(s) = (71(s),
fonction i de (q entier &#x3E; 0) au voisinage de .91/q ’° =..
telle y(s) vérifie (l) pour s arbitrairement grand. *

On pose et T)(r) ~ y (s) ~ y(r-2q)^ 1(r) est une fonction

meromorphe du voisinage de r - 0, réelle pour r réel et telle que .-

pour r arbitrairement petit.

Mais ceci contredit l’hypothèse du théorème.

Donc il existe une constante C telle que
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B est dense, If Jonc cette inégalité est valable Ceci termine la

du et de la conjecture d’H6rmander. s

ET 

: Soit un polynome dont la

partip plincipaie Pm est hyperbolique par rapport à N. Chacune des conditions

suivantes est nécessaire et suffisante pour que P E Hyp N : i

(1) P est plus faible que P

’Ilî- de Gârding [ 9 ]

Les 15 de 1 é qita t i en (r5(TN + iS)) .: 0 tendent vers 0, uniformément

e rI S 6iR’ +

conditions équivalentes aux précédentes ont aussi été données par

Me Carthy et Pederson rl0]
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