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XIX.1

Dans cet exposé, nous donnons quelques applications du théoreme
fondamental. Nous démontrons d'abord le théoreme suivant (B. Malgrange [l ]):
un idéal de 6(0) engendré par un nombre fini de fonctions analytiques sur Q,
est fermé. Puis nous donnons quelques bréves indications sur une extension

de ce théoreme (J. Cl. Tougeron et J. Merrien [3]).

8§ 1. MODULES DE FRECHET.

Définition 1.1 : Un module M sur &€(Q) est un module de présentation finie

(resp. un module de Fréchet) si M*‘&(Q)qlN ou N est un sous-module de type
fini de 6(Q)q (resp. N est un sous-module fermé de type fini de E(Q)q).
Notons 3(@) 1'anneau .Egax des champs de séries formelles sur
x

1'ouvert (0. On a une injection canonique LQ

e() 31 =(1_1) . €§(1)

Proposition 1.2 : Un module M de présentation finie sur &(Q) est un module

de Fréchet si et seulement si l'application canonique LM=’ 1M®LQ :
M=M® (Q) =V S injective,
e(q) e(Q) (®8(Q) {5((}) est injective

Preuve : Supposons que M’—‘&(Q)q‘N, ou N est un sous-module de type fini
. q o e A N & q)
de €(Q)". On vérifie que ker LM-—-N i N, ou N= N (N +m . e(Q) Y=
) XEQ
{r E&(Q)q| ¥x €Q, T f ETxN}° D'aprés le théoreme spectral de Whitney,
A
N=N s1 et seulement si N est fermé, d'ou le résultat.
Soit En l'anneau des germes de fonctions a valeurs réelles, c” a
ltorigine de Rn; Sn 1'anneau des germes de champs de séries formelles a

1'origine.

Définition 1.3 : Un sous-module N de 62 sera dit fermé" s'il est induit

par un sous-module fermé de e(Q)q, ou () est un voisinage ouvert convenable
.. n
de l'origine de R".

Un module M sur En est un module de Fréchet si M‘—*EgIN ou N est

un sous-module fermé de type fini de Sg.
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Par localisation, on déduit facilement de la proposition 1.2 le

Corollaire 1.4 : Un module de présentation finie M sur €n est un module de

Fréchet si et seulement si l'application canonique : M-*M@E.”in est injective.
n

§ 2. LE CAS ANALYTIQUE.

Soit On 1'anneau des germes de fonctions analytiques réelles a

1'origine de B™. Le résultat guivant est une formulation du théoreme de

cohérence d'0ka (Malgrange, [1]) :

Proposition 2.1 : L'anneau gn est un (}n-—module plat.

Corollaire 2.2 : Soit M un Gn—module de type fini. Le module M® En est

o @

.

G ~
un module de Fréchet sur € si et seulement si : Tor n(‘J)?,Sn‘S ) =
n 1 n

Preuve : On a une suite exacte
0-6, 5,5, 160
d'ou une suite exacte
0="To G“(gm’“ ) -7 O“(n:n"' le y-me, ¢ E(gm® e)®, g
=0Ty ’an °ry ’Sn n Gnn Onn €n8n :

Le module M® Bn est de présentation finie sur €n (car M est de présentation

(&)
finie sur 1'anheau noethérien On) ; d'apres 1.4, 3]“'@(‘ €n sera un module de
“n (64
Fréchet si et seulement si L est injective, i.e. Torln(fm,gnlﬁn) = 0.

Théoreme 2.3 : Soit Mun Gn—module de type fini. Le module EIR@G&n est un
n

module de Fréchet sur 8n.

Preuve : On procede par récurrence sur la dimension de Krull dim(M) du

module M. Si dim(M) = 0, le module EI)?@O 611 est un R-espace vectoriel de di-

mension finie, et donc un module de Fréchet. Supposons que dim(ﬂﬁ) =n-~-k >0.
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On a une suite de sous-modules de M: O =EIR0CIDJ?1C e CED?p'—“lT? telle
que pour tout i=0,...,p-1, N&+1|ﬂgl”cmlyi, ou K, est un idéal premier lel

que dim(Ck\Fi) <n-k , i.e, htFi 2k . En utilisant la suite exacte des Tor,

on voil que Torln(m},gn‘ﬁn)mO dés que Tor(l}n((_‘\nwi , ﬁnlﬁn)=0 pour i=0,..,p-1.
Pour la démonstration, on peut donc supposer que m%=ﬂh\y, ou Rest un idéal
premier de hauteur k.

Soient LPERERRL N des fonctions, analytiques sur un voisinage ouvert
v de l'origine de Ifl, et engendrant sur Oh 1'idéal p. En choisissant les P
de fag¢on convenable, on peut supposer qu'il existe une fonction analytique

~ rur () telle que
6.q>j6(q)1,.,.,cpk) pour j=k+l,...,8 § 6 €J (9 ,0eeyp) 3

le germe 50 de 6 a l'origine n'appartient pas a j.

Puisque 6 n'est pas diviseur de zéro dans OB‘F’ & n'est pas divi-
seur de zéro dans 5 lF.~ (en effet, d'apres 2.1, J est plat sur ¢ ; donc,
s1 la multlpllcatlon nar d est une injection de N\Fdans ,.\p,c'est aussi une

n
injection de 3 ly ( scela signifie, en diminuant Q si nécessaire, que :
¥ x €V(L), 8§ =T & n est pas diviseur de zéro dans §_|T_I, ou I est 1l'idéal
X X x'"x
de &(Q) engendré par Pyovers®yr

Posons 1'= I+<6.€(Q) : si (0 est assez petit, I' est fermé (en
effet 1'idéal Ko+ B, G est de hauteur > k, et l'on applique 1'hypothese de
récurrence). D'apres le théoréme fondamental, 1'idéal I est fermé. L'idéal

P b induit par I & 1'origine est donc fermé. Il en résulte que iﬂ@b £ =
‘F € est un module de Fréchet. .

Corollaire 2.4 : Soit M un sous-module de oﬁ : m.en est un sous-module

fermé de €Y.
n

Al N . " (‘) =~ - ~ § —
Corollaire 2,5 : Les anneaux Gn’ Snien’ 8n sont des Gh modules plats.

Preuve : La platitude de 5n sur Oh équivaut au théoreme de cohérence

d'0ka ; la platitude de gn\ﬁh sur On équivaut au théoreme 2.3. Enfin, de

la suite exacte : 0-¢€ -S -»Snla -0 on déduit, pour tout module M sur O _,
n “n n n

une guite exacte 3

) ~ ~
e dans 3n\y.5n)
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S, ~ G,. S,
0 = Tor, (wugn|an)-Tor1 (mn&n)-*Torl (m,gn) =0 .

Ainsi, 'I‘or1 (B)?,B )=0, et donc 6 est un on—module plat.

Enfin, soient Q un ouvert de R" ; 0(Q) 1'anneau des fonctions
a valeurs réelles, analytiques sur Q ; M un sous~module de type fini de
o(n)q. Drapres 2.4, ¥ x €Q, le module M. €x engendré par N dans 62 (&x: anneau
des germes de fonctions a valeurs réelles, C” en x) est fermé. Il en résulte,
par une partition de 1l'unité, que ﬂt.&(Q) est un sous-module fermé de S(Q)q
et donc (en posant M= G(Q)‘l|m) que 93?@0(0) €(Q) est un module de Fréchet sur
e(Q). Ainsi

Corollaire 2.6 : Soit W un module de présentation finie sur O(Q). Le mo-
dule M () €(Q) est un module de Fréchet sur e(q).

Corollaire 2.7 : Le sous-module de £(Q)Y engendré sur €&(Q) par des fenc-

tions fl,...,fp appartenant & MQ)? est fermé.

3 3. EXTENSION DU THEOREME.

Notons C (n p) l'ensemble des germes § = (Ql,...,é ) d'applications
c” de R™ dans R™ telles que MO) 0 ; g(n p) l'ensemble des VY= (‘i’ ...,‘i’ )
ou les ¥y appartiennent a 1'idéal maximal m de B[[xl,...,x 173 enfln,
posons, si q est un entier = 0, J%(n,p)= {3(n,p)/mq+1 %(n,p).

Soit nq la projection canonique : g(n,p)dgq(n,p) ; siq' 2q,

L .
notons = la projection canonigue : gq (n,p) -*5q(n,p). Donnons-nous dans

'

chaque 3%(n,p) une variété algébrique (au sens ensembliste) V , de telle

. -1
sorte que ¥ q : n \'f CV . Posons V=1im V = N =n "(V ). La suite
d 15 T, qetl Q*l) q Q@ g20 9 ( q
d = codim V est croissante Nous dirons que V est une provariété

5(n,p) ¢
algébrique de codimension égale a limdgq .

q-—xb
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w .
Définition 3.1 : Une propriété (P) relative aux éléments de C (n,p) est

’»

générale, s'il existe dans g(n,p) une provariété algébrique de codimension
infinie V, telle que tout 3§ EC“kn,p)‘\T-l(V) satisfasse a (P).

Visiblement, si la propriété (P) est générale, a tout jet d'ordre
q : € qu(n,p), on peut associer un entier q' >q et un point g' En;Tq,(g),
tels que tout ¢ ET—l(w;%(g')) satisfasse a (P).

Soit G&_ 1'anneau des germes de fonctions analytiques réelles a
l'origine de RP . Un germe d'application éé&Cw(n,p) définit un holomorphis-
me de R-algebres §* : C%Eaf-f‘,® Eﬁh, et munit donc En d'une structure

de @b-module. Ceci dit, le théoreéeme 2.3 se généralise comme suit

Théoreme 3.2 : Soit M un module de type fini sur Ob' En général, si &

déerit Cm(n,p), le module M® Sn est un module de Fréchet sur Eh et

)
Torf(ﬂ,&n) est un R-espace vectoriel de dimension finie.

En fait, on a un résultat plus précis : on associe au module T
un nombre fini de "strates" analytiques au voisinage de RP et 1'on montre

que M 6n est un module de Fréchet si § est transverse sur chacune de ces

$
strates. La transversalité de & sur une strate étant une propriété générale
{Tougeron, [2]), on en déduit le théoreme 3.2. Pour les démonstrations,

nous renvoyons a Tougeron et Merrien, [3].
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