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XIX.1

Dans cet exposé, nous donnons quelques applications du théorème

fondamental. Nous démontrons d’abord le théorème suivant (B. Malgrange r-1
un idéal de ttO) engendré par un nombre fini de fonctions analytiques sur P,,

est ferme. Puis nous donnons quelques brèves indications sur une extension

de ce théorème (J. Cl. Tougeron et J. Merrien [3]).

%

§ 1. MODULES DE FRECHET.

Définition 1.1 s Un module M sur e(o) est un module de présentation finie

(resp. un module de Fréchet) si où N est un sous-module de type

fini de e(o)q (resp. N est un sous-module fermé de type fini de 

Notons 3(0) l’anneau TT 3 des champs de séries formelles sur
XE0 x

l*ouvert Q. On a une injection canonique L :

Proposition 1.2 : : Un module M de présentation finie sur e,(n) est un module

1e Fréchet si et seulement si l’application canonique :

C(n)~M0 . ~(n) est injective.

Preuve ; Supposons que où N est un sous-module de type fini

de On vérifie que ker 1 N, où ~- n (N +m x. 
T D’après le théorème spectral deWhitney,
xx

N==N si et seulement si N est, fermé, d’où le résultat.
’X)

Soit e 
n 

l’anneau des germes de fonctions à valeurs réelles, C à

l’origine de -3n l’anneau des germes de champs de séries formelles à

l’origine.

Définition 1.3 : Un sous-module N de eq sera dit "fermé" s’il est induit
n. 

par un sous-module fermé de où 0 est un voisinage ouvert convenable

fie l’origine de Rn.
Un module M sur e est un module de Fréchet si où N est.

n ’20132013201320132013201320132013201320132013201320132013 n

un sous-module fermé de type fini de e,q.
n
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Par localisation, on déduit facilement de la proposition 1.2 le :

Corollaire 1.4 : Un module de présentation finie Il sur e est un module de
20132013201320132013201320132013201320132013 

n _
Fréchet si et seulement si l’application canonique : est injective.

n 

§ . ,_ 
LE CA S ANALYTIQUE.

Soit ~ l’anneau des germes de fonctions analytiques réelles à

l’origine de Le résultat suivant est une formulation du théorème de

cohérence (Malgrange, [1]) : :

Proposition 2.1 : L’anneau Q est un 0-module plat.

Corollaire 2.2 : : Soit, 5fl un 0 -module de type fini. Le module e est
n 

0 
- 

un module de Fréchet sur en si et seulement si : = 0.

Preuve : : On a une suite exacte :

d’où une suite exacte :

Le module est de présentation finie sur en (car ~I est de présentation
finie sur l’anneau noethérien 0) ; d’ après 1.4, U(9 P, sera un module de

n 

Fréchet si et seulement si L est injective, i.e. )8 ) = 0.’ ’ ° ’ ’ 

1 n n

Théorème 2.3 : Soit D un 0 n -module de type fini. Le module est un

module de Fréchet sur t . 
n~ n

Preuve t~n procède par récurrence sur la dimension de Krull dim(D) du
module 9)1. Si = 0, le module est un R-espace vectoriel de di-

mension f inie, et donc un module de Ffechet. Supposons que dimisfl) = n-k &#x3E; 0.
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On a une suite de c .. , cj2 telle

que pour l’ :fi . 0 F 1 &#x3E; où p. est un idéal premier ’i

que clim (0 B.) £n-1 , i.e. En utilisant la suite exacte des 1’or,
0 0

on que des que ’fi. t te );;: 0 "

i n n i n 1. un n

Pour la démonstration? on peut donc supposer que !D1= n ou pest un idéal
premier de hauteur k.

Soient a des f Onc t 1 on s &#x3E; analytiques sur un voisinage ouvert

:,2 de l’origin,e de y et engendrant sur 0 l’ idéal ~. En choisissant les ç.

~p façon on peut supposer qu’ il existe une fonction analytique
~ [2 que : 1

le germe 60 de 8 à l’origine n’appartient pas à M. ..
Puisque ô n’est pas diviseur de zéro dans 0 h ô n’est pas divi-

de zéro effet, d’après 21, est plat sur 0 ; donc,
si la multiplication nar 8 est une injection de aussi une

injection de 3 ’ ;cela signifie, en diminuant n si nécessaire, que :

~ V 1 ô =T 5 rilest pas diviseur de zéro dans 3x1 TxI, OÙ 1 est l’idéal

de &#x26;(Q) engendre par (p.,...,(p .
Posons I~=:I~6.6(Q) s si 0 est assez petit, I’ 1 est fermé (en

l’idéal M + 8. est de hauteur &#x3E; k, et. 1 ’ on applique l’hypothèse de

récurrence). D’après le théorème fondamental, l’idéal 1 est fermé. L’idéal

induit par 1 à l’origine est donc fermé. Il en résulte que P. 0 C ~, n =

é, J.6 n est un module de Fréchet. 
n

n’r 11

Cprollaj re un sous-module de est un sous-module
20132013201320132013201320132013201320132013 n n

ferme de eq.
n

Les anneaux 
n 

sont des 0-modules plats.Corollaire 2.5 : Les anneaux t3n, !3nlen’ en sont des On-modules plats.

: La platitude de 3n sur 0 
n équivaut au théorème de cohérence

d’Oka ; i la platitude 
n 

sur 0 
n 

équivaut au théorème .3. Enfin, de
- n n

la suite exacte : 0-e, 
n n -0 on déduit, pour tout module çM sur 

une sui Inexacte :

 il IF .3n)n "n
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0
Ainsi, et donc est un plat.

Enfin, soient 0 un ouvert de des fonctions

à valeurs réelles, analytiques sur 0 ; 91 un sous-module de type fini de

2.4, ¥ x eo, le module 
x 
engendré par 9t dans e.q t anneau

x x x

des germes de fonctions à valeurs réelles, C en x) est ferme. Il en résulte,

par une partition de l’unité, que est un sous-module fermé de t(O)q
et donc (en posant ’m= (3(n)q 1 5~) que ne est un module de Fréchet sur

~~ . ~~ . Ainsi : :

Corollaire 2.6 : Soit U un module de présentation finie sur 0(0). Le mo-

dule est un module de Fréchet sur 

Corollaire 2.7 : : Le sous-module de engendré sur Z(Q) par des fonc-
tions fi &#x3E; ... ,fp appartenant à 0tO)q est fermé.

 3 . EXTENSION DU THEOREME.

Notons l’ensemble des d’applications
Co n Notons C 

m 

(n,p) l’ensemble des germes 1 p 
d’applications

C de IR dans e telles que (0)==0 ; 3(n,p) l’ensemble 

où les y i ’ appartiennent à l’idéal max ima 1 m de enfin,

posons, si q est un entier à 0, 
Soit x 

q 
la projection canonique : si 

notons x 
q,q 

, la projection canonique : 3q’ (n,p) _ 3q(n@p). Donnons-nous dans
une variété algébrique (au sens ensembliste) v , de telle

sorte que ’ q : 1t q’q+1 (V q+ 1) eV . q Posons . La suiteql q 
""" q q

d codim v 
q 

est croissante Nous dirons que V est une provariété
H.P)

algébrique de codimension égale à lim dq .
q-*=



XIX.5

Définition ~.1 : Une propriété (P) relative aux ’éléments de C~(n,p) est
générale, s’ il existe dans 0(n,p) une provariété algébrique de codimension

infinie V, telle que satisfasse à 

Visiblement, si la propriété (p) est générale, à tout jet d’ordre

· on peut associer un entier q’ &#x3E;q et un ,l~, .)
que ue tout CP t )) satisfasse à (P . . ) P . ) 

q,q 

,

Soit 0 l’anneau des germes de fonctions analytiques réelles à
. 

. 

p poo.l’origine de Un, germe d 1 applicatîon Cco (n,p) définit un holomorphis-
me de IR-algèbres 3 s é , et munit donc e d’une structurep n n

de -module. Ceci dit, .e théorème 2.3 se généralise comme suit:
p

.2 Soit # un module de type fini sur 0 . En général, sï
Co 

p
d’écrit le module 9(&#x26; &#x26; n est un module de Fréchet sur e etn n

est un IR-espace vectoriel de dimension finie.

En fait, on a un résultat plus précis : on associe au module 9(

uii, nombre fini c~e "strates" analytiques au voisinage de BP et l’ on montre

que en est un module de Fréchet si est transverse sur chacune de ces

strates. La tran.sversalité de Ç sur une strate étant une propriété générales

(Tougeron., [2J), on en déduit le théorème 3.2. Pour les démonstrations,

nous ren.voyons à Tougeron et Merrien, [3J.
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