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XVIII.1

.. n < . .

Soient (O un ouvert de R ; €(Q) la R-algebre des fonctions a

K ’ . - < N e » . -

valeurs reelles, définies et de classe C sur Q. Si X est un fermé de U

et m€ N, on pose, pour tout f €&(Q)

= l:Tp ‘Dk f(\:)l
< | Sm
x €X

E3M

im munit £(Q) de sa structure habituelle d'espace de Fréchet, définic pu:
tette famille deénombrable de semi-normes. On note g; 1'1déal de &(0) formd
des fonctious plates sur X. L'application T, - S(Q)~‘P{[x1...u,xn]] qu: a
teute fonetion f associe sa série de Taylor en a est surjective (théorems
de Borel généri.lisé) et induit un 1somorphisme :

o©

3, = €@ |m

= R[[xlﬁﬁ.w,xn]j .

31 1 est un 1déal de &€(Q), on pose

A
I= N (m +1)={f€e(n) |¥a€q,T f €T I,
ag(y ~@ a a
' apres un théoreme de Whitney(!lalgrange,[1]). 1'adhérence I de I dans E()

. N
wst egale a L.

Il n'est pas toujours aisé de vérifier que ?==1, i.e. que 1 o~
un 1deal ferme. Dans cet exposé, nous donnons une condition suffisante puu
que I soit fermé (théoreme 2.3) : dans 1l'exposé suivant, nous donnons yue !
gues applications de ce théoreme ¢ nous démontrons un théoreme de B. Mal
grange (1], puis quelques indications tres succintes sur une extension de

ce théoreme (J. Cl. Tougeron et J. Merrien [3]).

9 1. L'INEGALITE DE X0JASIEWICZ.

Si x €Q, on note le la norme euclidienne de x j; si X est un =ou-
ensemble de R™, d(x,X) désigne la distance euclidienne de x a X (g1 X e=!
vide on pose d(x.X)=1). Enfin, on pose, pour 020,

B(x.0) = {yémn. ]x«y] <ol
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Définition 1.1 ¢ Soient X et Y deux fermés de Q, et f une fonction numé-

rique définie sur (. On dit que f vérifie £(X,Y) ou que f vérifie sur Y une

indgalité de Xojasiewicz par rappert & X =i pour tout compact K contenu dans

Y. 1l existe deux constantes C et a20 telles que : ¥ x €K,

[£(x)| = ¢ a(x,x)* .

Définition 1.2 s Soient I un idéal type fini de €(Q), X 1'ensemble de ses
* pq‘}e v . » . . . . . . - " %y
zéros, On dit/est un iddal de ¥ojasiewicz s'il existe f €I vérifiant I(X.Q).

Dans ce cas,
s
fonctions T ‘f“ ou
1=14t7 4

1 ,..n,fs est un systéme de générateurs de I, les

fl
"
1

vérifient £(X,Q).

i ™M ® m

1

Proposition 1.3 < Soient I un idéal de type fini de S(Q) ; X 1'ensemble

de ses zéros. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) 1 est un idéal de kojasiewicz,
(2) toute fonction de &(Q), plate sur X, appartient a g;ﬁ I.
(3) toute fonection de E(Q), plate sur X, appartient a I.

Preuve : (1) = (2). Soit fl,...,fs un systeme de générateurs de I ; posons

{= ngf? . Soit ¢ € &(Q) plate sur X. Considérons la fonction $='Qlf, définie
et de classe C_ sur Q~X : elle se pralonge en une fonction de classe ¢
sur 2, plare sur X.

En effet. pour tout compact K de (o, il existe C>0 et 220 telles
que @ ¥ x €K, lf(x)l ZCd(x,X_)’“1C . D'autre part, pour tout multieindice k,

11 existe C' >0 telle que

kAR . ¢ ol
lf(x)“kf-&l C‘k'+l.d(X,X)a(‘k‘+l)

¥ xeK-X , |D¥u(x)|s
Puisque ¢ est plate sur X, |¢|§k‘~o plus vite que route puissance de d(x,X),

quand d(x,X)-*O, et les D ¢ se prolongent par continuité en des fonciions

nulles sur X.

(2) = (3). Evident,
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(3) = (1). Si I n'était pas un 1déal de Kojasiewicz, on pourrait cons-

tyrulre une suite de points x¥ €Q-X, convergeant vers un élément x €X ,

¢1 telle que i§j|f1(xp)l Sd(xp,X)p+1. En remplacant au besoin la sutle

W par une sous-sulte, on peut supposer que les hboules B(xp,é—d(xp,x\)\) = B

p

<oni. deux a deux disjointes. Soit alors ap €E(Q), telle que ap(xp)z 1,
® C

« =0 sur le complémentaire de B , et |x | Ps ——"-—  oi C_ est une
P P PIm (P x)m m

constante inddpendanite de p.

oo}
La =drie pglﬂ(xp,X)p. ap converge vers une fonction ¢ €e(q), plate

-uv X. Par hypethese ¢ €1, Or, dans ce cas il existerait une constante C

ieils yue i@(xp)ltét. igllf‘(xp), d'ou d(xp¢X) S(-d(xp,X)p+], ce qui esxt

aheayde,

forvllarres 1.4 3 Tout idéal I de £(Q), fermé et de type fini, est de

i
i
%(ngaqavw;cz.

Preuve ¢ 8i X est l'ensemble des zéros de I, on a visiblemeni

S

my L d'ou le vrésultat d'apres 1,3,

Avanti d'abordev la demonstration du theoreme fondamental, donnons
grelgnes exemples d'idéaux fermes.

- ~ v n".l. -
Lxemple 1.5 ¢ Soit (x,y) un systeme de coordonnées de Q=R xIR. Considé-

p

e~}

rons un pelynéme Plx,y) =y

S

+i§1ui(x)yp'i,15>e&(m3'1) et supposons que,
le polynoéme P(x,.) ait toutes ses racines réelles. Alors P en-
gendre dans €(Q) un idéal fermé I.

Eu effet. soit f €1. D'apres Ie théoréeme de préparation différentiable
(Malgrange [1]), il existe Q €&(Q) et un polyndme R==i§1vi(x)yp_j.
v|’:6(mn 1). tels que : f=PQ+R. Evidemment, RET, et donc, ¥ x € Z. R(x..)
pos-eéde p racines rielles (distinctes ou confondues). Puisque dOR~<p, on a
H. 0 et donc £ €1,

;2
- Yx

., X s . ‘ 2 ’
i'xemple 1.6 : D'apres la remarque précédente, la fonction y -~e ° en-

/<
D 2 2

2 g e . ~ -¥X . .
gendre dans E(R ) un ideal fermé ; par conire, y +e ¥ ne verifie pas

une 1négalitd de Lojasiewicz par rapport a l'ensemble de ses zéros (1'ori-
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2
. _— . . . A
gine), doue a fortiori n'engendre pas un idéal fermé. Enfin, y(y“+e )

engendre un 1déal de Lojasiewicz, mais n'engendre pas un idéal fermé (le

cornllaire 1.4 n'admet donc pas de réciproque).

Le lemme suivant est une version du théoreme des fonctions wmply -

r.ites ordinaire.

. n . .
Lemme 1.7 : Soit K un compact de R et =so0it O une application de classe

v‘)
" dqe R

>0, C, €', C" telles que : ¥ a €K, aveec pla) 0 et ¥ e, avec 0 <p < |ala)].

n .. . . , . .
dans R . Si A designe le jacobien de 8, il existe des constantes

l'applicarion 6 induit un diflcomorphisme de B(a,Cca) sur son 1image et

en oufre *
s{Bla,Co_)) 2B(gla).C"[ala)]p, ) 2 6(Bla.C' [ala)] o))

B(a.C pa)DB(a.C' la(a) | ::a)
ot ¥ xeBlac fafa)) . Jotx)| 2 letadl

<)
forollaire 1,8 : So1i, ®==(m1,...,mk) une application de classe C7 de n"

dau« Fkv(kt;n). Seient V(¢) l"ensemble des zdéros de Pyrvees® i A le jaco-

k

bien de o par rapport a XysooosXp 3 K un compact de R" Alors 11 existe
des constantes H>0 et H' >0 telles que
l( . . . i . .
¥ a €K 2o, (@) | =ijaa) | inf(fala) |, Hia(a, V(o).

Preuve : On applique le lemme a
e(x)=.(w1(x)’.."(vk(x)‘) xk+1,'“’,xn)

en prenant pa==1nf(lA(a){,.ﬂld(a,V(m») si a::(al,..',an) ¢V(g). La foucti
@ ne s'annule pas a l'intérieur de la boule B(aq(?pa) et, puisque
G(B(a,Cpa))ZDB(G(a),C"[A(a)Ioa), le point a'=~(0,...,O,ak+1,..,,an) n'appar -
tient pas a l'intérieur de cette derniere boule. Donc, ¥ a €K :

k
I le,ta)] = ]a'-e(a)| 2c"|ala)e, 2H[a(a) |inf (Jala) | H'd(a,V(e))
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en posant H=C" et HN'-= 1C.
o1t Q un ouvert de ka Si I est un idéal de E(Q), on note V(I) l'ensemble

des zdéros de I et Jk(I) 1'idéal engendré dans €(Q) par I et tous les

D(fl,.s.,fk) _
Jacobiens D(xi X ) ou fl""'fk appartiennent a I (si k>n, il convient

1 'k

de poser Jk(l)w 1). Dans toute la suite de cet exposé, on étudiera la situa-

Lion suivante @

(XK) Pyneres® s 5 sont des éléments de £(Q) ; I est 1'iddal engendré par

Dpserer®y et T' celui engendré par I et 6. Pour j=k+1,...,s, é.wj appar-

tient a 1'i1deal (9®) engendre par Qe e Py 3 enfin, on suppose que

6 GVJk(m), racine de Jk(@).

Proposition 1.9 : 8i l'idéal I' est de kojasiewicz, il en est de méme de I.

Preuve : En modifiant &, on peut supposer que celui-ci appartient a l'iddal

D(®yeee’0y) \
engendré par les D(x x. ) - Soit K un compact de Q. Par hypothese,
i y e oy -

1 Tk

il existe H1:>0 et «20 tels que ;

s
¥ x €K 2y o () ]+ [8(x) | =8, al(x,v(1 )% .

)n peut décomposer K en K=K' UK", ou K' et K" sont définis par :

8 ' H1 ‘ o
K' = {x€K + ;Elo,(x)| =25 a(x,V(I'))"]

H
K" = {x €3 [8(x)| 25 a(x,V(1')%)

Puisque V(I')cV(I), on a : ¥ x €K’

8 ) H1 o \
(Ep oy () | 25 ax, V(1)) . (L.9.1)
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D'autre part, il existe H >0 tel que

D(@y,eeer0,)
¥ x €K® T 1

h D(x TR ) (x) 2H, a(x,v(r))*
1

U oi= (i i 1<i,<...<i, <

ou i (11,...,1k) (1 i i n)

On peut alors écrire K" = K" ou
1

—

-
<

—

D(§yseer0y) H, '
1= ek Blx, o 7 (x) 2(-..) a(x,v(1))*3 .
1 k

Par hypothése, V(8) UV(I)2DV(9)
a(x,v(e)) =

pour un Hgq >0.

, d'ou

inf (d(x,V(ﬁ)),d(x;V(I»)izinf (H3la(x)|,a(x.v(1)))

D'apres le corollaire 1.8, il existe H>0 et H' >0 tels que

UP »-~-"5P) D((D s )
¥ x €K z o, (x)| =R 1 k 1

ceea 0
D(x, ,-v00%, )( inf1p(x,,_" =y ()] Badx, Vo) .
11 11

D'apres les inégalités précédentes et les définitions de K" et K! :

—

JHra(x,v(I)). (1.9.2)

k } o . . o
vX@g QJ%WHzﬂﬂUNU» mﬂ%duﬂﬂn

La propsotion résulte de (1.9.1)
K=K'U(UK}).

(1.9.2) et de 1'égalité

3 2. LE THEOREME FONDAMENTAL.

Proposition 2.1
e(q),

Si I' est 1'idéal de Kojasiewicz, toute fonction de
plate sur V(I') et nulle sur V(I)

, appartient a I.

Preuve

Nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 2.2

.
.

Dl\q)ll"'a(pk)
D(xl,...,xk)

Soient X et Y deux ferméds, V(I')CXcYCV(I), tels que

vérifie £(X,Y), et soit g une fonction plate sur X et nulle
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sur V(g). Alors il existe k éléments de E£(Q), «
k

lque ¢ ~ i—gl‘xi ?, soit plat sur Y.

ERERRA plats sur X et tels

Montrons comment la proposition 2.1 se déduit du lemme 2.2,
Soiv f 66(0), plate sur VU.') et nulle sur V(I). Démontrons que f € I. Puisque
I' est un idéal de Xojasiewicz, d'apree la proposition 1.3 : f Eg;“,).l' .
L'idéal 1' étant engendré sur 8(()) par I et &, on peut donc supposer, pour
la démonstration, que f 6@;(1,).6 et done que f s'annule sur V(8) UV(I),
ensemble qui contient V(o). Puisque I' est un idéal de Kojasiewicz, & véri-

fie £(V(I'), V(I)). On peut donc décomposer V(I) en V(I)=rli)Xi de telle sorte

D(O,,eee, 0, )
1 'k
.. i ) ; i v &6 i 4 : i " £ ' . L e d'
que. si i= (i, ’lk)’D(xi ""'xi) vérifie V(I ),X}_) On ordonne de
1 k

. . N . ‘n
maniere quelconque l'ensemble des multi-indices : i ,i ,...,_;_p,...,ps(k),

et on pose : Y =V(I'),Y = U X ., pour p=1,2,...,("). Alors si
o p .j Sp i J k

D(9,sevs®)
| k ‘ . -
D(xj ,.“’xi) veérifie S(Yp-«l’Y ).

P
1 k

10 = 1""’1k)' le jacobien

On raisonne par récurrence sur p : on suppose que f=-fp+ fI" , ou
fp esl plate sur Yp~'l et f}:)E(qJ). En appliquant le lemme 2.2 a gsfp )
D(0,,enes0y) LICTPPPRR
X =Y , Y=Y et en remplagant le jacobien ; par =7 !
p-1 P D\xl,...,xk) D(xi"”’xi)
K 1 k
on Lrouve que fp» j.§1a1 o, =fp+1 est plate sur Yp' 11 en résulte que
k
P = ' 51 8 = ‘n s = !
ip+1 1§1 a0+ fp appartient & (p) . Pour p (k), on a donc f fp+1+fp+1

avec f;wl €l ot fp+1 plate sur V(I). D'aprés les propositions 1,3 et 1.9,
t‘p+1 €l, et done f €1.

Preuve du lemme 2.2 : Nous allons d'abord définir sur Y-Xkdes champs de
séries formelles A ,... A tels que pour tout x €Y-X, Txgs i 21 (TxAi)(Tx cpi).

Puis nous démontrerons que les champs Ai’ prolongés par le champ nul sur

o
X, sont des champs de fonctions a, de classe C sur Q.
Nous utiliserons la remarque suivante : =soit y(yl,u.. ,yn) une

fonction de classe Cw telle que ‘y(O,...,O,yk+1....,yn) 0. Alors :
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k 1
) _ i a
Y(Y).‘lglyl ‘fo ay (tyl,oua,tyk,yk+1,...,y)dt.

On déflnlt 65 Q"Rn’ Par B(X) = (‘Pl(x):n-,q)k(x),'xk+1,~~-:xn)-
‘ D(‘Plx---:‘?k)
D(xl’""’xk)

Le jacobien A de 6 est et, pour tout a €Y-X, 6 induit un dif-~

féomorphisme d'un voisinage de a sur un voisinage de e(a); Le lemme 1.7
indique comment varient ces voisinages quand a reste dans.iun compact fixe K,
ce que nous pourrons supposer pour la suite de la démonstﬁation.

Pour‘un tel compact, il existe, par hypothese, deux constantes
0120 et x20, telles que :

¥ackNY |a(a)] zc a(a,x)® . (2.2.1)

a) Définition des champs Ai'

Soit a € (Y-X) NK. Avec les notations du lemme 1:7, ou on choisit
pa=:inf(]A(a)‘ d(a, X)) 6 induit un difféomorphisme e de \7 = GOI'UVé(a)) n
B(‘f’c %). sur U, y = B(s(a), c"laa)|p,). Pour yeug(a) posons :
Ya(Y)=;g(9 (y)) On a donc :

ya(O,...,O,yk+1,...,yn)==O

et K 1 ay

1o (¥) = ¥ j" v (A3 seeert Yy Fypqrmo¥y) b

En désignant par (Aij(x)) la matrice des cofacteurs de la matrice

jacobienne de 6 en x, on a :

n A. .
- 28 (g1 e

d'ou

¥ x €V, g(x) =y, (8(x) =L o, tx)j (;2 lé—f— ——*1) 1,(x,t) at

~ - m ~
ou la(x,t) est une fonction de classe C a valeurs dans U; :
i

1,0 ) = 6 60 (x), et 0, (), 3y, heienxy)
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Posous 3
1 n A
A, )= ] 1i§]'§;{g— . ——‘El)o Io(xt) dt (2.2.2)
3 (") H J—

Le chemin 1a(x,t) et lee fonetions Aa i dépenident de a. Mais si x €Y,

(x)= ...= %) (x)=0 et Iy (x,t) =X. E; particulier, 1 (x.t) est alors inde-
pendant de a. Tl en 1o»u1te que la serie form(lle en un point x xl? Ay ae
Aa.i est indépendante de a et définit donc/(Y X) NK un champ de séries for-
melles A1'

b) Prolongements des champs Al.

Fixons m € N. Nous allons d'abord majorer IA a

-

a.i'm
Pour tout multi-indice w=(wl,...,uh) on obtient en dérivant 1a

L i\l)l-*-l
- ._____g_
¥ x €V p¥ (\c) oqwz|:1 LI (x,t). ( — Ola(x.t))di

. L. jes] ~
ow h - est une fonction € sur \%,x[o,lj telle que :

sup I}%,l,uf(x‘t)‘ <w

Papres 1.7 et 2.2.1

C ,
¥oxev,  [aa]s 80l x)°

Un en déduit l'existence d'une constante C_, telle que

2
19 | D—
gl
v N a_ . . m+1 BRI
¥ a € (Y-X)NK |Aa’ilm c, Gme1)a (2.2

da(a,X)

Puisque paféd(a,X) on a ¥ x EUE : d(x,XJ SZd(a,X). 11 en résulte,
puisque g est plate sur X, que pour tout p&€ N, 11 existe une constaniec ((p-
1ndeépendante de a, telle que @

W

[a “<c(p) . ala,x)P

,-
[
e

a,;‘m
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Désignons toujours par Ai les champs Ai prolonges par le champ nul sur X.

oo .
Pour montrer que A, est le champ d'une fonction de classe C sur Q, il faut
montrer (Malgrange [1]) que, pour tout m€ N, il existe un module de conti-

nuiie B tel que’

¥ a€YNK, ¥ beYNK, ¥ x ¢ R®

T34, (x) =10 A, ()| s (Ja-x[4[b-x[")  B(|a-b]).

Nous distinguerons trois cas. Dans chacun d’eux, on peut détermi-
ner un tel module de continuité

. ; 2 N
1) a et b appartiennent a (Y-X)NK et d(a,b)féch(aqx) % o C, est

toe constante > 0 telle que

C.

) a(a,x)%% <c .c, a(a,x)*. 1nf (C, afa . X}%a(a,x)=<c'|ala) e,

{on suppose a =1, ce qui est évidemment toujours possible).

Alors, d'apres 1.7, b €Y | Sur U;fWX, le champ A1 est celui de la fonction

a

Au = [l existe alors une constante H1:>0 telle que
Pl 8 m m) Va
|PaAi(x)—'lei(x)l <H (|a-x|"+|b-x|") [a-b] [Aa’i\m+1

L)

et d'apres (2.2.4), [A a

A , est borné quand a décrit (Y-X) NK.
a,i'm+1l

2) Les points a et b appartiennent a (Y-X) NK et d(a,b):zcad(a.X)za.

On voit facilement qu'il existe une constante 04 telle que

a(a,b) ec4d(b,x)2“

Drapres (2.2.4), il existe pour tout entier p une constante H(p) telle que
m m, . m m
T8 (x) - TPA (x) | = [TOA, (x) [ + [TP A, (x)]

<H(p)((1+]a-x|" ) a(a,X)Ps(1+|b-x|")a(p,X)P)
e /
<H(p) (sup(2=, ) (2+|a-x|™ + [b-x|™) |a-b|P/2®
3 V4

et il suffit de prendre p>2a(m+1).
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3) Si a ou b apparticent a XNK, 1'un des deux termes de la différence

l (x) T A (x)‘ est nul et on majore l'autre comme dans le 2eme cas.

{'hdoréme 2.3 : Supposons (en plus des hypothese (X)) que, ¥ x €V(I),
'l" ne soit pas diviseur de zéro dans 1'anneau ZSXITXI. Alors, si I' est un

s:d(?al ferme, 1'idéal I est fermé.

Preuve ; Soit f €T. Puisque IcI'=1', on a
FomZpgy -0+ dy0

aveco g €e(q), (bl €e(Q). Pour tout x €Q, on a :
.qu)i+Txtb1°Tx6

LIV ol N § p N 2 R H ] 4 ' v

d'ou Tx*)l .T & €T 1. D'apres !l 'hypothese : wal G’IXI, et d)l eflcI', d'ou
s 2

f:.gl(gi,1+b ’ z)m +(p96

avec g - 4)2 68(0). En iteérant ce raisonnement, on obtient :

p .
J P+1
( § o 1 ]+1) e * p+1 » 0

Soit K un compact contenu dans V(8). I1 existe des fonctions

. g con-
. . J=0 .J ' J+
verge uniformément vers une fonction g, x €e(Q), pour i=1,...,s. qulble-
s b
ment f - 1.231 g: k* (pi Ex_q;; . Par une partition de 1'unité, on construit alors
’ s
o \ @ ~
s ions g. ) > > - .. . ! .
de innct,lon g €E(Q) telles que f 121 g; 9 GEV(I') D'apres 2.1,

- iglgi . cpiGI, d'ou f €l.

™M 8
[eZ
[N

" €8(Q), a.=1 au voisinage de K, telles que la série



