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XVIII.1

Soient Cl uii. ouvert de B. ; 6BQ) la R-algèbre des fonctions à

xraleurs réelles, et G’ est un fi de, valeurs réelles, définies et de C sur Q. Si X est un ferme de r.

fit. , on pose, pour tout 

¿ ( (2) de b a 6 t. ru c. t. u r e d’e;space de Fréchet,, 

 e 1,, t e famille déiiombrab le (le ipemi -no rme s . On note Itldéal de e{ri 
n p s s ,. Ta’ e ( ;¿) - ... " , q ii i à

f sa ne Taylor en a surjeetiir; 
1£. et ID.duit t un isomorphisme : -.

S1 1 est un idéal de 1 on pose 1

D’après un théorème de l’adhérence Ide 1 dans 8,(_ ,1,)
1# .. /B

5&#x3E;st égale à lit

, , 
A

Il pas toujours aise de vérifier q B1 el;. l, î.e. que 1 &#x3E;ù-’

un id4al fermé. Dans cet exposé, nous donnons une condition suffisante 

que 1 soit fermé (théorème ~9-.3) dans l’exposé suivante nous donnons q~:~ ~ 1

que? applications de ce théorème i nous démontrons un théorème de B. 1Ia 1

grange pu-i.s quelques indications très succintes sur une extension (1-P

ce théorème (J~ CI. Tougeron et J. Merrien 
’

De .L’INEGALITE DE OJASIEWICZ.

Si x on note lx i la norme euclidienne de x ; si X est uii ~o ’

ensemble de IR n (I(x,X) désigne la distance euclidienne de X (sj X e~ t

on pose d(* x,.X) = 1 ). Enfin, on pose, pour 
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Soient X et Y deux fermés de Q, et f fonction numé-

rique définie sur Q. On dit que f y e ri fi e ~: ~~ ou que f vérifie sur Y une

par rapport. pour tout compact, K contenu dans

Y. il existe deux ~’ telles que ? V x EK,

Définition 1 .2 ; Soient 1 un idéal type fini de e(.Q), X l’ensemble de ses

On dit/est urt îdêal de Zoiasiewiez s’il existe f EI vérifiant ~(X.O).
Dans ce cas, si est un système de generateurs de I, 1 es
s 

’ 

s 

fonctions ( ou È f 2 vérifient. 
î=1 

l 
.

Proposition Soient 1 un idéal de type fini de 6(0) , i X l’ensemble

de ses zeros. Les proposition8 suivantes sont équivalentes

(1) 1 est uil idéal de tojar.-jewïcz. Il

(2) toute fonction de 6(0), plate sur X, appartient. à Dix ,, 1 ,

1 
(3) toute fonction de 6(û), plate sur X, appartient à J.

Preuve (1) = (2). Soit un système de générateurs de I ; posons

"2 
’

l’ = Ïl 2 * Soit plat,(, sur X. Considérons la fonction définie
J* 1

00 00

f)l de clause C sur Q-. X -- elle se prolonge en une fonction de classe C

1%, plate sur X.

En effet, pour tout compact K c1e Q, il existe C &#x3E;0 et telles

qu~ ; i V x EK, lf(x)1 1 D’autre part. pour tout multi-indice. k,

il existe C’ &#x3E;0 telle que 1

Puisque cp est plate sur X, plus vite que toute puissane de d(x,X),
k 

Il k
quand d(x,X) -- 0, et les D se prolongent. par continuité en des fonctions
nulles sur X.

(2) - (3). Evident.
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(3) (1). Si 1 ntetait paq un idéal de to,j’asiewicz, on pourrait cons-

i i.uJ.r; 11ne suite de points xP ~n-’X, convergeant vers un élément. x~X ,
s .

it que ( En remplaçant au besoin la 

par une on peut supposer que les boules S
à p

,;&#x3E;t&#x3E;1. deux à deux disjointes. Soit alors a 
p 

E £.(0), telle que a 

Fur le complémentaire de

de p. ,

TO

La converge vers une plate
P P

-ur X. Par Or, dans ce il existerait une constante C

~ei!~ ce qui est

1 Tout idéal 1 1 de 1(fi) , ferme et de type fini, est de

"

Si X 1 t e n. s e Ui b l e des zéros de I , on a vis l b lem e Il 1, &#x3E;

!!h. . 1 . 1 le résultat d’après 1 ° 3 °

Avant d’aborder la démonstration du théorème fondamental, donnons

exemple? d" iLdéa.ux fermes.

; Soit (x,y) un système de coordonnées de 0=~ IR Considé-
rons 

;ô- 
et supposons que,

Fi, . le polynôme P(x, ait toutes ses racines réelles. Alors P en-

dau8 16 ( qè ) un idéal ferme I.

En effet . soit t f D’après î~ théorème de préparation differentiabie
(Ma Igraiige [ 1 ]) , il existe Q E ï( Q) et un polynôme R-== 

v 
i 

,- que -. Evidemment, 

p (distinctes ou confondue s ) . Puisque fi 0 R  p, on a

11 , .. 1) et donc f E 1 , 
. ,

j’xempïe 1. Diaprés la remarque précédente, la fonction y 2 -e -Vx" en-
g;,r,4r&#x3E; i par con.l,1;, y-2 +e -» x / 2 ne vérifie pas{fans (JR") un idéal ferme q par con.tre, ne vérifie pas

une 1!10ga1it,p de lto,jasi wisz par rapport, à l’ensemble de ses zéros (Ilori-
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,&#x3E; ’6

fyil)e) , doric a fo-r-tioi:,-i n’engeridre pas un ldt"’al Il Enfin, y(y 2 +e,donc a fortiori n/engcndre pas un idéal ferme. Enfin, y(y +e )

entendre un idéal de mais Il’ e n g end r e pas un idéal ferme (1 p

corollaire 1.4 n ’ adme t donc pas de réciproque).

Le lemme suivant est une version du théorème des fonctions impit

ordInaire..

l,etume 1 7 Soit K un compact de R et soit 6 une application de classe

j C de IR danf R .. S 1 6 désigne le jacobien de 9, il existe des constantes

&#x3E;0 , C , C~ C" telles que ? i V a EK, avec £ia) / 0 et V n a , aveç 

l’appliat.ton 0 induit, un diffcomorphisme de B ( a ; C c ) sur son imagl? et

en :

1 . 8 1 ((p.,...,(p.) une de classe G’ de TiI i SOIt q&#x3E;; (BI!l,...,ÍPk) une appli-caidon de el as !’le C"" flf’ Ill!

dau- , Soient M zéros (h! 9 1.e 
de Q) par rapport à x ,*.. ,x. ; ; K un ’ compact ’ de 1/1 n. il existe

~~~ on 0 et H ~ ~ 0 telles que : :

x On applique le lennne à

PH a :~ ~ a , , .. , a ~ * La 

cri nfB pas à de la boule et, puisque
a

e ( 11 ( a , (’ ’a) ) 1 e ’ point a’ -(0,...,0,a n’appar-

ient de dernière boule. Donc , V a É K :
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en 

Q un ouvert de Si 1 est un. idéal de E(Q) , on note V(I) l’enspnit ) 1 (1

des zéros de 1 et l’idéal engendré dans e(O) par 1 et tous les

à I (sj k &#x3E; n , il conVier’l!

- .,..

de poser toute la suite de cet exposé, on étudiera la situa

s u j v a n t, ; :

(K) (p , ... , sont des éléments de 1 est 1 t idéal engendre par

, . , . , c et l 6,(p. appar-

racine de 
’ ’ ’ ’ " ’ ’ °

: Si l’idéal Il est de 1 en est de même de .
 " .......... -... -- -.

En modifiant 6, on peut supposer que celui-ci appartien.t à 

par les Soit K un compact de O. Par hypothèse,

;

Ou peut décomposer K en K=K’ UK", où KI et KU sont définis par :

Puisque on 
1
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D’autre part, il existe H2 &#x3E; 0 tel que s
-

On peut alors écrire

Par hypothèse,

pour un 113 &#x3E; 0 .

Diaprés le corollaire 1.8, il existe H&#x3E;0 et iI’ &#x3E;0 tels qu.e ;

D’après les inégalités précédentes et les définitions de K" et K :
1

La propsotion resuite de (1.9.1), (1.9.2) et de Inégalité :

§ 2. LE THEOREME FONDAMENTAL.

Proposition 2.1 : Si Il est l’idéal de Zojasiewiez, toute fonction de

&#x26;(0), plate sur V(I’ ) et nulle sur V(I), appartient à I.

Pre~uve~ : Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.2 : Soient X et Y deux fermes, tels que

D(91,°.. ,F) 
vérif îe X(X,Y) , et soit g une fonction plate sur X et nulle.-.r,2013201320132013201320132013 vérifie et soit g une e fonction plate e sur X et nulle
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k Alors il existe k éléments de e(n) plats sur X et tels
k 

"

9 - soit plat sur Y.

Montrons comment la proposition 2.1 se dedmt du lemme 2.2.

Eoit plate î;ur V(I.1 ) et nulle sur V(I). Démontrons que fEr. Puisque
co

1’ un idéal de Zojasirwicz d’aprée la proposition 1.3 : f E
L’idéal Il étant engendré sur t(O) par 1 et 8, on peut donc supposer, pour

la démonstration, que et donc que f s’annule sur V(6)UV(l),’ ’ ’ ’ ’ 

V(It 
° ’

qui contient V(cp). Puisque l’est un idéal de kojasîewiez, ô véri-

fie V(,I». On peut donc décomposer V(I) en de telle sorte

vérifie On ordonne de

manière quelconque l’ensemble des multi-indices : s

On raisonne par récurrence t on suppose que f = f + f 1 , ou

f sur Y’ p -’i et f ~(9). En ’ le lemme , ~a~ ~ ~ ~ ~ f , ~ 1 1

et en remplaçant le jarobien

on trouve que est plate sur Y . Il en résulte que
P

appartient à (cp) . Pour p~ (i,)~ on a donc
."

plate sur V. D’après les propositions

Preuve du lemme 2.2 : Nous allons dtabor-d définir sur Y-X des champs de
- 

k .

formelles Ai , ... , E -tels que pour tout x EY-X, °1 &#x3E; .
Puis nous démontrerons que les champs Ai, prolongés par le champ nul sur

1 
OM

X. sont des champs de fonctions a. 1 de classe C sur 0.

Nous utiliserons la remarque suîvante  soit y(y,...,y ) une
fonction de classe C telle que y(0,...,0,y .~...~y )s0. Cr Alors =
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On définit

Le jacobien à de 0 est et, pour tout a 6Y-X,’ 0 induit un dif-

féomorphisme voisinage de a sur un voisinage de 0(a)’ 9 Le lemme 1.7

indique comment varient ces voisinages quand a reste dans,,un compact fixe K,

ce que nous pourrons supposer pour la suite de la démonstration.
Pour un tel compact, il existe, par hypothèse, deux constantes

Ci .&#x3E;0 et telles que : "

a) Définition des champs A..

Soit Avec les notations du lemme 1~7, où or choisit

0 induit un difféomorplî--,me

posons :

On a donc s

et

En désignant la matrice des cofacteurs de la matrice
ij

jacobienne de 0 en x, on a : é

d’où

où est une fon,ction de classe Cm à valeurs dans 1°’ : :
a a:

1
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1

Le chemin l. (x, t) et J (8 dépendent de a. Mais si x ~Y,
a a , 1

i ( x) ... . j, ’ x ) -to- 0 . t 1 a  &#x3E; , , °&#x3E; à 1 a x , t ) alors! 1 n (1 « -

t de a . ro Il P n. que la série forme ne en un point  1 &#x3E;

sur a

’1 
a ; i 

. est t (~ de a a et t. définit t, un champ de e seriez fur

me 1 i ~ ~ il .
i

1&#x3E; ) 

d’abord majorer

î W (Wl ’ ..... 1 (.1) ) can. obtient t 1;i i
..n

f 0 1 (. (2.:2 :

a) q..o il h n " 1 , 0..’ , une fonction telle que z

fi t 2 t ~ . 1 1

Un déduit l’existence constante C2telle que :

Pli j R que p £ dia,X) 0 n a + x E 1’ : : Il en t (: . ,
a a

p1aie sur X1 que pour tout existe une ’(pB
due a, telle q u r ;
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toujours par Ao les champs A. prolonges par le champ nul sur X.
1 1 Co

Pour montrer que A. 1 est le champ d’une fonction de classe C sur 0, il faut

montrer (Malgrange [1]) que, pour tout il existe un module de conti-

uuitp S tel que’ :

Nous distinguerons trois cas. Dans chacun d’eux, on peut detef’mi-

U11 tel module de continuité *,

1 ~ a 

&#x3E; 0 telle qu e

suppose c~ - ~ , ce qui est évidemment toujours possible).
A Lors. 1 d’après 1.7, l e champ A est celui de la f 0 net Ion.

a a 1

A 1 .. LI existe alors une constance III &#x3E;0 telle que : t

pt d’après (2.2.4), JA ~ , 1 . JL 
est a décrit 

l et 

Ou facilement qu’il ~. existe une constante C-~ telle que : :

D’après ~2.2~4~, il existe pour tout entier p une constante H(p) telle que r

Pt. il 1 suffit. fi, de prendre 
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:3) Si î a ou b appartipnl l ’un des s de ux termes s (le la dîfférence

a i. 1 x Î .. est nul e t on majore 1 ’ aut re e omme dan s le 2 ème 
a 1. l 

t

: Suppo sons (e11 plus des hypothèse (Je)) que, V- 
T 
x 

nf1 soit pas dixriseur de zéro dans 1*an.neau 3 x (T x l. Alors, si l’est un

fermé, l fermé. 

i f E ’Î’ . Pui sque Î C Î " = on a

Pour tout

Diaprés 1,’hypothèse

En itérant ce raisonnement, on. obtient : s

Soit K un compact contenu dans V(5). Il existe des fonctions
0153 .

 ~S(Q). a.= 1 au voisinage de K, telles que la série . con-

f J i J = 0 J 
verge uniformément vers une fonction g , pour ~. - 1, ... , ~. Visible-

Par une partition de on construit alors

fonctions g i E telles que


