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XVII.1

Un exposé détaillé sur ce sujet sera publié au
volume IX des Symposia Mathematica. On ne

tronvera ici qu'un bref résumé.

Avant d'étudier 1'analyse de Fourier sur des ensembles non-
convexes, c'est-a-dire la représentation par une intégrale de Fourier de
. . a Id
fonctions définies sur des ensembles non-convexes, rappelons quelques re-

snltats dans le cas convexe (Cf. Ehrenpreis [1]).

Soit Q un ouvert borné convexe deﬁmn, Cm(Q) sera muni de la to-
pologie habituelle, de la convergence uniforme des fonctions et de toutes
leurs dérivées ; son dual est ainsi 1l'espace €1(Q) des distributions a sup-
port compact dans Q. Si T €&'(Q), on définit sa transformée de Fourier par

T(z) = <T,exp i<x,z>>, z€C".

Soit é'(Q) 1'espace de ces transformées de Fourier, sur lequel on trans-
porte la topologie de €'(Q). Soit X 1'ensemble des fonctions k continues
positives sur Enntelles que, pour tout F‘Eé'(Q), sup i(z < +=,Alors
la topologie de €'(Q) est définie par les semi-normes  sup g z . En
revenant a l'espace Cm(Q), on a le résultat suivant : pour tout f ECQ(Q),
il existe une mesure bornée u sur € et une fonction k €KX (non uniques)

telles que :

f(x) = d,r exp i<x,z>. gi&((f% .

La "transformée de Fourier" %g de f'GCm(Q) est donc caractérisée uniquement
par des conditions de croissance. Ce n'est plus aussi simple si Q n'est pas

convexe,

w -
Prenons pour simplifier une fonction d'une variable, C a support
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dans [—-1,1]. éoit 0<a<1.

Théoreme : f est nulle au voisinage de [-a,a] si et seulement s'il existe

£>0 tel que pour tout (Zo’wo) voisin de (0,1) dans Ez, dn ait
lF(tZO,tWO)I = 0 (exp(—t(ai—a)z)) quand t! - +,

Ici F désigne la transformée de Fourier quadratique de f

(z,w) = I f(x) exp (ixz-—x2w)dx

2, '
I satisfait a 1'équation de la chaleur oF | é—g, avec la condition initiale
ow dz

F(z,0) = 1(z). .
On peut donner de ce résultat une démonstration banale ou bien considérer
(1'idée est due a A. Martineau) que F(z,-iw) est la transformée de Fourier
(ordinaire) de f(x) "transportée snr la parabole y = xz"g ie. de la distri-
bution g(x,y) = f(x) 6(y-—x2). Alors f est nulle sur [-a;a] si et seulement
si le support de g est contenu dans l'ensemble convexe {gfini par a2 <fysi1i,
x25§y. On est alors ramené a appliquer le théoreme classique de DTaley-Wiener
sur un ensemble convexe. On peut mime remplacer cet ensemble par un cone

convexe dont le sommet est sur l'axe x = 0.

Par.les propriétés connues de 1'équation de la chaleur, on dédnit
du théoreme précédent que f (mémes hypotheéses) s'annule au voisinage de

[-a,a] si et senlement si

L : ~ (tzo -2)2 . 9
A?__ f f(z) exp —~;-—-~ dz = 0 (exp(—t(a:fe) )).

quand t - +®,

A partir de ce corollaire on peut démontrer la propriété des -
lacunes de 1'équation des ondes

B2u 32u D u
) = + + ==

3t axf 3ax

3]
.

o]
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La résolution du probléeme de Cauchy permet d'exprimer u(t,x) au moyen des

condition initiales u(o,x) et %% (0,x). En particulier

u(i,0) = <8, uf(o,x) > +<T, %% (o,x) >,

ot S et T sont des distributions dans le plan t = 0. dDire que l'opérateur
des ondes a une lacune, c'est dire que S et T sont nulles au voisinage de
I'origine, En appliquant le corollaire a 1'étude des zéros de S et T, on
obtient le résultat : l'opérateur des ondes n'a pas de lacune si n = 1 ou

si n est pair,

[ 1] FHRENTREIS Léon, Fourier Analysis in several complex variables,

John Wiley, New-York, 1970.




