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XV.1

L’ 0 b j t? t de eJt, une famille de pro-

blèmes de prolongement dont, trois cas particuliers actuelicmenL

connus : le théorème du pro Lentement de ((fi]; (2] ou 

théorème de prolongemenT d’une fonction denvable d’une seule variable

(connaissant sa restriction a un fermé) ([7J ou [5]) : le prolongement
dune fonction dont on ne connaît q 11 e 1 a différentielle en 

tion sur un fermé [3].

formulation i de ces p r  &#x3E; i &#x3E; 1 è i ti e s dans le langage 

lyse fonctionnelle met ell évidence les phénomènes encore inexplirn0:---,
qui ont permis le succès dans les trois cas précédants, li &#x3E;

que la démonstration de théorèmes plus généraux sur xt 
.

lUtl011 préalable de quelques problèmes extremaux concernant les dis-

tributions à support fini. *

L’ expos6 suivant présentera une généralisation d’un thé-

oréine de Peano : c’est. l’outil qui nous a permis de résoudre quelques
uns de ces problèmes extremaux.

§ 1. e 

Soit Cr (p1118 précisément l’espace de Banach de s fonc-

r n
tions numériques de classe (3 définies sur un pave III "

muni i d’une des normes usuelles. Si a) est un module de continuité con-

cave (3 est l’espace des fonctions de classe C, l’ dont la dérivée
r - est lipschitzienne pour la di, Lance (A,11) °-’ w (BBAHB1).

(3 est des distributions a5, a support

dans]K, et e-;r son sous-espace des distributions à fini.

. Les travaux relates ici ont été partiellement poursuivis lors d’un

séjour au Symposillm sur les singularités des applications différentia-

(Liverpool L’auteur y a bénéficie du soutien financier

u C.N.R.S et de a



XV.2

Sur diverses parties de (3 on utilisera les métriques
induites par les normes définies

par les duals forts de 1 ,c r + w. . Les normes initiales peu-

vent être choisies en sorte que ~.)) / + 1) 
soit inférieure à )).)) -r .

Lorsqu’il sera question de topologie faible ce sera tou-

jours la topologie induite par C (,,7r Cr). Les métriques , 1)
et ~1’11-(r + w) induisent la topologie faible sur la boule unité

qui est faiblement compacte.

Définition : On dira qu’un sous-espace est de synthèse spec-

traIe s’il est l’orthogonal d’une famille de distributions a support

ponctuel . Alors, pour tout A EK, on désigne par le sous-

espace des distributions à support ponctuel orthogonales à 3,
l’orthogonal de 31- Ainsi # = Alx 6A et 0 est l’ adhérence

faible de linéairement paru
D6finition est strictement de synthèse spectrale si tout 

JL r
est limite faible d’une suite de distributions de ùnÉ5Autrement,
dit est la réunion des adhérences faibles des parties bornées de

Exemples : Tout idéal ferme 1,3 de 0 est de synthèse spectrale

(Whitney. [8] ou [43). Si IF est un compact de K, l’idéale (IF) des

fonctions plates sur IF est strictement de synthèse spectrale. 

p. 67 proposition III).

§ 2. LE PROBLEME GENERAL

Soit 3 un sous-espace de synthèse spectrale.

Définition : Un 3-champ T est défini par la donnée, en chaque point

AEK, d’une forme linéaire sur 
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Exemple : Un 1 (IF)-champ est un char p de polynômes de degré -- r (lorit

les coefficients s’appellent les "candidates-dérivées partielles de q,

Dans le cas général un-champ ne fournit qu’une partie des infor-

mations précédentes.

Toute fonction f60 induit trivialement un 3-champ. Inver-

sement, on dira qu’un I-champ y est taylorien, s’il existe f$0 r qui
l’induit. Un 3-champ taylorien s’identifie à un élément de 

Le problème général du j2rolongenieii t consiste à caractériser

les 3-champs tayloriens. il existe un appartenant à
, .., 

.

la classe d’équivalence (p. On dit que (p est un prolongement de cp.

Si p est un I-champ, on connait sa valetll’ .. &#x3E; pour

tout T E et par linéarité pour tout En particulier
A ~ -L 

f

 9, T &#x3E; est comme surîb =îBn3 nc f .

§ 3. UN TIIEOREME GENERAL

Théorème 1 : Si 3 est de synthèse spectrale, les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

a) Un condition nécessaire et suffisante pour qu’ un g-;haimp 
soit taylorien est qu’il existe un module de continuité concave w,

tel que pour tout TE Cf rl 3£on ait ,-

. 1 
,,

De plus tp admet un prolongement e 1 que 11 cp l 1 1* s w ( 1) .

b ) ~ est strictement de synthèse spectrale

Nous n’ insi stons pas sur l’ implicati on a) - b) qui se dé-

montre comme la proposition III p. 67 de L2].
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Pour prouver b) # a) vérifions d’abord que la condition (1)
est nécessaire. (sans supposer b) vérifiée) car si T est induit par

E0r, l’application T -  cp.T &#x3E; =  $,T &#x3E; est faiblement continue
- 

’

sur Sy et en particulier à 1 1 origine cela implique l’existence dl un

module de continuité w,, (que Il on peut supposer tel que pour

tout on ait

La condition ( 1) que la restriction de (2) à 1 1 eii,.semble des S

de la f o rm e 1 - r . .

Montrons, réciproquement que si (1) est satisfaite, le champ
. ,. ,

induit sur 2 une fonction uniformément continue pour la métrique

En effet, si Tl et, T2 appartiennent a î8, Ll en est de même

pour i  T - r, . Or la concavité de (jD implique que pour &#x3E; 1
2 

" "

w (x) e t par suite

En remplaçant T par T - T2 dans ~1~, on en déduit

ce qui traduit la continuité uniforme annoncée.

Pour montrer que b) = a)l supposons l strictement de syn-
L -r

thèse spectrale. La fonction y définie sur 3 nc f peut alors se pro-

longer par continuité, à son adhérence stricte, c’est-à-dire à 3 -L .
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0n obtieiil, aii&#x3E;s 1 uii&#x3E; f&#x3E;i’nla J 1 iila 1 1?e siir eii &#x3E; &#x3E;i&#x3E;o d é s_i jiié&#x3E; j&#x3E;;ii. On obtient ainsi une forme 1 iii(-,aire ,iii- e lJ (’ 0 r (! désignée pal’ .

dont la restriction est f a i h le ln e 111 l continue.

Un théorème de Banach ( c 1° . [IJ chap. IV IV)

assure que u&#x3E; est l forme linéaire faiblement J- .

D’autre la propriété

croissance d e h (u h - UJ (Il) / h ) nnp-

plique que 
r , 

"

Le théorème della h 11 - Ba na c h permet donc de 
r 

qui prolonge

ç e t, s a t 1 s f a 1 t, ii Il l/ ) ) 
1  ’ 

£ w ( t ) .q) et satisfait a 11 B 1 s (ju (l).

§ 4. DISTRIBUTIONS 

Dans l’arialvse du théorème du i prolongement de lvl i 1 L i-i &#x3E; Fr . on i

observe le phénomène Pour ii ii choix convenabJe de la norme.

l’ensemble E x 3 des points extrèmaux d e z est t forme de distribuions

à support ponctuer ou 1&#x3E; 1 » &#x3E; t i  &#x3E; t , i i e 1 , 1/enveloppe convexe Faiblement fer-

mée de x !8 n . ". est un tonneau d(~- . en i général strictement t

plus petit que 93 n À (il) . Il existe ai ors une constante 1’ ? ; 0 (in-

dépendante 1 c IF ) telle que convexe faiblement fermée

contienne l"homotheiique r ( n ’ (lF) ).
Dans le cas t s r! clément de synthèse &#x3E; &#x3E; j &#x3E;  &#x3E;  . -

" cette situation i suggel-e le théorème suivant : :

Théorème 2 : Supposons qu’il existe une constante i7 &#x3E; t, un i ensemble &#x3E;

n 3-L tel que tout n rradrnctte une decomposLtion i finie

T = Z Sk avec S k il
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.

Alors pour que le J-champ é soit taylorien, il faut et il suffit

qu’ il existe un module de continuité concave w, tel que pour tout S E III
1 

’ 

,

Il suffit de prouver que (4) implique (l). ’

Lemme : Etant donnés un nombre fini de couples de nombres 

strictement positifs, et un module de continuité concave w, on a

Cela résulte de l’inégalité de concavité

E w ~ w ), valable pour des

z o satisfaisant à E À. =1. Il suffit de remplacer À. par 
l l 

. 1 1 --k

et x. par 111

Soit alors T = E Sk une décomposition de T conforme à l’hy-

pothèse.

Utilisant (6),(5) et la croissance de w : :
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Mais comme et que F à 1~ en utilisant le

fait que h - w(h)/h est d6croissaiite; on trouve que

ce qui est la condition (1), oÛ w a été remplacé par r w.

Exemple : Désignons par A k (A,B) les distributions "f onda,meii-t-a les"
d’ordre r, définies par

On trouve, à des constantes numériques près qui dépendent du choix

précis des normes sur £5 et Cr + 1 q ueprécis des normes sur v etC’ que

Dans le cas du théorème du prolongement de Whitney, l’ensemble 0 est

formé des distributions fondamentales dont le support est dans T et

la formule (4) se réduit aux inégalités de Whitney

§ 5. AUTRE VARIANTE

Définition : Une prénorme a sur un espace norme (E, ~l . ’1~,) est une

fonction numérique satisfaisant pour tout VE E et tout scalaire À à

Plus généralement,, une prenorme a peut n’¿ire définies que sur une

partie de a de E, stable par homothétie et engendrant une partie dense

de E.
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A .toute prénorme a sur (E n. ,) correspond une norme

caractérisée par l’une ou l’autre des conditions suivantes :

1° ~~ , i~ a e st la plus gral1de de s norme s satisfaisant à 
a 

~ oc (v)

22 = Inf £ o~ (Vk) où la borne intérieure est prise sur
OE 

k -.6

1 
l’ ensemble des déc0mP0SiLiuiiS V ; Vk où 

Vérification immédiate. L’expression satisfait

trivialement à l’égalité du triangle, alors qu’îl n’en est généra-
lement pas ainsi pour ex. D’autre part L: a :2: 1B V 117 g ce

qui prouve que Il V lIa ne s’anriulle que si V est nul.

Soit maintenant F un sous-espace vectoriel de E.

La proposition précédente associe à une prénorme ex définie sur E

deux normes, généralement distinctes, sur F.

La plus petite - la norme externe est donnée, pour

pa r

Alors que la plus grande - la norme interne - B1 ne fait in-

tervenir que des décompositions T = E Sh où les Sh E F.

Ces deux normes interviennent dans le théorème qui suit, où

1 ’011 prend

C’est bien une prénorme, compte tenu de (3).

Théorème 3 : Soîent 3 un espace de synthèse spectrale 

champ satisfaisant, pour tout n à, y, T pour un

module de continuité concave w donné.
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Supposons que les n 0 rrn e s j 11 ter n e seL externes définies ur

Il aîde de la prenorme oc (T) soient équivalentes. Alors
admet un prolongement y appartenant à c,J’ + (1). En effet, si h est une

partie finie de ]K et l’espace (de dimension fini) des distri-

butions r, à support Alors q) définit., par restric-

tion, une forme linéaire ~A Soit et T =

E Sk une décomposition, où les On a

Passanl à la borne inférieure., et utilisant 1’hypothèse cP équivalence.
on trouve

Le théorème de Hahu-Banach, prouve alors qu’il existe une forme li-
... ’ 

_

re sur -r pro qui sati sf a. tl, our tout S :- 
r 

àneaire (p sur G 
’ 

prolongeant (p qui satisfait. pour tout àf "ft f

En appliquant ceci a S = on en déduit que w.

(On remarque d’abord que le dual algébrique de s’iden"tifie à l’es-

pace de s champs de polynômes, de degré S; r sur K.

En particulier

Soit maintenante, une suite de parties finies de Xi dont la re-
J

union est dense dansTK.

La famille des 1 /A est relativement compacte dans (3 r y diaprés le

Il
théorème d’Ascoli et admet par conséquent une valeur d’adhérence
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Mais, par construction la suite d’applications

converge simplement vers
A t

Donc çp est bien un prolongement de (p, ce que l’on voulait obtenir.
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