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L'objet inivtial de ce papier était d'exposer les travaux de
Birman ([1], [2], [3], [4]), avec des démonstrations parfois nouvelles

mais sans aucun résultat nouveau.

En raison des circonstances, nous avons été amené a renoncer a
ce projet dans le cadre du seminaire(6 ]. Aussi me contenterais-je¢. dans
les pages qui suivent, de signaler comment 1'emploi d'un théoreme (Asano)
permet d'alléger certaines démonstrations de Birman et Entina dans leur

travail [17].

On se met dans les conditions posées dans [1 1.
Lt

Données :

Soit ¥ un espace de Hilhert.

Soient H, ”o deux opérateurs aulo-adjoints, de domaines respec-
tifs D(II):D(I—IO) :

E(K), EO(A) leurs mesures spectrales,

R(z), Ro(z) les résolvantes pour Im(z) £ 0.

On pose :

V=H-H
0

0 .

Q, = I+VRO(z)

Q =1I1-VR(z).

Z
’

I1 est facile de voir, a 1'aide des formules des résolvantes et des dé-

finitions ci-dessus, que l'on a
(i) R(z) -Ro(z) = —-Ro(z)VR(z) = -R(z)VRo(z)
(ii) R (2) = R(z)Q , R(z) = R (2)0Q_
(iii) Q¥(R (2) - R (7))= (R(z) - R(~))Q)

>

Objectif

On sait que dans la théorie de la diffusion, on se pose le pro-

bleme de prouver l'existence des opérateurs d'ondes W+ définis par
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o itH
W o= s-lime e  Op (1)
+ + 0

= t-tw

ou PO désigne le projecteur sur le sous-espace absolument continu de HO
c'est-a-dire :
PJK= ﬁlESC:HEO(k)uuz est une mesure absolument continue

par rapport a la mesure de Lebesgue dAl.

(P désigne 1'équivalent pour H).

Dans un premier temps, on affaiblit (1), c'est-a-dire que 1'on

cherche la limite faible W; de W+

(W+flg) = lim (eltHe °.P0f|g)
- t—»icc
-itH .
= lim (e Ofle-ltH ) ou feP X.
€ 0
t.-»tco

On affaiblit une deuxiéme fois, en remarquant que si : %ng(t) existe,

alors
PP et
. -2¢ ,
lim 28.% e b(t) at
existe et est égale a lim ¢(t). Donc :
. -itH .
(W f|g) = lim [ 2¢ (e ¢t e ° f|e’“e"‘tHg)at
= e=0% Y0
or
) +® .
Y(t) e ct e-ltAf=j R(A, z) f elutdu , avec z= |- ic,
-0

se présente comme une transformée de Fourier. D'apres la formule de Plan-

cherel,
: 2e of %
(Wif|g)==%i% Ez‘f(D(Ro(z)f]R(z)g) du , z=pFie
e o - |
=%£}g ;t- J‘ (R(z) Ro(z)f|g) du , z = p¥ic

- 0
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» omme D(H):.D(HO) et tenant compte des relations définissant QZ

+
=lim = [ (R(2) R(2) (H-2z) R (2) f]g) au
T P 0
= lim R'.f oo(R(z) R(z) Q, flg) aw = u¥ie .
Comme : z-2z = %2i¢
1 o 0 +
= lim 5= f_m((R(Z)-R(Z))QZiIg)du ,z=umie

D'apres un théoreme de Fatou (qui sera contenu dans le théoreme [5] que

nous utiliserons)

. 1 : - + A
lim 57 (R(2) - R(2)) £]g) = = 37 (B(w)f]g) ». p.
z=p¥ie.
Si, d'autre part, limQ°+. f existe, limite que ncus noterons par

E=0 u-ie

Qzlio , et que la fonction :
[~ x (B() @ fle)],

définit une fonction intégrable, on aura alors (sous réserve que
lim f=(1im)

E=-0 ¢ v E0

+ o

(V, tle) = [ TrBO) @y, Tle) Tl au (2)

Observons que, partant de (1), on arrive a (2) en supposant que W+ existe.

On va maintenant inverser le probleme. On définit U, par la for-
mule intégrale (2), a laquelle il faudra donner un sens. B
On montre alors que U+ (sous l'hypothése que V est nucléaire)

réalise une isométrie de Poﬁisur P}, avec 1'équivalence

U H = HU .
o x
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On montre aussi que U+ sont égaux a la limite faible W+ ; mais

alors il est facile de voir que

U

+

1]

v o
hl

Toute la difficulté est de démontrer les propriétés annoncées sur U .

Le passage de U+ a W+ n'est cependant pas trivial.

— —

Réalisation :

Théoréme (Asano) [5] : Soit g un espace de Hilbert
(
o une fonction de R dans % , a variation

fortement bornée . On pose :
4+
) () = [ L g 440
-0
+or <
K(a) (x) =vp [ Lxltl L p

dJ t-x
-0

Alors :

(i) X(a) (x) existe p. p. x €R

(ii) s-lim H(a) (z) = H(a) (x*io) existe des que ¥(a) (x), et on a
e—o (z=x%ir

pour un tel x

da

H(a)(x*tio) = W(a) (x) tin ol
En particulier :
[H(a)(x + io) - H{a)(x - io) 1= 2in g;!(‘- .

Birman et Entina s'appuient sur les lemmes suivants, apres avoir

posé
(puiio = ;_l,l;iioGO RO(Z) f
(butio = ii}atio(}o R(Z) g .
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Lemme 1

J un ensemble négligeable N(f,g) tel que

(E(A) Qu+10f1g) existe ¥ A, L &N

et [ + (B(2) Q tioflel ;- [;dg(flEo(?») Q(utio) g,

~-io

Lemme 2
J un ensemble négligrable N(f,g) tel que
0 . : , N
dK(E' uilolevf1og) existe ¥ ), ., vé&N
0 " _ 4 .0

Preuve du lemme 1 : Pour éftablir l'existence, il suffit d'abord de re-

marquer que le théoreme d'Asano permet de conclure a 1'existence p. p.
. P Y Y =6 EO(A)f
de @pfio et ¢utio , en utlllsant‘g-K et a()) GOE(K)f ou a(r) GOF (A1

I1 est clair que o est alors a variation fortement bornée. D'autre part

(E, 0y, Tle) = (B f]g) + (o 4, |6*E(L)e)

utio

Le premier terme ne pose pas de probleme. Et le deuxieme non plus, car
-fo* E(A)g existe p. p. dans ¥ (dérivée forte). D'ou 1'indépendance de
1'ensemble négligeable par rapport a u.

Pour avoir 1'égalité, il faut partir de
o - .. 0 . . - )
([R(z)-R(z)]Q, f|g) = (B (2)-R (z)f]q_ g)

< . + .
et montrer avec le théoreme d'Asano que, si z -p-io, chacun des membres

tend vers le terme correspondant du lemme 1.

Preuve du lemme 2 : Pour établir l'existence, il suffit de remarquer

(E,Q Ttio £1Q0,;,8) = KQZ sofle) + (6¥EME[o 4. )
+ ((6*E(A)G) o . 14 4. )

ptio: "viio
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Les deux premi2rs termes du membre de droite ont une dérivée dans les con-

ditions voulues d'apres le lemme 1.

Si on prend gr £ (X) = espace de Hilbert formé par les opérateurs
de Hilbert-Schmidt, avec 1a norme |AH = trace (A*A), et a(r) =G*E(A)G ;
alors o est a variation fortement bornée, par suite EXG*E(A)G existe
fortement (p. p.) dans £2(K).

L'ensemble négligeable ou cette dérivée n'existe pas ne dépend ni de u,
ni de v. On acheve la démonstration & l'aide du thédoreme d'Asano, en par-

tant de 1'égalitée :
(R(z)-R(Z)Q) £]Q0x) = (R (2)-R_(Z))f]¢e)

et en faisant : z -utio .

On pose alors :

(U, tle) = [ [y (B Qo fle) ],
Wtle) = [ ar (Bp @y, tle) ],

On a alors le

Théoreme : U+ est une isométrie de POK'sur P}, 1'adjoint de U+ est Uz et :

— ———

U H° =HU .
* x

Preuve : 11 est facile de montrer, a partir de 1'inégalité :
2
15 (B(2) @ briofle) ) 17 (B £]1) - (B, g]e)
que l'on a :
(U, £le) | < I[P, £]] [Pell -

D'apres le lemme 1, on montre aussi que

U = v°
+ +
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et aussi que :

E(A) U, = U+E°(x) .

Mais a partir du lemme 2, on peut montrer :

+ @ o
(U 1]u,7) - jm-d“x(ﬁ"mm): |POs ji* .

Ce qui établit 1l'isométrie de U _ sur POK. On montre aussi que

(31

[4]

I&;K = PX grédce a la relation
o '_0 0 2 . . i
(U, U, ele) = (U, g|U, b) = (g]Ph) = (Pg|n) = (g]h)

¥ gePX ;3 ¥hekK

kR
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