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XIII.1

On sc propose dans ces 11’ expliquer la 

par It. Sakartioto é d 

aie associpû à un problème nixte hyperboliqiie,.
Pour séparer les difficultés on. commencera par traiter le ca,.s

particulJer classique du dP Cauchy. 
_

~ 1. PROBLEME DE CA1JCHY Õ 
_

soit 1&#x3E; x ) hyperbolique tn,

e fi gni fie que l t, ion &#x3E; l’

admet m racines réelles est distinctes pour ).
oc

On suppose que A est a coefficients C 
ar 

et constants en dehors

d’ un. compact t de R, 1
1 Le problème de Cauchy consiste en étant donnée f(t,x) trouver

1 u(t,x) telle que

Le point crucial dans la démonstration de l’existence et, de 1’unieîté de

la solution u consîste à établir une a priori dite "inégalité
:

Théorème 1 ; Il existe des constantes ye et C telles que
" 

 

pour

(.) Le 2ème 

.. 

exposé a cu heu le 15/1/71 dans le, cadre du Le expose a ou lieu le 15/1/71 dans le cadre du Séminaire Brezi
Lions. v
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ou les normes 1 Î L dépendante:? du paramètre y sont définîes par

Remarque ? Pour la démonstration d’unp telle inégalité on peut se permet-

tre de calculer module de% erreurs de l’ordre de lui2 car on pourrai 

toujours les absorber au premîer membre en choisissant 10 assez grand. En

on peut. diminuer la généralité, supposer dans tout ce

qui cuivra que A. homogène d’ordre m.

une méthode de démonstration de ce théorème. 

Leray [5 j à l’origine, puis simplifiée par Gârding [4j) conpistc à

trouver un opérateur Q d’ordre m- 1 de façon à avoir une inégalité du

type :

l’on déduit l’in4galité d’énergîe en utilisant l’inégalité de Schwarz.

Pour formaliser intégrations par parties,il est commode

d’associer à une expression

un polynôme en 1’ = (’t,S) et. t, = L , défini par

Hërmander [4] chap. 8)~ T On pose aussi

0! 1 avec notations, on obt,ient facilement la proposition suivantes 1
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{Proposition 1 : Si on peut écrire

lalors on a

et degré P = m, 
’

C’est simplement une intégration) par parties en t

et on remarque que les erreurs sont au plus d’ordre .*

Appliquons ce résultat avec P = A , Q = 20132013 , on trouve

avec

Les racines T () étant réelles et distinctes, le symbole de G
, 2 2 , , i. 

t

ne s’ annule pas sur la sphère jj + jïj =1 , d’où par homogénéité

Par un argument du type inégalité de Gârding on en déduit

d’où découle, compte-tenu de la proposition précédente, y l’i.négalité cher..

chée en prenant y assez grand.
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§ 2. PROBLEMES MIXTES HYPERBOLIQUES.

Il est commode de modifier un peu les notations. On prend

avec ~ y et on note ~ ~’~ ~~a~ii les variables dua-

les.

On suppose en que l’hyperplan x=0 n t e st pas caractéristi-

que pour l’opérateur strictement hyperbolique A~t,x,y,D t ,D x ,D y ).

Le problème mixte consiste, étant données et des

à trouver u(t,x,y) vérifiant
J

Indiquons maintenant les hypothèses sur les opérateurs B.. On

sait que pour ( _u @ T) E 0152 n im L  0 l’équation en 
J

sait que pour (, i , ’n E t lft et im T0 l’équation en 
B

n’a pas de racines réelles; e... 1 FI + ~t et § 4+1 ç celles

qui sont respectivement à partie imaginaire strictement positive et à par-

tie imaginaire strictement négative. On montre facilement que l’entîer 4

est indépendant de et on prend précisément j conditions au

bord Bi. Pour im ’t  0 on définit le polynôme en ~

et on montrera que A se prolonge par continuité à s0 , On est main-

tenant en mesure d’énoncer l’ hypothè se sur les B J a (cette hypothèse a

d’abord été introduite par Agmon 
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(H) Les polynômes B . ~~~ sont de degré i . il y en a ¡.l et pour tout

(t,0,y,I,’Q) fixé avec 0, ces polynômes sont indépendantes modulo

+

C’est une condition du type Lopatinski uniforme en T car l’hypothese analo-

gue en. considérant 0 n’est pas suffisante en général. Il
que

faut noter cependant/cette condition pour 0 exclue le cas du prnble-
me de Neumann pour Inéquation des ondes et a fortiori le cas de la condi-

tion avec dérivée oblique [2].

Sous ces hypothèses Sakamoto démontre le

(Théorème 2 : Il existe des constantes C et y 0 telles que

1 pour
où les normes 1 1 désignent les normes dans E et les  &#x3E; désignent
les normes analogues sur l’hyperplan x=0.

Commençons par indiquer la méthode utîlîsée. Pour le problème
de Cauchy la quantité I=-im r majorait les termes

QÏ 
’

d’ordres ici on veut majorer aussi les termes sur le bord

x= 0, pour cela on procédera à une intégration par parties en x dans une

intégrale de la forme l’opérateur S étant choisi

de façon à ce que l’ intégrale J permette de majorer les normes  &#x3E; modulo

des normes du type laul , y B.u&#x3E;. Pour construire S on a besoin de consi-
J

dérer des opérateurs qui sont pseudo-différentiels en (t,y) et différen-

tiels en x. Ces opérateurs P ont des symboles de la forme suivante
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 &#x3E; i i A E [ + v &#x3E; 2 &#x3E; (on pose I * G - 1 &#x3E;q ) et Q. est un symbole de degré( . i 1 f :: (11’ 1- + l ";1 1 r.,.) (o n , p 
0 S e 1" =  - i ’i) e t 

a, J .’ 
e 8 t un, s ym bol 

e m 

el e el e g r (

1&#x3E;. On dit que (t,x.y,c’,/. est un symbole de degré 0 si C pour

, :.-.~ 0.. constante pour en. dehors d’un C 0 ID pa c t., homogène 1e degré 0

( v, ’,~ y r~ po 11 r !. &#x3E;0 et des inégalités du type

() 11 I) est une tiérivat,it)ti en n’importe quelle variable.

1 à défini par

dépendante c(u paramètre / on a un. calcul sumbolique

(~ ! " théorèmes que espère, par exemple

1&#x3E; point important et. que Cs est indépendante de yr pour assez grand.

Pour faciliter les int,égrat,ions par parties en. x, on généralise
a ces opérateurs le forma.l,isme des formes différentielles quadratiques.

une expression de la forme

ou. le polynôme en

Avec ces notations, on montre facilement la proposition suivante :
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Proposition 2 : On suppose que les symboles P et Q sont réels pour A~ = 0;

alors il existe des formes quadratiques différentielles (~t et Gx telles
que

En utilisant les théorèmes sur l’adjoint et le commutateur pour

cette classe d’opérateur pseudo-différentiel on en déduit l’analogue de la

proposition 1 : 

’

3 : 0n se donne des opérateurs 1? et Q respectivement 
M et m-1 et à coefficients réels pour y=0. Alors on a

où R(u) désigne des termes que l’ün peut majorer par

Avant d’indiquer la construction du symbole de S, on a besoin

d’introduire certains polynômes en s.

Pour abréger, ~ on pose X = x S n. où K est un compact de R
en dehors duquel les coefficients sont constants et S - -,
P P P + y + ‘’1 ei y 0 . La construction du symbole se fera localement

et par raison d’homogénéité il suffit de se restreindre à S . Il faut
n

distinguer les points X pour lesquels y&#x3E;0 de ceux notés Xa pour lesquels
y = 0. Commençons par nous placer en un point X , on peut toujours écrire

o

la factorisation de AiX o ) sous la forme

(racines réelles) (racines imaginâmes et leurs conjuguées)



XIII.8

avec m1++m+2s==m. Ce que l’on écrit avec des notations évidentesJL 

les racines de A . étant différentes de celles de A pour on aura
J k

donc dans un voisinage tl(,1, ) de x, 
o 

une factorisation encore de la forme
. 

o o

où A ,(X, 1) est un polynôme c1e degré m . qui peut toujours se mettre 
J 

’ 

J
la forme

m 
. 

en 
m J la moyenne de racines notons m .

- « 

(respec. m. le nombre de racines à partie imaginaire positive (respec.
J 

’

nf5gat.ive); on vérifie alors que le polynôme A + h, défini seulement pour

y&#x3E;0 se prolonge par continuité à /=0 où il 1 valut, à la limite

Introduisons les polynômes suivants

On a le

Lemme 1 : Les polynômes en. § forment une base des polynômesILemmp 
1 : Les polynômes en forment une base des polyn¿me

de degré 

En effet, 30n.t. indépendants mod. A (X,,.) par J + 0 
’=’ .

se et, d’autre part polynômes Eh sont divisibles par A+, enfin

( . ) Pour -Y&#x3E; 0, A(X,~) n’a pas dl racines réelles
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on constate que ces derniers sont indépendants et en nombre in - ,,.

On déduit de ce lemme l ’inégalité suivante

où liori a remplace partout par z. e  et Les Lar-

mes en seront faciles à majorer, par contre e est, pour se 

des termes en que l’on va utiliser une intégrale du type J. Indi-

quons maintenant la construction du symbole S qui sera donc construit de

faç;nn à ce que A,S, ,z,z) permette d’obteninajoratînn des termsfaçon à ce que G (X,,z,z) permette d t 0 b t e n J. r une majoration des 

1 ’jl Î x 0 ) 1B É ° ’ j lî 1 2. . On prend de la forme (X,F’ ou le symbole A. est de-

J
fini ci-après. Notons auparavant, que

l’on déduit facilement que

ce qui montre qu’il suffira de considérer

Sakamoto pose

où Â est un paramètre &#x3E; (), a.==2[m(2m.-3)-(m.-2)(m.-l)] (je n’ai pas 
fJ J J J J

pris la raison de ce choix, en dehors du fait que relia marche 1) et Ck des
constantes &#x3E; 0 déterminées par la suite, et enfin

En calculant explicitement les expressions on con.si,ate
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que peut déterminer des constantes C~ de façon à avoir

où zk est à la place du monôme

d’où l’on déduit d’après la définition. des

où cette fois z k est à la place du monbme 1 k k = o, ... ,m-i.

Enfin, pour contrôler les termes dans ajoute 3A soit finalement
+ 

et l’on fixe maintenant À &#x3E;0 assez petit, de façon à avoir

En combinant (1) et (2) en X , puis en utilisant un argument de continuité
o

on obtient , pour X dans un voisinage U(X , 1
o

Ensuite on recolle les symboles au moyen d’une partition de l’unité dans

une région de la forme pour un certain 6 &#x3E; 0. En prenant
n

un symbole de degré zéro dont la restriction à S n est nulle pour
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y ¿ 6 et identique à un pour y ~ ~2 on. obtient par un raisonn.emen.t du type

inégalité de Gârding.

Proposition 4 : Il existe C et y telles que.....&#x3E; -... 

o

o

Plaçons-nous maintenant dans la zone ou y §É2 que Sakamoto appelé-
le "zone elliptique". En effet A(X,~ .) n’a aps de racines réelles et par
conséquent on aA==A .A . En posant E (X,~)==~ A k = 1 ~ ... ,m-~. ,

on vérifie que les polynômes (E., i ) forment une base des polynômes en §K J
de degré  m-1. On montre facilement que l’ on, a

déduit, en utilisant la technique des problèmes elliptiques, la

Proposition 5 : Il existe C et y4 telles que

et 
o

Reste enfin à majorer les termes du type Eh u&#x3E;2 . . Pour celaJ Yp h 

on remarque que le polynôme ayant ses racines à partie imaginai-
o

re strictement négative, l’inégalité suivante a lieu
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et en appliquant ceci à v(x)
tenu du théorème des traces

on troll ve, c onl p tfB -.

On fait un raisonnement analogue pour majorer les termes

D’ oü finalement, en combinant les inégalités ~3~ , (4), (3), (5)’, on trou.

ve l’inégalité du théorème 2. 

Signalons pour terminer que Sakamoto démontre dans [7 ] un 

me existence en utilisant un problème transposé mais en se plaçant toujours

dans un 
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