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+)

utilisée par R. Sakamoto (née Arima) [6] pour démontrer 1'indgalité d'énes -

On se propose dans ces deux oxpusés( d'expliquer la méthode

gie associée a un probleme mixte hyperbolique.

Pour séparer les difficultés on commencera par traiter le cas

particulier classique du probleme de Cauciv.

§ 1. PROBLEME DE CAUCHY.

Soit A(t’X’Dt’DY) un opcérateur strictement hyperbolique d'ordre m,

ce qui signifie que 1'déquation en T

: 1 >
A 1 "L‘: = ) = — —
A (t,x,1,8) =0 (0 =7 35)
admet m racines réelles et distinctes pour (t,x,g) €]Rn+1$ (ng_ ).
On suppose que A est a coefficients €” et constants en dehors
d'un compact de Rn+l.

Le probleme de Cauchy consiste en étant donnée f(t,x} trouver
u(t,x) telle que
Au = f
k
Dtu(O,x) =0 k=0,...,m-1 .
Le point crucial dans la démonstration de l'existence ei de l'unicité de

la selution u consiste a établir une inégalité a priori dite "inégalitd

d'énergie" :

Théoreme 1 : TI1 existe des constantes Yo et C telles que

¢

' 2
L

pour }'Z'YO et u GQ?d‘Hm(IRn+1),

(o < . . - )4 ! . .
) Le 2eme expose a cu lieu le 15/1,71 dans le cadre du Séminaire Brezi
/

Lions.
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ou les normes dépendanics du parametre y sont deélfinies par

| e,y

2
A p%u|%ax at .

s

2 - -yt
u = 2 e !
i J+1a|=k‘“

Remarque : ©Pour la démonsiration d'une telle inégalité on peut se permet-
tre de calculer modulo des erreurs de 1'ordre de !u]inl y car on pourra
toujours les absorber au premier membre en choisissant ;0 assez grand. En
particulier, on peut. sans diminuer la généralité, supposer dans tout ce

qur suivra que A es! homogene d’ordre m.

Esquissons une méthode de démonsiration de ce théoreme, L'idde
{Aue a Leray [5] a l'origine, puis simplifide par Gdrding [4]) consiste a
Lrouver un opérateur Q d'ordre m-1 de fagon a avoir une 1inégalité du

Type 2

im [ erg?t
v.n+1

Au faa.dxdt =C yluli 1,y pour y Zyl
IR Ay

d'ou l'on déduit 171négalité d'fnergie en utilisant 1'inégalité de Schwarz.

Pour formaliser les intégrations par parties,i1l est commode

d'ass0oc¢cier a une expression

nn polyndéme en ( = (7,£) et E = (?,E) défini par
FICD) - agg & T - PO A(D)
(voir Hrmander [4] chap. 8). On pose aussi

6%, T) = P(o) AT - P(D) Q(©)

~t avee ces notations, on obtient facilement la proposition suivante :
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Proposition 1 : Si on peut écrire

6", e (D)

alors on a

. - 24, — . - - .
-1lm j e 7/ Pu-Qde<ﬂl='yfe 27th11u dx dt + R(u)

ou IR(u)l SCIu|i_1,y et degré P=m, degré Q <m-1.

C'est simplement une intégration par parties en t

-2yt - -2yt —— _ o . Pyt =
je Dtuv—Jre thv =-21y e uu
5]
et on remarque que les erreurs sont au plus d'ordre IuI;_l v
’
Appliquons ce résultat avec P=A , Q = %% , on trouve

6" %, 7) = (v-7) 6,(7,7)

avec
. - m . . P .
G (1,7) = = (t-1,(8))(T-1(€)) .
t . . k k
j=1 k7]
Les racines Tk(E) étant réelles et distinctes, le symbole de Gt
9

ne s'annule pas sur la sphere |E|2+ |t|"=1 , a'ou par homogénéité

6, (v,%,8)] = ¢ (I7]%+ [g]®)""
(t,8) e xR™ .

Par un argument du type inégalité de Girding on en déduit

-2yt - 2
f e Y thlu dx dt = C !ulm-l,y - C! !ul

2
m-2,y

I

d'ou découle, compte-tenu de la proposition précédente, 1l'inégalité cher-

chée en prenant y assez grand.
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¢ 2. PROBLEMES MIXTES HYPERBOLIQﬁES.

Il est commode de modifier un peu les notations. On prend
(t,x,y) é]Rn+1 avec x 20, yG]Rn"1 , et on note (7,€,7) 1les variables dua-

les.

On suppose en p.1s que l'hyperplan x=0 n'est pas caractéristi-

que pour l'opérateur strictement hyperbolique A(t’x’y’Dt’Dx’Dy)'

Le probleme mixte consiste, étant donnédes f{t,x,y) et des

Qj(t,y), a trouver u(t,x,y) vérifiant

=n+1

Au = f dans R+ = {(t,x,y) avec x 20}
¥ u -0 k=0,...,m-1
t
t=0
B.(t,y,D,,D ,D )ul = 0.(t, i=1,...,
;(,¥.D,,D D) . o, (t,y) ] b

Indiquons maintenant les hypotheses sur les opérateurs Bj' On

sait que pour (7,7) €€« R" et im T <0 1'équation en E

A(t,g,m) = ©

. + + . - -
n'a pas de racines réelles; notons € re++» B, et E WEREREE En celles

M
qui sont respectivement a partie imaginaire strictement positive et a par-
tie imaginaire strictement négative. On montre facilement que l'entier u
est indépendant de (t,x,y,7,7) et on prend précisément U conditions au

bord Bj' Pour im 7 <0 on définit le polyndme en E
. u . +
A+(T7§an) = TT (E—g)
j=t ’

et on montrera que A+ se prolonge par continuité a imT <0 . On est main-
tenant en mesure d'énoncer 1'hypothese sur les B. (cette hypothese a

d'abord été introduite par Agmon [1]).
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(H) {Les polynémes BJ(E) sont de degre T.<m-1, il y en a . et pour tout

(t,0,y,7,7n) fixé avec imT < 0, ces polynomes sont indépendants modulo

A (8).

C'est une condition du type Lopatinski uniforme en T car l'hypothese analo-
gue en considérant seulemc:! im7T < 0 n'est pas suffisante en général. Il
faut noter cependan‘ygette condition pour im7T < 0 exclue le cas du proble-
me de Neumann pour l'équation des ondes et a fortiori le cas de la condi-

tion avec dérivée oblique [2 ].
Sous ces hypotheses Sakamoto démontre le

Théoreme 2 : 11 existe des constantes C et Y, telles que

N
%

. <) .’)
y|u|2 re<ddus® . sc (lAul2 + T <B.u>" )
m-1,y X ‘m-1-J,7 ' 0,7 j=1 J m~1—1j,y
Yt m, =n+l
pour y 2y et uce’ 'H (]R+ ),
R . —n+ | ..
ou les normes ' | désignent les normes dans m4 et les < > désignent

les normes analogues sur 1l'hyperplan x=0.

Commengons par indiquer la méthode utilisée. Pour le probleme

r , e—27t1h1QA u majorait les termes
J ]Rn+1 3T

2 .. . :
d'ordres y'ulm 1,7 ; ici on veut majorer aussi les termes sur le bhord
R}

de Cauchy la quantité I=-im

x =0, pour cela on procedera a une intégration par parties en x dans une

-2 o . ’ ..

intégrale de la forme(ivinj ne1® ytAu .Su, l'opérateur S étant choisi
Iﬁ‘ .
+

de fagon a ce que l'intégrale J permette de majorer les normes < > modulo
des normes du type |A41[, <len>. Pour construire S on a besoin de consi-
dérer des opérateurs qui sont pseudo-différentiels en (t,y) et différen-

tiels en x. Ces opérateurs P ont des symboles de la forme suivante

. P , s
P(t,x,y,7,£,1) = = a(t,x,y,7,5) AP7d #J
Jj=o
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: 2 2,12 ‘ : .

o A= (|7]T+]1]%)7° , (on pose T=0-1i7) et Qj est un symbole de degré
o

0. On ait que 2(t.x.y,.c,v.*) est un symbole de degré 0 si Texr C

) pour
. >0, constante pour (t.x.y) en dehors d'un compact, homogéne de degré 0

on (7,v,r) pour >0 et vérific des inégalités du type

5 Su
!?]“+ 1
;20

A Ay RS
I|)2=11D a( . )| =c,

—f

o D est une dérivation en n'importe gquelle varviable.

Popérateur associc a O est défini par

_ (gn)"n r

(I(i.,x.y.D -iy,Dv)u L n
A ‘R

16 T+1y. T . .y R
VYTt iy L) ale, ) a ay
avec

[eTtt "We-Tu(e,y) at @y pour ue®.

y on a un calcul sumbolique

Pour ces opdrateurs dépendants du parametre
les théoremes que 1 on espere, par exemple

ot

<D -~ iy .D Ju> < ¢
t y

)
- s 8,7

le peoint important est que (_ est independantie de y pour y assez grand.
s
Pour faciliter les intégrations par parties en x, on généralise

a ces opérateurs le formalisme des formes différentielles quadratiques.
Min=1 a une expression de la forme

Guu =

- i p-1 1 P-J nd
blj(_t,x,y,Dt 1/.Dy)/\ Dou. AU Dlu

2

on associe le polynome en €, E

G(g’—g) =Xz bij(t,x,y,T,Tl) A2p-]-—J gt 7

el

\we¢ ces notations, on monire facrilement la proposition suivante
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Proposition 2 : On suppose que les symboles P et Q sont réels pour y=20

alors il existe des formes quadratiques différentielles Gt et Gx telles

que
670 %(e,8) = ~2iy 6N E) ¢ (5-F) 6% )

En utilisant les théoremes sur l'adjoint et le commutateur pour
cette classe d'opérateur pseudo-différentiel on en déduit 1l'analogue de la

proposition 1 :

Proposition 3 : On se donne des opérateurs P et Q respectivement d'ordre

m et m-1 et a coefficients réels pour y=0. Alors on a

-2yt o RS P,Q -
m‘£> e PuQu dat dx dy = y(Gt u.u)O +<Gx uu> Y+ R(u)

) y

ou R{u) désigne des termes que 1'on peut majorer par !u]i_l . et
a7t )2

Y

RS N S 2yt - P,Q - P =2yt -
(On a pesé (Gt uugy-gﬁn+le GtUII et <GX 11u>0,y , S Gx )

+
Avant d'indiquer la construction du symbole de S, on a besoin

d'introduire certains polynomes en E.

Pour abréger, on pose X-(t X,¥,0,7, TD eKﬁxS ou K est un compact de m?*l
en dehors duquel les coefficients sont conqtants et S = {(c,y,ﬂ);
6%+ 42 7"+ |ﬂ| =1 et y20} . La construction du symbole se fera localement

el par raison d'homogénéité il suffit de se restreindre a Sn. I1 faut
distinguer les points X pour lesquels y >0 de ceux notés XO pour lesquels
y=0. Commeng¢ons par nous placer en un point XO, on peut toujours écrire

la factorisation de A(XO,E) sous la forme

)
A(X_,8) =TT (g- g)‘"J T (e - g)TTw-F)
Jj=1 j=1 j=1

1 t

" . 4 - . - . . . ’
(racines réelles) (racines imaginaims et leurs conjuguées)
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avec m1+n.a4-mp+-25=ln. Ce que 1l'on écrit avec des notations évidentes
3
. + . -,
AX = {7 A (X LE)A (X ,E)A (X .
AX.8) = TT A (X L E) A (X ) AT(X .8) ,
J=1
les racines de A, étant différentes de celles de Ak pour k;éj; on aura
donc dans un voisinage U(xo) de Xo une factorisation encore de la torme
£

A(X,E) = TT A (X,e)A (X,5)A (X, ¢8)
j=1 J o 0

ou Aj(X,S) est un polyncme de degré m, qui peut toujours se metire sous

la forme

m, . m . .
Aj(x,s) = (5-2,(%) T ray (X)) (g-g (X)) Teira) (X)
‘ J
m, (o .
en posant g,(X)='(—1) J 1a moyenne de racines ré¢elles? notons mj
(respec. m,) le nomhre de racines a partie imaginaire positive (respec.
négative);'on verifie alors que le polynome A+(X,§) défini seulement pour

y >0 se prolonge par continuité a y=0 ou il vaut a la limite

2 +
m .
=\ 20y J Aty
A (X, .7) = szl(g EJ) A (X .E) .
Introduisons les polynomes suivants
0 mJ-k A
X ,g) = N — =1,...,m.: j=1,...,1
Fo (X ®) = (8- 85) 'y (X,.€) k=1,..o,my s j=1,
) s-h A .
E,(X,8) = £° — (X,€) h=1l,...,s .

On a le

Lemme 1 : Les polynomes en £ (ij’Eh’Bj) forment une base des polynomes

de degré sm-1.

En effet, les Bj(g) sont indépendants mod. A+(XO,§) par hypothe-

se et d'autre part les polynomes ij, Eh sont divisibles par A+, enfin

(+) Pour y >0, A(X,E) n'a pas dg racines réelles
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on constate que ces derniers sont indépendants et en nombre m- ..
On déduit de ce lemme 1'inégalité suivante

. 2 : V2
(1) lz, <C Z,ij(Xo.z)] +

) . 2
Eh(Xo,z)l + [BJ(XO,Z)]

: i o
ou l'on a remplacé partout £ par z, €€ et posé z=(z 0’ 2y 1). Leg Ler-

‘) .
mes en ]E}] seront faciles a majorer, par contre c'est pour se dcbarrosser

7

des termes en lF que l'on va utiliser une intégrale du type J. Lndi-

' C.-
1k
quons maintendnt la construction du symbole S qui sera donc construit de

fagon a ce que G (X ,%,2) permette d'obtenir une majoration des termes
X

EFJk]Z, On prend S(X, ’) de la forme ZAﬂ-A; (X,£) ou le symbole Aj est de-
J
fini ci-apres. Notons auparavani que
A.S !\,A', AA‘ A_.KA"',A‘..%
¢ =z6 J=ved P I

d'ou 1l'on déduit facilement que

A LA -
¢ 5(x,2,8) = n6 9 J(X,~,§) (E) (:{A‘T)(E> :
J

A,,A'
ce qui montre qu'il suffira de considérer G JJ

Sakamoto pose

LX) = 2 Irg ¢ 21‘Q(x £) -¢ VTN (x,8) ]

ou A est un parametre > 0, « -”Lm (2m . —J)-—(m —’)(m -1)7] (je n'ai pas com-
pris la raison de ce choix, en dehors du fait que vela marche !) et Ck des
constantes > 0 déterminées par la suite, et enfin

m . ~(°k 1)
(F"E (X)) k =1,...,m

]

Q, (X, %)

[\

m. -
’ <3 - T « O -?_ ’_ J
Q(X,%) = (r-o)(5=E,(X))

En calculant explicitement les expressions GYJ J et GtJ J on constate
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que l'on peut déterminer des constantes C_ de fagon a avoir

k
A A
i - 2 2 2 2 2
Gx (Xo,z,z)zlzm'_'l} +o00t C— -CA (Izm‘_m_‘_1 Fueod lzol )
J J
LA 9
J
G0 (X ,E,8)=C A
ou z) est a la place du monome (E - Eg)k k=0,...,mj-—1,-
d'ou 1'on déduit d'apres la définition des ij
A g
1"y
- . 9 2
Gi’S(Xo,z,z)z Z Z IF‘k(z)lH'C 3 !Z!Z
j=1 k=1 9

S_ s ¢ -
60 (x,,8,8) sca®(eP)m !

ou cette fois z, est a la place du monome Ek k=0,...,m-1.

Enfin, pour contrdler les termes dans ]R++1 on ajoute —g{: , soit finalement
JA
| B Aoy
A' = 8.} 3T

et 1'on fixe maintenant A >0 assez petit de fagon a avoir

GA

2
X —C}»IZI

rA,' -y . 2
(Xo,z,z)EZL |ij|
(2) .
AAY 22 -1
-G T (X8 E) e (5. )"T .

En combinant (1) et (2) en Xo’ puis en utilisant un argument de continuite,
on obtient , pour X dans un voisinage U(Xo) .

A

C Izlszia ! (:X,z,Z) + T lEJ’(X’Z)lg"'Z !Bj(x,z)|2

. - !
c(eZe)™ st (x,g6) .
Ensuite on recolle les symboles au moyen d'une partition de l'unité dans

une région de la forme (K xSn) N(os<y <8) pour un certain &§>0. En prenant

un symbole a(d,y,'ﬂ) de degre zéro dont la restriction a Sn est nulle pour
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Y20 et identique a un pour y Sf/2 on obtient par un raisonnement du type

inégalité de GHrding?

Proposition 4 : Il existe C et To telles que

5 m-1 . 5 9 5
vy |au| + ¥ <0 ou> . <C [|Au] + 2<B, u>_
m-1 j=o % m-1-j,v 0,y j m—l—’rj,'y

2 2
+ Z <E,j u>y_gy lulm-l,y]

pour y 2y .

Plagons-nous maintenant dans la zone ou y2§/2 que Sakamoto appel-
le "zone elliptique". En effet A(X,E) n'a aps de racines réelles et par
conséquent on a A=A . A . En posant Ek(X,g) = gm'“‘kA+ k=1,...,m-u,
on vérifie que les polyndmes (Ek,BJ.) forment une base des polyndmes en £

de degré < m-1. On montre facilement que 1'on a
2 . 2 : 2
Clz|"= 2 |E (X,2)|"+Z |BJ.(X,z)|
c(g%+1)" = [A(x,8) |

d'ou 1'on déduit, en utilisant la technique des problemes elliptiques, la

Proposition 5 : Il existe C et Yo telles que

- g Wl 4 o 2 2
4 u + £ <DY Bu> | <C [|A + Z<B. u>
() [Buly,, B R RLR Claafo § T meT Y2,y
- 2 2 -

+ <Eku>k-],/é,y + |u!m_1’y_,

ou B=1-a et Ty, -
Reste enfin a majorer les termes du type <Eh u>}21 1,y Pour cela
]

on remarque que le polynome A;(X,g) ayant ses racines a partie imaginai-

re strictement négative, 1'inégalité suivante a lieu
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] 9 8 «® . ¢ —
- 2. . - J. 2 1S

f IAO(X,DX)V(X)[ ax >C }J f lew(x)! dx pour ueH (R )

0 j=0 o

. N : . s-h A
et en appliquant ceci a v(x)==Eh(X,Dx)uw=Dx Tz’X,DX) , on trouve, complLe-
tenu du théoreme des traces o
- 2 Cla ]2 2 _
(3) <ﬂ%lu>h-1.y < C \t.u|0’yv+l Imwl,y) k=1,...,s

. 2 ce (lAul®
(5) <%Unk4&‘y—C(|u|my+|ﬂ
D'ou finalement, en combinant les inégalités (3), (4), (3), (3)', on trou

ve 1l'inégalité du théoreme 2.

Signalons pour terminer que Sakamoto démontre dans [7 ] un theore-
me existence en utilisant un probleme transposé mais en se plagant toujours

dans un demi-espace x =2 0.
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(t,x,€) eR™1 (RP-
Brezi
T.sm-1
J

5 .
Ylulm_l’y+ Z<Di‘1

2
Y|u|m_1,y

a(t;X’Y76’Y’T)

(dv')’,r)

. m.
+ay(X) (g€, (x))

racines réelles

>

+ Z<DJ u
X

[\

>

B

O

B
[
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(t,x,8)eR™ " (R™-{0})

Brezis-

a(t,x,y,c,}’,ﬂ)
(c,y,m)

. ) m,-2
+ay(X)(g-5,(x)

racines(‘). Notons

2[(m”(2m.-3
[ (2m -3)

1 my
I =
j=1 k=1
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