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XII.1

Le but de c t= travail est dénoncer  un théorème sur les champs de

vecteurs analytiques et de rappliquer 1&#x3E; deI’ h:r po fB Il i P tic i t il
d’une classe différentiels du second ordre.

ie théorème champs de vecteurs analytiques que nous 

cerons est un cas parti (,u tIPI’ &#x3E; d’un théorème de Nû14a.no Nous donnerons

une démonstration assez simple de ce qui a été alissi démontre

par Zachmanoglou 
°

Ce théorème nous permettra de f- donner t âne t condition 
r i)

’t  LI f &#x3E; pour t que les de la rorme P- X 1 -t-X -F c .  Ù 1 1 --

j = 1 J 
fiant certaines « hypoellJptitil1eS4 Ces opérateurs ont 

introduite et étudiés par 1. , Hërmander qui a donné une condition suffisai)-

te d’hypoellipticite pour Ces opérateurs. Rappelons aussi que Oleinik et

Radkevitch .-1J ont donne une condition y moins restrictive, d’hypoelltpLi-

cité. Nous verrons que les opérateurs dIll8rmar)dcci- à coefficients analyti-

i-i vérifiant une hypothèse supplémentaire naturelle, sont hypoeliipLi-

que s si et seulement , si la condition de normande r est vérifiée. il

NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit l’Ii un ’ ouvert de R . Si A1 et sont deux champs de ’ vec-

teurs dans [2 on définit leur crochet par

sont de classa

On introduit aussi la notation

Soit une ’ famille ’ de champs de vecteurs définis dans O. Pour t.r’.1

Muiti-indice 1== (il,...,ilB)’ Ij E’L on définit le champ de vecteurs At’ 

1 1; ’ ’ 
’ ’ ’ ’ ’ ° 

1
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par : (les champs A. sont de classe Coo)

Définition : On dit que 1’ algèbre de Lie 1,(A engendrée par la famille
1 

engendr’e par la famîlle

de champs de vecteurs (A ), , est de rang k en un point x EO, si 

pace vectoriel engendré par tous les vecteurs A1(x .) est de dimension k.
I o

Théorème : Soit [A une famille de champs de vecteurs à

coefficients analytiques dans Q. Si LA. est de rang k en un point coefficients analytiques dans Ç. Si à 
1 

1 
c

il existe, au voisinage de x , une variété analytique V de dimension k
o

passant par x , telle que les champs Ai sont tangents à V.
o 1

Démonstration : Remarquons de suite que si k = 0 ou k = n, il n’y a ri-n

à démontrer, et dans ce cas le théorème est vrai même si les coefficients
00

des champs A. i sont seulement de classe C . En particulier si n =1, le

théorème est vrai. Nous allons faire une récurrence sur la dimension de

l’espace.

Supposons le théorème vrai, si la dimension de l’espace est

égale à n- 1.

Soit alors une famille de champs de vecteurs telle que

(A. soit de dimension 1 k n au point x . Nous pouvons supposer x =0,100

et les champs Ai développables en série dans un voisinage de 0, ce qui est

le cas si le nombre de champs de vecteurs est fini.

Soit (x.,...,x ) un système de coordonnées. Par un changement de
1. n 

.

coordonnées analytique, nous pouvons supposer que dans un voisi-

nage de 0. 
1

Les champs A, 1 étant analytiques, nous avons

où A, sont des champs de vecteurs, y en les variables (x,...,x ) donc
. n

dans 



XII.3

Il est aisé de voir que l’algèbre de Lie ~d,(A p) est de rang

k-1 en 0.

Donc, d’après l’hypothèse de récurrence, y il existe, au voisina-

ge de 0 dans R une variété V1 de dimension k - 1 telle que tous les

champs A. 1,p sont tangents à Vi .
Prenons alors V = 1-x 0 voyons facilement que les champs de

vecteurs A i sont tangents à V, et V est bien une variété analytique de

dimension k. 

i Le théorème 
2 
est faux si les champs ne sont pas analytiques.

Eii effet soient, dans R , les deux champs

et

Le rang de YA .) est égal à 1 à l’origine. Visiblement il n’y a pas de

. variété de dimension 1 vérifiant la conclusion du théorème.

Nous allons appliquer le théorème précédent c1 
’ 

t.: f d’opérateurs différentiels.

~ Soit P un opérateur différentiel du second ordre de la forme :

défini dans un ouvert 0 de y à coefficients analytiques. Nous supposons

que les champs X X1,...,X ne s’annulent simultanément en aucun point
o r

de Q.

Une condition nécessaire et suffisante pour que P soit hypoellip-

tique dans n est que £(X 0 , x1 ... X r) soit de rang n dans Q.
o 1 r 

’
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Démonstration : Diaprés un théorème de H8rmander [2], si 

est de rang n en toiit point de n , , alors P est hypoelliptique dans ("2.

Supposons que S,(X 0, est de rang t n, en un point Xo E D. On a

k &#x3E; 1, d’après l’hypothèse faite sur P. D’autre part, on peut prendre x o =0.
Il existe une variété V de dimension k telle que les champs

X01 soient tangents à V. En effectuant un changement de coor-

données analytique, nous pouvons supposer que V est un plan. Si (xi Y ... ~ x n)
est un système de coordonnées, supposons que est un système
de coordonnées dans V. 

’

Chaque champ de vecteurs [0, 1, . rl sera écrit

et

alors Z, s’annule 
J

Nous allons montrer qu’il existe une distribution non nulle v

à support dans V telle que P v = 0.

Soit 8(y) la masse unité sur V. Nous cherchons une fonction ana-

lytique u(x) telle que v= 8.u soit :la distribution Dans les cal-

culs 8(y) sera notée 8

mais

Donc on obtient :
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Nous pouvons finalement écrire :

Soit w un voisinage de 0 dans V. Si dans w il y a un champ X. ave c
.J

j E [1,.. ,r} non nul. a alors dans ce voisinage, on a 

.l

&#x3E; 0 pour un indice i [1,... , l{ 1
Il

alors le théorème de Cauclly-Kovalevska donne l’ existence d’une fonction

analytique u telle que 
Si tous les champs X. j E [1, ... , r 1 sont nuls dans alors le

J 
.

champ X 
0 

est non nul dans u.
o

Mais dans ce voi sinage w l’équation devient :
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il existe un indice i tel que a . o dans w., i tel que 
1,0

Donc, dans ce c... aussi, le théorème de Cauchy-Kovalevska donne l’existen-

ce d’une fonction u analytique telle que P(u.ô)= 0.
Donc P n’est pas hypoelliptique dans Q.

: Si les coefficients de P ne sont pas tous analytiques, alors

la condition de H8rmander n’est pas nécessaire d’après un résultat de

0. A. Oleinik et Rakévitch [4]. 

. 

r 
2 . .

Remarque 2 : Soit P = É XÎ+ c. Si la condition de Hôrmander est vérifiée,

nous savons d’après un travail de J. M. Bony qu’on a l’unicité du pro-
blème de Cauchy. La démonstration du théorème nous montre que si la condi-

tion de Hôrmander n’est pas vérifiée, on n’a pas unicité du problème de

Cauchy, si les champs X. ne s’annulent simultanément en aucun point de 0.
J
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