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XTI,

Le but de ce travail e¢st d'dénoncer un théoreme sur les champs do
vecteurs analytiques et de l'appliquer a 1'étude de 1'hypoellipticité

d'une classe d'opératenrs diffdrentiels du second ordre.

lLe théoreme sur les champs de vecteurs analytiques que nous Jpon-
cevons est un cas pavieiculier dA'un théoreme de Nagano [3 ). Nous donnerons
une démonsztration assez -imple de ce thdéoreme, qui a été aussi deémontré

par Zachmanoglou [5 1.

Ce théoreme nous= permetira de denner ane condition nécessatso

»t suffisante pour que les spévateurs de la lorme P ;X?ﬁ-}i SIS T
j=1 0
fiant certaines hypotheses,~ : hypoelliptiyues. Ces opérateurs ont ét¢
introduits et étudiés par L. H8rmander qui & donné une condition suffisan-
te d'hypoellipticité pour ces opérateurs. Rappelons aussi que Oleinik et
Radkévitelh (4] ont donné une condition, moins resirictive, d'hypoellipci-
cité, Nous verrons que les opdérateurs d'HBrmander a coefficients analyti-
ques, verifiant une hypotheése supplémentaire naturelle, sont hypoelizipti-

ques s1 et seulement si la condition de H8rmander est vérifiéde.

NOTATIONS ET DEFINLTIONS

'

. N . . .
Soit 7 un ouvert de M7 . Si A et A, sont deux champs de vec-
=3

1
teurs daus , on définit leur crochet par

T . / o) oY B B Ry 1)
A = AlAz--AzA.1 i A et A sont de classe

Cl.

On introduit aussi la notation

ad A, (AQ) = [A A,

Soit {Ai}i une famifle de champs de vecteurs définis dans Q. Pour te

€3

multi-indice I==(i1,..,,iy), lJ €%, on définit le champ de vecteurs A.
34
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XII.2
par : (les champs A, sont de classe c?)

A. = adA. ...adA, (A, ) .
I 1 o1

Définition : On dit que 1'algébre de Lie £(Ai) engendrée par la famille

3

pace vectoriel engendré par tous les vecteurs AI(xo) est de dimension k.

de champs de vecteurs {Ai}iE » est de rang k en un point x_ €0, si l'es-

Théoreme : Soit {Ai}i_1 p une famille de champs de vecteurs a

s e ey
coefficients analytiques dans Q. Si £(Ai) est de rang k en un point X, € {2,
il existe, au voisinage de X, une variété analytique V de dimension Kk

passant par X, telle que les champs Ai sont tangents a V.

Démonstration : Remarquons de suite que si k=0 ou k=n, il n'y a rien

a démontrer, et dans ce cas le théoreme est vrai méme si les coefficients
des champs Ai sont seulement de classe Cw. En perticulier si n=1, le
théoreme est vrai. Nous allons faire une récurrence sur la dimension de
1'espace.

Supposons le théoreme vrai, si la dimension de 1l'espace est
égale a n-1,

Soit alors {Ai}iél une famille de champs de vecteurs telle que
£(Ai) soit de dimension 1<k <n au point X . Nous pouvons supposer X, = 0,
et les champs Ai développables en série dans un voisinage de 0, ce qui est
le cas si le nombre de champs de vecteurs est fini.

Soit (xl,...,xn) un systeme de coordonnées. Par un changement de

coordonnées analytique, nous pouvons supposer que A = dans un voisi-

1 axl
nage de O.

Les champs Ai étant analytiques, nous avons

o) p o
A, = a, —— Z xy A, !x |‘<x
i i ax1 p=0 1 7i,p 1 1
ou Ai sont des champs de vecteurs, en les variables (x°’°"’xn) donc

3

dans R" -1 .
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I1 est aisé de voir que l'algebre de Lie L(Aj

k-1 en 0.

est de ran

) .
Donc, d'apres l'hypothese de récurrence, il existe, au voisina-

ge de 0 dans Bp-l une variété V., de dimension k-1 telle que tous les

1
champs Ai p sont tangents a Vl'

)

Prenons alors V= ]—xg, x;[val. Nous voyons facilement que les champs de
vecteurs Ai sont tangents a V, et V est bien une variété analytique de

dimension k.

Remarque : Le théoreme est faux si les champs Ai ne sont pas analytiques.

En effet soient, dans Rg, ies deux champs

_ O = o 9o
Ay = 3%, Ay = olxy) 3%,
et 1
T2
e X1 x, >0
: 1
m(x1)=
0 Xy <0 .

Le rang de £(A1,A2) est égal a 1 a l'origine. Visiblement il n'y a pas de

. variété de dimension 1 vérifiant la conclusion du théoreme.

Nous allons appliquer le théoreme précédent a 1'cdtude de " 'hypa.

ellipiicité d'une ! 1sse d'opérateurs différentiels.
Théoreme : Soit P un opérateur différentiel du second ordre de la forme :

L2
P= 2 X,+X +c¢
. o
j=1
défini dans un ouvert () de Ifl, a coefficients analytiques. Nous supposons
que les champs Xo, Xl""’Xr ne s'annulent simultanément en aucun point

de (.

Une condition nécessaire et suffisante pour que P soit hypoellip-

tique dans () est que £(X0, X Xr) soit de rang n dans 0.

IEERRE
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Démonstration : D'apres un théoreme de H8rmander [2], s $(X0,Xl,.n,Xr)

est de rang n en tout peint de (3 , alors P est hypoelliptique dans (.

Supposons que £(Xo’ Xl""’Xr) est de rang k <n en un point X, €C. On a

k>1, d'apres l'hypothese faite sur P. D'autre part, on peut prendre x0==0.
Il existe une variété V de dimension k telle que les champs

Xo, Xl""’xr soient tangents a V. En effectuant un changement de coor-

données analytique, nous pouvons supposer que V est un plan. Si (xl""’xn)

est un systeme de coordonnées, supposons gque (xl,...,xk) est un systeme

de coordonnédes dans V,

Chaque champ de vecteurs X, , j¢ {0,1,...,r} sera écrit

e

k >, n :.
X.=Y.+%Z_ 1 Y.= %a .(x,y) <53 2. = Y a -
i i J o1 1»J( ) o% 4 S R T IR
et
X = (xl,...,xk) y = (xk+1,...,xn)

alors Zj s'annule sur V ;3 j=0,1,...,r.

Nous allons montrer qu'il existe une distribution non nulle v
a support dans V telle que Pv = 0.

Soit 6(y) la masse unité sur V. Nous cherchons une fonction ana-
lytique u(x) telle que v=2068.u soit la distribution désirée. Dans les cal-

culs 8(y) sera notée &

Xj(é.u) = (lel). 5 +u .(zj 8)

mais
n aai.
Z27.8=[- % —5—‘1 (x,0)] 8 .
J i=k+1 9%

Donc on obtient :

] k au n aai. .
X (6u)=6.[ = a..(x,0) S -u T 7;;1 (x.0)7 .
J i=1 *J *i i=k+1 i

X?(é.u) = YJ(XJ(o.u))-+Zj(Xj(6.u)) , soit
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[ k k da

. . ; ol

Y. (X.(8.u) =5. ((,0)———- Ta, p.0)E—-u >: ————i(xo))‘i
] LP 1 PJ “p i=1 1d bxi i=k+1 ]

’ ~ n aa}. k Ju n Jda..
2 (X (u))=-8 (T FPLG,ON Ze ,0)T--u ¥ —a——l )] .
3 p=k+1 %p i=tY i di=ksl 9%

Nous pouvons finalement écrire

k 32 k X 1
Plu.8)=8.] ¥ 6. (.) =%+ 2 0.(x)2E + 5 ()u
pp=1 TP AN,y BTy e
r
eip(X) = .:21 i (x,())ai']. (x,0)
]_
r k n J’a . ,
8,(x)= Z (x, o)—J(x 0)-2( = 5H (x,0)a; & ,0) [+a; (x,0)
j=1{p= 1 pJ p p=k+1l p
52
r k n a n .
8(x)= % £ % a x,) (x,0)+2( z —-a—mu,@f —P-—cx ,0)
© j=1 p=1 i=k+1 PJ o j=1 p=k+1 pek+l p
+ c(x,O)

Soit w un voisinage de 0 dans V. Si dans w il y a un champ Xj avec

J E{l,...,r} non nul, alors dans ce voisinage, on a
8..(x) >0 pour un indice i€ {1,...,k]

alors le théoreme de Cauchy-Kovalevska donne l'existence d'une fonction
analytique u telle que P(u.8)=0.

Si tous les champs Xj je€{l,...,r} sont nuls dans w, alors le
champ X0 est non nul dans w.

Mais dans ce voisinage @ l'équation devient

k
P(u.8)=58. T o, (x) -5??— + 8, (x)

i=1 i
ei(x)-a (x 0)

r

. n da - o n da o .
Go(x)= 2( Z j;gl(X,O»“— by ?Qgﬁ(x,0)+-c(x,0)
j=1 p=k+l1 P p=k+1 p
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il existe un indice i tel que a, 6;40 dans w.

’
Donc, dans ce c¢.: aussi, le théoreme de Cauchy-Kovalevska donne l'existen-
ce d'une fonction u analytique telle que P(u.§)=0.

Donc P n'est pas hypoelliptique dans {}.

Remarque 1 : Si les coefficients de P ne sont pas tous analytiques, alors
la condition de HBrmander n'est pas nécessaire d'apres un résultat de
0. A. Oleinik et Rakévitch [4].

r

Remarque 2 : Soit P= I Xg-+c. Si la condition de HBrmander est vérifiée,
j=1

nous savons d'apreées un travail de J. M. Bony 1] qu'on a l'unicité du pro-
bléme de Cauchy. La démonstration du théoréme nous montre que si la condi-
tion de HYrmander n'est pas vérifiée, on n'a pas unicité du probleme de

Cauchy, si les champs Xj ne s'annulent simultanément en aucun point de Q.
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