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X.1

Dans cet exposé, nous démontrons une extension du théoreme de
Holmgren sur l'unicité du probleme de Cauchy, ainsi qu'un théoreme de quasi-
analyticité qui étend le résultat classique pour les opérateurs elliptiques.
Les méthodes utilixées relevent de la géométrie infinitésimale directe,

apres qu'on ait traduit le théoreme de Holmgren en termes géométriques.

a

¢ 1. NOTATIONS.

Nous considercrons daus toni (et cspond wu opdratenr diffdérentiel P dédlini

. m . o p s
dans un ouvert connexe .2 de R . Nous supposerons toujours que les coeffi-

cients de P sont analytiques. Soit p l'ordre de P et Pp sa partie princi-

pale.
5 a
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Pp(x,F) est un polynome homogene de degré p en £, dont les coefficients
sont des fonctions analytiques de x.

: . . .t . P
Rappelons qu'une surface S de classe C° est dite caractéristique

en un de sc¢s points x,si, en désignant par n la normale en x a S, on a
Pp(x,n)= 0.

Le théoréme de Holmgren peut s'énoncer ainsi (voir [3]) :

Soit u une solution de Pu=0 e% soit S une surface de classe C1
non caractérisitique au point X - Alors, si u est nulle d'un coté de la

surface S, on a u=0 au voisinage de X, -

§ 2. ENONCE DES RESULTATS.

Rappelons que si Ql(x,i) et Qz(x,E) sont deux polyndmes homogenes
en £, a coefficients différentiables en x, on définit leur crochet de
Poisson par :

) . BQl BQ2 8Q2 an
0y (x08) = T 5 - e i
i i i °1i i
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Dans le cas de champs de veciteurs, on obtient la deéfinition classique du

crochet (en identifiant le champ de vecteurs de composantes

3 ¥ N ' » - N L2 a a
al(x)....,am(x) a l'opérateur différentiel 234 +eoota me ,

1

et en lui

associant le polyndme a1€1 toootan %n ).

Définition 1 : Nous appellerons idéal caractéristigque 1l'ensemble des po-

lynomes Q(x,E), homogeénes en £, dont les coefficienis sont des fonctions
de x de classe Cw, tels que Q s'annule sur les zéros réelg de Pp(x,g).

Nous noterons K cet idéal.

Définition 2 : Nous noterons Lie(K) 1l'algebre de Lie engendrde par K.

Pour que R(x,E) appartienne a Lie(K), il faut et il suffit qu'il

s0it somme finie de termes du type :
A(X,’%’)[Ql ’[Q yeee Q. 3"']
1
ou les Qi appartiennent a K.
J
Nous pouvons énoncer les résultats essentiels dc cet exposé.

Théoreme 1 (Quasi-analyticité) : Supposons que Lie(K) possede la proprié-

té suivante : pour tout couple (x,E) tel que E4£0, il existe R apparte-

nant a Lie(K) tel que R(x,g)%:O. Alors, si une solution u de Pu=0 est

nulle au voisinage d'un point, elle est identiquement nulle.

Ce résultat, classique lorsque P est elliptique, est ainsi éten-

du au cas ou, en un sens évident, Lie(K) est elliptique.

Théeréme 2 (Unicité du probleme de Cauchy) : Soit S une surface de classe

Cl contenant X, et telle qu'en ce point, il existe R appartenant a Lie(K)

vérifiant R(x,n)#(h en désignant par n la normale en X, a S. Soit u une

solution de Pu=0, nulle d'un c6té de S. Alors, u est nulle au voisinage

de x .
— "o
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L'énoncé est tout-a-fait analogue a celui du théoreme de Holmgren,
la condition sur S étant vemplacée par la condition moins restrictive ci-

dessus, exprimant que "S est non caractéristique par rapport a Lie(K)".

3. EXE!PLES ET APPLICATIONS.

2o

Avant de passer a la démonstration des théoremes précédents, nous

allons donner quelques applications de ceux-ci.

a) L'exemple type est celui d'un opérateur elliptique dégénéré du

second ordre qui peut s'écrire sous la forme

oo

Pu= X

i

[t B

u-+X011+(:u

-

T

N . o .
ou les Xi sont des champs de vecteurs réels de classe C . Alors, si
Lie(Xl,...,
lyticité.

Xr) est de rang m en tout point, on a la propriété de quasi-ana-

b) De méme, pour un opérateur du premier ordre Pu = X1u+1Xq\1, ou
les champs de vecteurs Xl et X, sont a coefficients réels, si Lie(Xl,Xq)
[ [

est de rang m en tout point, la quasi-analyticité est vérifiée.

¢) Plus généralement, =oient Ql""’Qr des opérateurs différentiels
de méme ordre, tels que pour chaque couple (x,€) avec E%(), il existe R
appartenant a 1'algebre de Lie engendrée par leurs parties principales tel
que R{x,E) #0. Soit d'autre part M(x,yl,...,yr) un polynome homogene en
Yyreeeo¥, dont le seul zéro re¢el est yq= ...=:yr==0. Alors, tout opérateur
différentiel de partie principale M(X’Ql""’Qr) a la propriété de quasi-
analyticité. Si l'hyvpothese sur l'algebre de Lie n'est pas satisfaite, on
peut néanmoins a l'aide du théoréme 2 déterminer les surfaces pour les-

quelles on a l'unicité de Cauchy.

d) Dans le cas ou 1'idéal caractéristique est engendré par des champs

’

de vecteurs XT""’Xr’ nous avons donné dans [1] { 4 des résultats plus

précis qui entrainent les théoremes L et 2 : Si un point X, appartient
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au support d'une solution de Pu=0, et si Z est un champ de vecteurs de
Lie(Xl,...,Xr), alors toute la courbe intégrale de 7Z issue de X, est con-
tenue dans le support de u. Ceci s'applique en particulier en a) et b).
Dans le cas b), ces résultats ont &té également démontrés par Zachmanoglou

(4] qui obtient de plus une réciproque du théoreme 1.

e) Les théoremes 1 et 2 ne fournissent pas de résultat intéressant
lorsque la variété caractéristique (ensemble des € réels tels que
Pp(x,§)=() ) est en chaque point de dimension m-1., En effet, dans ce cas,
1'idéal caractéristique est principal et on a Lie(K)==K. Par contre,
lorsque la dimension est strictement inférieure & m-1 (c'est la cas général
lorsque les coefficients sont complexes, dans le cas réel, c'est une hypo-
these qui élimine entre autres les opérateurs hyperboliques ou de type
principal), les hypothéses du théoréme 1 sont en général vérifides. Pour
qu'il n'en soit pas ainsi, il faut que les coefficients de P et leurs dé-

rivées satisfassent a une infinité de relations linéaires.
§ 4.

Nous allons maintenant introduire les notions de géométrie infi-

nitésimale qui nous sont nécessaires.

Définition 3 : Soit F un ensemble fermé de R' . Nous dirons que le vec-

teur n est normal (extérieurement) a F en un de ses points X, s'il exis-
te une sphere passant par X telle que n lui soit normal en X, et telle

qu'aucun point de F ne lui soit intérieur.

Cette définition va nous permettre de traduire géométriquement

le théoréme de Holmgren par 1'énoncé suivant :

Soit F le support d'une solution de Pu=0, alors, pour chaque point

x de F et chaque normale n en x, on a Pp(x,n)==0.

Le théoreme suivant, que nous démontrerons plus loin, va nous

permettre d'en déduire les théoremes 1 et 2.



Théoreme 3 : Soient Ql(x,g) et Qo(x,E) deux fonctions homogenes en £ et

de classe C1 pour E#(L Supposons que, pour tout point x de F, et pour

toute normale n a F en x, on ait :

Ql(x,n) = Qz(x,n) =0 .
On a alors [QL,QZ](x,n) = 0,

Démonstration des théoremes 1 et 2 :

Seit donc F le support d'une solution u. Nous avons vu que 1l'on
a Pp(x,n)==0 des que n est normal a F en x. Par définition de K, pour
tout Q appartenant a K, on a donc Q(x,n)=0. Enfin, en utilisant le théo-
reme 3, on obtient par récurrence que pour tous les R de Lie(K), on a

R(x,n) =0.

Plagons-nous sous les hypotheses du théoreme 1. Montrons que le
support de u est nécessairement soit vide, soit égal a (. En effet, dans
le cas contraire, on pourrait trouver un point y plus proche de F que du
bord de (). La sphere centrée en y et dont le rayon est égal a la distance
de vy & F rencontrerait ¥ en au moins un point x et le vecteur y - x serait
normal a F en x. D'apres ce qui précede, on devrait avoir R(x,y-x)= 0
pour tout R de Lie(K), tandis que, d'apres l'hypothése, il devrait exister
un R de Lie(K) tel que R(x,y-x)#0. Il est donc impossible que F ne soit
ni vide ni Q lui-méme. Si une solution est nulle au voisinage d'un point,

son support ne peut €tre Q, il est donc vide et on a u=0,

Placons-nous maintenant sous les hypotheses du théoreme 2. Soit
u une solution de Pu=0, soit S vérifiant la condition de 1'énoncé, et
supposons par l'absurde que u soit nulle d'un coté de S, et que x, appar-
tienne au support de u. Sur la normale en X, a S, choisissons une suite
de points X tendant vers X et situés du c6té opposé a celui du support
de u. Soit y, une des projections de x  sur le support de u. Le vecteur
Yo~ % est normal en Ya a ce support. On & donc R(yn, yn-xn)==0 pour
tout R appartenant a Lie(K). Or, lorsque X tend vers X le point yn tend
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vers X ., et la direction de Yo%, tend vers celle de la normale n a S en
X, On aurait donc R(Xo’ n) =0 pour tout R de Lie(K) ce qui contredirait

1'hypothese.

¢ 5. ETUDE DE LA DISTANCE D'UN POINT VARIABLE A UN ENSEMBLE FERME DE
L'ESPACE EUCLIDIEN.

Ce paragraphe et les suivants nous conduiront a la démonstration

du théoreme 3.

4 . . m » . i

Soit F un ensemble fermé de R~ . Nous désignerons par d(x) la
distance de x a F. Dans le cas ou x n'admet qu'une projection sur F, nous
désignerons celle-ci par p(x).

La fonction d est lipschitzienne de rapport 1. Elle est donc dif-
férentiable presque partout. En un point x ou elle est différentiahle si
on appelle y une projection de x, on'voil que d décroit avec une ddérivée
M p 1 . 4 [ 1 : p
‘gale a I dans la direction de¢ y-x. [1 en résulte qu'un (¢! pointl x posse-

de une projeciion unique et gue le gradient de d est le vecteur unitaire
x-plx

w(s) = T Ip(0T

Notre but est de montrer que d possede en un certain sens des
dérivées secondes. Pour cela, nous introduisons une classification des
points du complémentaire de F. Elle repose sur la remarque suivante : si
un point z admet lo point y pour projection, tout point intérieur au seg-

ment joignant z a y admet y comme projection unique.

Nous dirons que x est régulier d'ordre au moins t, (O‘<t‘<l) s'il

existe deux points z et y tels que y soit l'une des projection de z et

que l'on ait x= z+t(y-z). L'ensemble de ces points sera noté Mt'

Nous dirons que x est régulier d'ordre exactement t, (O‘<t‘<l)

s'il est régulier d'ordre t et s'il n'appartient a aucun Ms pour s >1t.

L'ensemble de ces points sera noté Nt'

Enfin, nous dirons que x est singulier s'il n'appartient a aucun

M,. Nous noterons S 1l'ensemble de ces points. Tout point possedant plusieurs

4
projections est singulier.
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Tous ces ensembles sont mesurables. En effet, l'ensemble des
points admettant au moins deux projections distantes d'au moins ¥n est
fermé, et donc, l'ensemble des points admettant au moins deux projections
est mesurable. Sur le complémentaire de cet ensemble, la fonction p(x) est
définie et continue. Or un point x appartient a Mt si et seulement si on a

alx)
1-

a [x+ g (x-p(x))) = £

L'ensemble Mt est donc mesurable, et donc aussi les ensembles

Lemme : L'ensemble S est de mesure nulle.

Remarquons d'abord le fait suivant. Soient zq et z_, extérieurs
[~

a F et y, et y, choisis parmi leurs projections respectives. Posons

1
Xx.=z.+t(v.~z.). On a alors
i i i i

[xl-xol 2 (l—'t)!zl -z

~

2

Cela résulte simplement du fait que z et z, sont situés de part et d'au-

1
tre de 1l'hyperplan médiateur du segment joignant Yy a Yo -

Considérons maintenant l'application qui a un point x de Nt fait

correspondre le point

7z = x*—rT%ET (X- P(X)) .

Cette application est surjective de Nt sur S. D'autre part, d'apres ce qui
précede, elle est lipschitzienne de rapport Y(1-t). L'image d'un ensemble
de mesure nulle par une application lipschitzienne étant de mesure nulle,
si 1'on supposait S de mesure strictement positive, il en résulterait que
les Nt constitueraient une famille non dérombrable d'ensembles disjoints

de mesure strictement positive, ce qui est impossible.
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«
(o

Nous allons prouver le résultat suivant :

Théoreme 4 : Pour tout compact Il disjoint de F, il existe un compact K

contenu dans H, dont la mosure differe de celle de H d'aussi peu que 1'on

veul, et une fonction 6 définie dans tout l'espace, tels que 1l'on ait

- La fonction & possede des ddrivées partielles lipschitziennes

~ En_tout point x de K, on a 6(x)= d(x)

- Chaque_point x de K a une projection unique, et on a

X - X

grad é(’\) = U(X) = x_p(x 1

Pour cela démontrons d'abord le lemme suivant

x_-p(x
Lemme : Soit X, un point de Mt’ et soit u =.~_2_R£_22~ . Il existe une
|x,-p(x,) |

constante C telle que, pour tout point x extérieur a F et pour toute pro-

jection y de x, on ait

ld(x)-'d(xo) -(x—oxo). uO] < Clx - X, 2

et

l i - u ] < C]x‘~x |
X-y o] o!

Si on a 0'<azsd(xn) < b, on peut choisir C ne dépendant que de t, a et b.

Soient y = p(xo) et zo=:x0+»(t/(l—t))(xo-yo). Soit k ne dépen-
dant que de t, a et b, tel que k<<inf(x0—yo, xo—zo). 11 suffit évidemment
de démontrer le lemme pour lx-—xo‘ <k. Dans ce cas, le point y est néces-
sairement situé dans le ménisque sphérique constitué des points extérieurs
a la sphere centrée en z, et passant par Y, d'une part, et intérieure a la
sphere cenirée en x et passant par y, 4'autre part. Ce ménisque sphérique

est vu du point z, sous un angle majoré par C x-—xo‘, d'ou il résulte que

1!
sa plus grande dimension est majorée par Cg|x- xol et que la longueur de
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124
sa projection sur la droite joignant X, avy, est majorée par Cglx-xoi“,
toutes ces constantes pouvant étre choisies de fagon a ne dépendre que de
t, a et b. Les inégalités du lemme expriment exactement les inégalités

précédentes.

Passons maintensu! a la démonstration du théoreme 4. Soit H un
compact disjoint de F. La réunion des ens mbles Mt recouvrant H a un en-
semhble de mesure nulle pres, on peut choizir t assez petit, puis choisir

un compact K contenu dans HNM _, de fagon que la mesure de K differe de

t Al
celle de H d'aus<i peu que 1'on veut.

Rappelons le théoreme de prolongement de Whitney avec conserva-
tion du module de continuité (voir "27) (nous ne 1'énongons que pour les
dérivées premieres, seul cas dont nous ayons besoin) :

Soit, sur un compuct K, la donnde de m+ 1 fonctions f(x), fl(x)

(i= L,...,m) vériliant les relations suivantes j

.

£(3) - £0x) - 7 (v, -x;) £'(x) | sC|y-x| w(|y-x]
ifi(y)"fi(x){ < C ol |y-x]|)

~ . . . -
ol w est une fonctlon continue concave croissante sur [0, , nulle en O.

A m .
> 7 dans R, cofncidant avec f

I1 existe alors une fonection g de classe
(i)

o s . . i
sur K, dont les ddirivées partielles g cofncident avec les f~ sur K et

telle que 1l'on ait
e -6V s e ullyx])

Le lemme ci-dessus affirme exactement que la donnée sur K de
x-p(x
X-pix
t. Le théoreme 4 ne fait qu'ex-

it

d(x) et des m composantes du vecteur u(x) satisfont a ces hypo-

h

theses, avec le module de continuité w(t)

primer la conclusion.
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& 7. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

Soient donc Ql(x,E) et Qz(x,E) homogenes en €, et F un fermé tel
que l'on ait Ql(x,n)==Qo(x,n)==0 pour tout x de F et toule normale n en x
a F, Il faut démontrer que [Ql,Qz](x,n)==0.
Ce résultat est classique lorsque le bord de F est défini par une équation
f(x)=0, ou f est de classe c%. I1 suffit a'écrire Ql(x, grad f(x)) =0
et la relation analogue pour Q2, de différencier ces relations et d'en

’

éliminer les dérivées secondes en utilisant la propriété :

3% 8%

Bxiaxj ijaxi

. C'est cette méthode que nous étendons ici, ce qui expli-

que que nous ayions di préalablement introduire des notions jouant le rdle

de dérivées secondes de la distance de x a F,

Seient K et & obtenus a l'aide du théoreme 4. Posons
h(x)r=% 62(x). La fonction h possede un gradient lipschitzien. elle est
donc deux fois différentiable presque partout, et de plus, les dérivées
partielles secondes ainsi obtenues appartiennent a Lw, et colncident avec
les dérivées partielles secondes au sens des distributions. Comme on a

2%n 3%

axiax‘j axjaxi

au sens des distributions, il en résulte que les fonctlions

2°n __, 2°h
E)xi'ax'_j axjaxi

sont égales presque partout.

Tout point x de K possede une projection unique égale a

x-grad h(x). On a donc en tout point de K :
Ql(x—gradh(x) ;gradh(x))==Q2(x—gradh(x) ; grad h(x)) = 0 .

Or, si une fonction est nulle sur K, et si elle est différentiable en pres-
que tout point de K, sa différentielle est nulle presque partout sur K

(il est évident qu'un point ou la fonction a une différentielle non nulle
ne peut pas étre un point de densité, or d'apres le théoreme de Lebesgue,

presque tous les points sont points de densité). On a donc en presque
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tout point x de K

- 2
3Q . 2Q, i oy o"h
LN BE. T oA By ox,

= 0

e T ’
E. X.
a*’1 e i

la relation analogue relative a Q, el en sommant par rapport a i, on obtient

En multipliant la relation précédente par ( en en retranchant

[Qi,sz(x—gradh(x) ;gradh(x)) =0

presque partout sur K.

Soit enfin X un point de I et n une normale en ce point. Soit
X, un point n'appartenant pas a F, dont la seule projection sur F est X,
et tel que Xy =X, soit proportionnel a n. En choisissant pour compacts
H une suite de boules contenant Xy et de rayons tendant vers 0, les résul-
tats.précédents fournissent une suite de points X5 tendant vers x,, tels

1 ; ’ - =
tels que l'on ait [QI’Q2](yp’ X, yp) 0

en désignant par yp la projection de xp. Lorsque p tend vers l'infini,

yp tend vers X, et on a par continuité
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