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MONOÏDES SYNTACTIQUES
ET FAMILLES DE LANGAGES RATIONNELS

par Jean-François PERROT

Séminaire P. DUBREIL
(Algèbre)
28e année, 1974/75, n° 11, 9 p. 24 février 1975

I. Introduction

Le but de cet exposé est de présenter un des aspects de la théorie des monoides

syntactiques, celui qui traite des classes de langages rationnels que l’on peut dé-

finir par des propriétés algébriques de leurs monoïdes syntactiques. Cette branche
de la théorie est née d’un théorème de’ M. P. SCHUTZENBERGER qui caractérise les

langages dont les monoides syntactiques sont finis, et ont tous leurs sous-groupes
triviaux [9]. La classe de langages ainsi délimitée a fait l’objet d’études appro-
fondies (notamment [4]) , dont J. BRZOZOWSKI a donné ici même un exposé d’ensemble
([1], avec bibliographie). A partir de là, S. EILENBERG [2] a édifié une théorie
générale des correspondances entre classes de monoides finis et classes de langages

rationnels, dont nous nous proposons d’esquisser ici quelques traits.

Signalons auparavant que la théorie des monoïdes syntactiques possède d’autres

axes de développement : ainsi, l’origine de la théorie se trouve dans les travaux

de M. P. SCHÜTZENBERGER sur la théorie algébrique du codage, présentés en 1955 à ce
même Séminaire [~8~ ; cette direction de recherches a donné, et donne encore, de
nombreux résultats (cf. [6] et, en dernier lieu, D. PERRIN [5J).

Ces développements concernant essentiellement les monoldes syntactiques finis, on
s’est attaqué récemment à l’étude systématique des monotdes syntactiques infinis en

supposant le langage L algébrique ("context free" dans la terminologie anglo-
saxonne) : sur cette approche, voir l’exposé de J. SAKAROVITCH [7] ; les difficul-
tés rencontrées dans cette voie mettent clairement en relief l’importance de l’hy-
pothèse de finitude pour les autres chapitres de la théorie.

Nous terminerons donc cette introduction en rappelant, avec les notations néces-

saires, la définition des langages rationnels et le théorème de Kleene.

Langages. - Nous désignons par X un ensemble fini (alphabet, dont les éléments
sont des lettres), et par X* le monoïde libre engendré par X (dont les éléments
sont des mots, l’élément neutre étant le mot vide, noté 1). Un langage sur X est

une partie quelconque de X* .

L’ ensemble ~’~X’~) des langages sur X est muni des opérations ensemblistes
d’union et de passage au complémentaire (appelées traditionnellement opérations
booléennes), du produit AB = (ab ; a E A , b E B) et de l’opération "étoile", à
savoir l’opération unaire qui associe à chaque langage A C X* le sous-monoide de



X* , engendré par A, désigné par A* .

Un langage L est dit rationnel, et on note L E Rat(X*) , s’il peut être obtenu
à partir des sous-ensembles réduits aux lettres de l’alphabet par un nombre fini

d’opérations de réunion, de produit et d’étoile : Rat(X*) est la sous-algèbre de

~’~X’~~ , relativement aux opérations susdites, engendrée par ((xj ; x E X~ ,

Mono Ides syntactiques. - La congruence syntactique d’un langage L C X* , notée

a(L) est la congruence de X* la plus grossière saturant L. On sait que, pour

deux mots quelconques u=v lorsque , pour tout couple

(f , g) E x* x X~ ,

Le monoïde syntactique m(L) est, par définition, le monoide-quotient 

L’homomorphisme canonique 03C6L : X* -> jouit de la propriété universelle

suivante, qui traduit la maximalité de o(L) parmi les congruences de X* satu-

rant L :

Pour tout homomorphisme surjectif 03C8 de X* sur un monoïde M vérifiant

-1 ~, ( L) ~ L , il existe un homomorphisme X de M tel que )( 

Par ailleurs, l’image du langage L dans son monoide syntactique est une partie
disjonctive de i. e, la congruence de la plus grossière saturant

se réduit à l’égalité. Réciproquement, étant donné un mono!de M et une

partie disjonctive P cM, pour tout homomorphisme cp d’un monoïde libre X* sur

M , l’image inverse _ ~ ( P ) est un langage sur X dont le monoide syntactique est

isomorphe à M.

Le résultat suivant, dont la version originale [3J se référait à un contexte
assez différent, a joué un rôle fondamental dans le développement de la théorie des

langages :

THEOREME de Kleene. - Un langage est rationnel si, et seulement si, son monoide

synt act ique est fini.

Exemple 1. - Soit G un groupe finiment engendré, e son élément neutre : pour

tout homomorphisme 03C6 d’un monoide libre X* sur G , le langage admet

G comme monolde syntactique, il est donc rationnel si, et seulement si, G est

fini. Fixons X = (x , y~ ; en prenant pour G le groupe additif Z des entiers

relatifs et 1 , ~(y) ~ -. 1 , on obtient le langage de Dyck :

(w E ~x,y~’~ ; w contient autant d’occurrences de x que d’occurrences de y)

qui n’est pas rationnel ; en prenant G ==~/k ~ 1 , le langage ob-

tenu est formé de tous les mots de longueur multiple de k, qui s’écrit rationnel-

lement ((x , avec le même groupe en prenant cp(x) = 1 et = 0,

le langage rationnel obtenu est formé de tous les mots contenant un nombre d’ occur-

rences de x multiple de k, il s’écrit



Exemple 2. - Toujours sur X = (x , y) , le langage formé de tous les mots qui se

terminent par y, soit ~x , y)* y , a un monoïde syntactique constitué des trois
éléments e (élément neutre), x et y (images respectives de x et de y )

avec pour multiplication x = y = ~2 - ~~ ~

Exemple 3. - Soit R 
n 

le monoïde formé d’un élément neutre et de n éléments

r r 2’ ... ,r n ,avec la multiplication r. 1 
= (i , j = 1 , 2 ,..., n) .

réduit à son élément neutre, est isomorphe au monoide syntactique de X* tout

entier (quel que soit X ) , R 1 à celui de avec X’ ~ X, R2 à celui de

X* X’ (cf, exemple 2 ci-dessus) , mais, pour n > 3, R n ne contient aucune partie

disjonctive et n’est donc monoide syntactique d’aucun langage.

II. Variétés. Théorème d’Eilenberg

1. Approche inductive.

Etant donné un monoide fini M, nous cherchons à décrire la classe des

langages rationnels dont le monoide syntactique est isomorphe à M. A cette fin,

notons, pour une partie P de M :

On a alors

Cette formulation conduit aux deux observations suivantes, dont on trouvera une

discussion en ~7~.

REMARQUE 1. - Soit P une partie disjonctive de M, et choisissons un langage

dans P) . Pour tout langage X’* , on a Lt E si, et

seulement si, il existe deux homomorphismes , et e respectivement de X’* dans

X~ e t de X’~’ d ans X’* , vérifiant L’ = ~ -~ ( L) et L = 8~~(L’~ .

A une transformation près par homomorphisme inverse entre deux monoides libres,

nous pouvons donc nous borner à décrire les langages sur un alphabet X fixé qui

sont de la forme ~P - ~ (P ~ , l’homomorphisme a de X* sur M étant également fixé,

pour les différentes parties disjonctives P de M . Un tel langage s’écrivant

L = U m e P) , nous nous tournons vers la détermination des langages de

la forme (bien que leurs monoides syntactiques soient en général des ima-

ges homomorphes de M et non M lui-même).

Dans ce but, nous noterons, pour une partie A d’un monoide quelconque Q et un

élément q e Q :



On a alors les règles de calcul suivantes :

que nous noterons

pour cp homomorphisme d’un autre monoide Q’ sur Q,

Rappelons qu’une partie P de M est disjonctive si, et seulement si, pour

m’ , m" E M , le fait que pm’ q E P => pm" q E P pour tout couple (p,q) E MxM

entratne m’ = m’~ . Cette propriété de P se traduit, avec les notations ci-

dessus, par le "lemme d’atomisation" [7J :

REMARQUE 2. - Une partie P du monoide M est disjonctive si, et seulement si, on

a pour tout m E M l’égalité

où P désigne le complémentaire de P dans M.

Il suit de là que si L C X* admet I~~ comme monoide syntactique, en appelant o

l’homomorphisme canonique de X* sur M , et en appliquant les règles de calcul

ci-dessus à la partie disjonctive P = tout langage L’ C X* tel que

..1 cp(L’) = L’ est obtenu comme union finie d’intereections finies de parties de
de la forme u / L ’, v ou u ; 1 ’, v avec u v E X’~ .

Nous trouvons donc finalement que tout langage rationnel dont le monoide syntac-

tique est isomorphe à celui d’un langage L donné appartient à la plus petite fa-

mille de langages contenant L et fermée par les opérations suivantes :

- homomorphisme inverse entre monoldes libres ;

- opérations booléennes (réunion, intersection, passage au complémentaire) entre

parties d’un même monoide libre ;

- passage du langage à x/A et à ABx avec x EX.

Soulignons que la famille de langages ainsi décrite contient des langages dont le

monoide syntactique n’est pas isomorphe à M ; la question suivante se pose alors :

Quels sont les caractères communs à tous ces langages, et à leurs monoides syntac-

tiques ? C’est à cette question que répond le théorème d’Eilenberg que voici.

2. Variétés de langages.

Définition (EILENBERG ~2~~. -- On appelle variété de langages rationnels, et on
désigne par f la donnée, pour chaque alphabet X , d’une famille de

parties rationnelles de X* jouissant des trois propriétés suivantes :

- la famille ~(X~’~ est fermée par les opérations booléennes dans ~’~X~) ;



- et x E X entratnent x ; L et L ‘, x E ~ ~X~’ ) ;
- pour tout homomorphisme 11 de 1* dans X~‘ i entraîne

..1~L) E ~~~,~) .
Exemple 1. - La plus petite variété de langages est donnée par f(X*) = (X* , ~~ :

c’est la variété triviale.

Exemple 2. - On démontre = Rat(X*) , la famille de tous les langages
rationnels sur X , définit une variété.

Exemple 3. - Le résultat du paragraphe précédent peut s’énoncer ainsi : La famil-

le des langages, dont le monoide syntactique est isomorphe à celui d’un langage ra-

tionnel donné L , est contenue dans la plus petite variété de langages rationnels

à laquelle appartient L .

3. (Pseudo-)variété de mono Ides finis.

On sait que, pour pouvoir prétendre au titre de variété et, selon le théorème de

Birkhoff, se laisser définir par un système d’équations, une classe d’algébres doit

être fermée par homomorphisme, passage aux sous-algèbres et produit direct illimi-

té.

Aucune variété non triviale n’est donc formée que d’algèbres finies, c’est pour-
quoi nous appellerons pseudo-variété une classe d’algèbres fermée par homomorphis-
me, passage aux sous-algèbres et produit direct fini.

Ainsi, les monoides finis constituent une pseudo-variété de monoïdes.

Dans ce qui suit, il ne sera plus question que de pseudo-variétés de monoïdes

finis ; afin d’alléger le discours, nous les appellerons variétés de monoides finis,

par abus de langage.

Avant d’énoncer le théorème d’Eilenberg, formulons quelques observations faciles
à vérifier qui établiront une partie de la correspondance entre variétés de langa-
ges rationnels et variétés de monoides finis. Suivant l’usage, nous dirons qu’un
monoide Q divise un monoide Q’ lorsque Q est image homomorphe d’un sous-
monoide de Q’.

- Pour deux langages quelconques L ~ L ~ X~ , le monoide syntactique 
divise le produit direct x quant au passage au complémentaire, on a

= 

- Pour X# et x E X , L) et x) sont images homomorphes de

- Pour ~~n homomorphisme ? entre monoides libres, ~ ~~~L) ) divise 

On a donc le résultat suivant : 
’

Etant donné une variété de monoïdes finis m , désignons par (m) la famille de



tous les langages dont les monoides syntactiques appartiennent à Alors
est une variété de langages rationnels.

4. Théorème d’Eilenberg.

Soit S une variété de langages rationnels. La famille des monoides syntactiques
des langages de f ne forme pas en général une variété de monoides finis, même en

prenant sa fermeture par isomorphisme, comme l’indique le comportement des monoïdes

R , pour n > 3 (cf. Exemple 1.3). Nous considérons donc la variété engendrée par
cette famille de monoïdes, à savoir la plus petite variété de monoides finis la

contenant , que nous désignons par Jt!(E) . ,

THEOREME Pour toute variété de langages rationnels f et
toute variété de monoïdes finis m , on a les égalités :

et ~( ~(~) ~ ~ ~ .

A chaque variété de langages rationnels correspond ainsi une variété de monoides

finis, et vice-versa.

Exemple 1. - Si f est la variété de langages triviale, est constituée

par des monoides triviaux, réduits à leur élément neutre.

Exemple 2. - Si m est la variété de tous les monoides finis, est égale
à Rat, la variété de tous les langages rationnels.

III. Variétés de langages normales. Problèmes de fermeture

1. Variétés normales.

Etant donné une variété de langages rationnels 2 , nous dirons qu’elle est nor-

male si, pour tout alphabet X , la famille contient des langages sur X

"les plus simples", à savoir les singletons (x) pour x EX. Ainsi, la variété

triviale n’est pas normale.

Il est par ailleurs naturel de dire qu’une variété de langages E est fermée par

produit (resp. par étoile) lorsque, pour tout ~ , L et L~ E ~(X~) entratne

L Z L 2 E ( resp. 1 E entratne L~~ E De la définition même des

langages rationnels suit alors l’observation suivante :

Rat est la seule variété de langages normale qui soit fermée à la fois par

produit et par étoile. 

2, "Variétés à groupes" de monoides finis.

Soit g une variété de groupes finis, i. e. une variété de monoïdes finis formée

exclusivement de groupes (on sait que tout monoide divisant un groupe fini est lui-
même un groupe fini). Les monoides finis, dont tous les sous-groupes appartiennent



A

à ~ , forment eux-mêmes une variété de monoIdes, que nous noterons

PROPOSITION (SCHUTZENBERGER [9]). - Pour toute variété de groupes finis 8 , la
variété de langages ~~~) est normale et fermée par produit.

La plus petite variété de ce type est obtenue en prenant pour 9 la variété des

groupes triviaux : elle est formée des monoïdes finis M vérifiant l’une des trois

conditions équivalentes suivantes :

- tous les sous-groupes de M sont triviaux ;

- la relation de Green ? est réduite à l’égalité sur M ;

- il existe un entier K tel que, pour tout m E M , on ait mK .
En raison de cette dernière propriété, de tels monoides sont souvent appelés apé-

riodiques, et nous désignerons par a la variété en question.

THEOREME (SCHUTZENBERGER [9]). - Le monoide syntactique d’un langage L ~ X* est

fini et apériodique si, et seulement si, L peut être obtenu à partir des lettres

de X par un nombre fini d’opérations de réunion, de passage au complémentaire et

de produit.

COROLLAIRE. - est la plus petite variété de langages normale fermée par

produit.

Exemple 1. - La variété de Simon (cf. ~ 1 ~, ~ ~1~), dont les monoides sont caracté-
risés par la propriété que deux éléments engendrant le même idéal bilatère sont né-
cessairement égaux (la relation de Gréen d est ainsi réduite à l’égalité, d’où

l’appellation de "monoides ~..triviaux’~) , et dont les langages sur un alphabet X

sont les combinaisons booléennes de langages de la forme

est strictement contenue dans 03B1 , car la relation de Green  est plus fine que
d , aussi n’est-elle pas fermée par produit ainsi qu’on le vérifie en observant

que, pour X = (x , y} , le monoïde libre X* tout entier (monoide syntactique
trivial) et l’ensemble y~ = n > l) = X* n X~~ xX* (monoide syntactique
constitué d’un élément neutre, d’un zéro et d’un troisième élément idempotent,
image de y ), font partie de la variété de langages, cependant que leur produit
X* y+ = X* y en est exclus puisque son monoïde syntactique, isomorphe à R (cf.
Exemple I.2), possède une ~..classe où figurent à la fois l’image de x et celle

de y.

Exemple 2. - La "dot-depth hierarchy" permet de classer les familles de langages
apériodiques (i. e, dont le monoide syntactique est dans t~ ~ suivant le nombre
d’opérations de produit nécessaires à leur confection (cf. 



3. Le problème de l’étoile.

Une variété de langages normale fermée par produit (en particulier une variété à

groupes ~(~~ ~ , distincte de Rat, n’étant pas fermée par étoile, un des chapitres

les plus intéressants de la théorie étudie "ce qui fait que, pour certains langages

L d’une variété £ , le sous-monoide L* ne fait plus partie de f "y plus préci-

sément, pour f = () , quels sous-groupes apparaissent dans le monoide syntacti-
que Dans ce but, on fait souvent l’hypothèse restrictive que L engendre

librement L* : cette hypothèse permet d’obtenir des résultats précis que l’on

cherche ensuite à généraliser ; on dit alors que L est un code y et ce cheminement

rejoint tout droit la problématique originelle (théorie du codage) que nous avons

mentionnée en I , Un exposé complet de cet aspect de la question nécessitant des

développements assez longs, nous nous bornerons ici à présenter un résultat récent

de SCHUTZENBERGER.

Soit L* un sous-monolde rationnel de X* , son monolde syntactique, et P

l’image de L~’ dans M . P , étant un sous-monoide du monoide fini M, contient

au moins un idempotent , et par conséquent rencontre au moins un sous-groupe de M .

De plus, tout sous-groupe H de M qui rencontre P est coupé selon un sous-

groupe K = H n P . Par ailleurs, relativement à une variété 8 de groupes finis ,

tout groupe G admet un noyau

et on a

= (e) si, et seulement si, G E  .

Supposons maintenant que le langage L générateur de L* est rationnel et ap-

partient à la variété E(8) : dire que L* appartient également à se tra-

duit par Ker (H) = ~e~ pour tous les sous-groupes H de t~i ~ d’où trivialement

H n P pour tout sous-groupe H de M qui rencontre P . La réciproque
est moins facile à établir. 

,

THEOREME (SCHUTZENBERGER !110 ]). - Sous les hypothèses ci-dessus, si L* n’ appar-

tient pas à () , pour l’un des sous-groupes H de M rencontrant P au moins,

le noyau Ker (H) n’est pas contenu dans H n P .

COROLLAIRE. - Si L* n’apartient pas à () , l’un au moins des sous-groupes
de M qui rencontrent P n’ est pas dans 8 .

Par exemple, une condition suffisante pour que L* ne sorte pas de la variété à

groupes de L est que tous les sous-groupes de M rencontrant P soient triviaux,

cette condition n’étant nécessaire que si L est apériodique. Notons à cet égard
que le langage générateur L peut être "inutilement compliqué" par rapport à L* ,
si bien que L* peut appartenir à une variété à groupes plus petite que celle de

L (par exemple, être apériodique sans que L le soit). Mais si on choisit pour L
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le système générateur minimum de L* , i. e. si L = (L* - (l)) - (L* - (l)) ~ il
est clair que L appartient à la même variété que L* .

COROLLAIRE. - Si tous les sous-groupes de M rencontrant P sont triviaux, la

plus petite variété de groupes 
finis 8 , telle que le système générateur minimam

de L* appartienne à ~(8) , est engendrée par les sous-groupes de M.
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