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(Algdbre) .
28e annde, 1974/75, n° 27, 5 p. 2 juin 1975

SUR IE NOMBRE DE GENERATEURS DES IDEAUX A GAUCHE
D'UNE ALGEBRE DE WEYL

par Massoud MALEK-SHAHMIRZADI

(d'aprés T. Stafferd [8])

Scit k wun corps commutatif de caractéristique O . On appelle algdbre de Weyl,

1'algdbre An(k) s définie par 2n générateurs Py 24y 2 Py s Oy 2eees D 9 Q o
et les relations [pi ’ qj] = 513'1 (ot aij est le symbole de Kronecker)

[Pi » b, = [qi ’ qj] =0 (od [x,y]=xy -yx ). L'algdbre An(k) est quasi
simple 21. e. sans idéal bilatdre propre), de centre k , noethérien a gauche et &
droite ([1], chapitre 4) intdgre ; sa dimension de Krull est égale & n (cf. [2]),
ainsi que sa dimension homologique globale,

T. STAFFORD et ROBSON ([6] et [8]) viennent de démontrer, entre autres, que tout
module projectif de type fini sur An(_k) » dont le rang est > n , est libre, et
que tout idéal & droite (resp. & gauche) de An(k) posséde n + 1 générateurs, Le
but de cet exposé est de présenter le second de ces résultats,

Soient A un anneau, M un A-module & gauche. On note F(M) l'ensemble des
couples (K ’ N) » o0 K et N sont des sous-modules de M , et N g K . On pose:
FC(M)={(K » N) e T(11) tel que K/N est artinien}
Ty (={(&,M)er(1) , 3 KZK 2. 2K, 200 2N el que (koK JeU T (0} .

Définition 1 (ef. [2], [5]). - La dimension de Krull de M (en abrégé K-dim M)
est (si elle existe) le plus petit entier n tel que Fn(M) = (M) . On pose

K=-dim(0) = -1 ,

La dimension de Krull de A est la K-dimension du A-module 2 gauche As

PROPOSITION 1 (cf. [2], [4]). -

(a) On a K=dim M = sup{K-dim N 4, K dim M/N} pour tout sous~module N de M,

(b) Si A est un anneau semi~premier, et si Kedim A = n , alors A admet un
anneau de quotient,

Définition 2 [5]. - Soient M un A-module, et P un entier >0 , Le module M
est dit pecritique si K-dim M = p et si, pour tout sous-module N # O ,
K-dim M/N <*p .
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PROPOSITION 2 (ef. [3]).

(a) Tout sous-module d'un module p-critique est p-critique.

(b)'§i K-=dim M < ® 4 le module M posséde des sous-modules critiques.

PROPOSITION 3, - Si M est un A-module noethérien et K=-dim M= p , il existe

une chafne finie de sous-modules

= c c < =
O NO Nl see Nn M ?

telle que Ni+1/Ni (1 =0,y vee s n) est un A-module monogdne et critique.

Preuve, = On utilise la proposition 2 (b) et 1'hypothése noethérienne,

Définition 3. - Soit M wun A-module noethérien, et K=dim M = p ., On définit la
longueur de M (en abrégé : lomg M ) comme la borne inférieure des longueurs des

chatnes de sous-modules définies dans la proposition 3.

LEMME 1o - Soit D un A=-module avec K-dim D =n . Soit C un sous-module p-

critique de D avec p < n , et tel que D/C soit monogéne. Si la suite exacte

(1) 0 =—>C ==>D —=> D/C ==> 0

n'est pas scindée, il existe un sous-module D! de D' monogéne,tel que

K-dim D/D' < p .
Preuve, = Par hypothése, il existe a € D tel que D =C + Aa et, puisque la
suite (1) n'est pas scindée, Aa n C # (O) « Posons D' = Aa ; on a
K-dim D/D' = K-dim C/(C n Aa) < p
puisque C est p-critique.

Définition 3. - On dit qu'un A-module M est compldtement fiddle, s'il n'est

pas nul et si, pour tout sous-module N, N#M, N#0,0na
AnnA(M/N) = AnnA(N) = (0) .

En particulier, sur un anneau quasi-simple tout module non nul est compldtement
fiddle. '

LEME 2, - Soit M un_ A-module noethérien et complétement fiddle. On suppose

que K-dim M = n < K=dim A < » « 81 C est un sous-module de M tel que M/C est

monogeéne, il existe un sous-module monogéne D de M tel que K-dim M/D <n.,.

Preuve, - On raisonne par récurrence sur la longueur Do de C ., Si Oy = 0,
alors C = (0) , et il suffit de prendre D =M , Supposons le lemme démontré pour
tous les couples (M' , C!') , C' ¢ M? » K=dim M* <n , M' compldtement fiddles
et noethériens, M!'/C' monogdne, et long(C!') < m, - 1 . Par définition de la lon-

gueur de C 4 il existe une chatne :

C=Cy>0C ooy, = (o) ,
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oh C i/Ci 4 ©stun A-module monogdne et critique. Posons m =1, - 1 « Alors

(M/Cm ’ C/Cm) vérifie 1'hypothdse de récurrence.

Donc il existe un sous-module monogéne D'/Cm tel que Ke~dim M/D' <n, 5ila

suite exacte
— —> D! —=> D! —
(2) 0 =>C =—>D >D/cm > 0
n'est pas scindée, il existe, d'aprés le lemme 1, un sous-module monogtne D" tel
que K=-dim D'/D" < n , D'ol
K-dim M/D" = sup{K-dim D!/D" , K~dim M/D*} < n .

Btudions le cas ou la suite (2) est scindée. On a alors D" =D!/C o ®Cp 5 puis=
qu'il est monogdne, D'/Cm est isomorphe &4 A/J , ou J est un idéal A gauche de

A , nécessairement non nul car
K—~dim A > K=dim M > K=dim Cm .

Puisque Cm est un sous-module non nul du module compldtement fidéle M , on a
JoC # (0) , donc il existe c € ¢, tel que AnnA(c) P J o Soit D" = D'/Cm@Ac ;
alors D"=A/J®A/I,oh I=am(c)={yehr,y=0}.0na

K-dim(D'/D") = K~dim(C m/Ac) <p
puisque Cm est p-critique. Considérons la suite exacte bien connue
0 =—> A(I nJ) &> ((-%—) ® (i})) = D" > A/(I +J) =>0 .

Puisque A/I = Ac est p-critique, on a K~-dim(4/(I +J)) <p . Posons Im =D ;
alors D est un module monogdne, et K-dim D"/D < p . Il suffit alors de remarquer

que :

K-dim M/D = sup{K~-dim D"/D , K~dim M/D"}

K-dim M/D" = sup{K-dim M/D' , K=dim D*/D"} ,

De la seconde de ces égalités, il résulte que K-dim M/D" < n , et de la premidre
que K=dim M/D<n .

THEOREME, - Si M est un A-module noethérien compldtement fiddle, et
K-dim M = n < K=dim A < » ,

alors M peut &tre engendré par n + 1 éléments.

Preuve, — Puisque M est noethérien, il posséde un sous-module maximal N et,
par suite, M/N est monogdne. le lemme 2 prouve alors l'existence d'un sous-module
, tel que K-dim M/D1 =n,
sonnement précédent, et en utilisant 1'hypothdse noethériemne, il existe une chalne
finie

monogdne D <n . En appliquant & M/D1 s ete. le rai-

OCDICchoo.CDrCM’ rsn’

dont chaque facteur est monog®ne. Donc M peut 8tre engendré par r + 1 &<n + 1
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élémentse.

PROPOSITION 4. — Soit A un anneau semi-premier tel que K-dim A=mn . Si I
est un idéal 3 gauche de A , il existe c € I, tel que K-dim I/Ac <n .

Preuve. = Si I est n-critique, ou bien si I est monogdne, ou bien si

K=dim I < n , le résultat est évident.

Supposons donc que K-dim I =n . Puisque 1'anneau A admet un anneau de quo-

tient, 1'idéal I n'est pas nilpotent. Donc il existe ¢ € I tel que
ammy(c) n I = (o)
Considérons la suite :
I2Tc2 %2 «0e 2 I 2 .

Puisque K=dim I =n , il existe m € N tel que
m

o]
m+1

K=dim <n .

Ic
. . m, m+]l . . s . m
De 1'isomorphisme Ic /Ic '~ = I/Ic (induit par la multiplication par ¢ ) ré-
sulte alors que K=dim I/Ic <n . Commne Ic & Ac , on a K-dim I/Ac < n . I1 suffit
d'appliquer le théoréme & M = I/Ac et & K-dim I/Ac = n, Egn=1.

by

COROLLAIRE. = Soit A wun anneau quasi simple, noethérien & gauche, tel que
K-dim A =n . Tout idéal & gauche I de A peut 8tre engendré par n + 1 élé-

ments.

Preuve, = D'aprés la proposition 4, il existe ¢ € J tel que K-dim(I/Ac) = p<n .
Le A-module I/Ac est noethérien et compldtement fiddle, de dimension de Krull
p<n=K-dim A . D'aprds le théordme, I/Ac peut &tre engendré par p + 1 616~
ments. Donc il suffit de n + 1 éléments pour engendrer I ,
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