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Séminaire P, DUBREIL 22-01

(M1gdbre) .
28e année, 1974/75, n® 22, 9 p. 28 avril 1975

COMPORTEMENT DES By DE BASS
DANS LES EXTENSIONS PLATES

par Michel PAUGAM

Tous les anneaux coneidérés sont commutatifs unitaires et noethériens. Un homo-
morphisme d'anneaux met en correspondance les éléments unités. Tous les modules

gont unitaires,

RESUME. - Si ¢ ¢ A =>B est un homomorphisme local d'annesux locaux A et
B, tel que B soit plat sur A , et si k désigne le corps résiduel de A , on
étudie ici des cas particuliers ou, étant donné un A-module M , on a pour les in-

variants My relatifs aux idéaux maximaux, la relation :

Bg k
ip(M @, B) < 1) uy t (B, ¥) .

1+3—n Bi

Oe¢ Introduction.

0.1. Définition ([2], §2). - Soient A un anneau, M un A-module ; on appelle

résolution injective minimale de M une suite exacte

O ——> M —_—> EO(M) — LN ] Ei+1(M) - ees
ou, pour tout i >0 , Ei(M) est une enveloppe injective de ker d, -

La décomposition de E (M) en somme directe de modules injectifs indécomposables

permet de définir les p (p » M) par 1'équation

E (M) =6EpeSpec(A) ui(p » M).E (A/p) ’
ou pE désigne une somme directe de g copies de E , et E (A/p) 1'enveloppe
injective de A/p .

Oe2. Propriétés des , de Bass ([2]s §2). - Soient A un anneau, p un idéal
premier de A , et M un A-module ; alors :

0se2¢1 ¢ 31 S est une partie multiplicative de A et si pnsS = [/ pour
tout entier i , on a

Mi(p ? M) = Mi(s-l p o S—l

0.2.2 ¢ py(p s M) = dm () ExtfX (k(p) » Mp) » ob k(p) = Ap/pAp .

En particulier, si M est de type fini, “i(p y M) < + o quel que soit p et
i>0.,

M) .

0.2.3 2 31 x€ p n'est diviseur de zéro ni dans A ni dans M , peur tout
i >0, o0na

B (T T I S
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0e3. Définition ([12] 1-4).~Soit A un anneau local de radical m . Soit M un
A=-module de type fini non nul, on appelle profondeur de M , et 1'on note profA M,
1l'entier défini par

profA M=inf {ie XN ; uﬁ(m » M) #£0} .

0.4, PROPOSITION ([2] 3-3). - Soient A un anneau local, et M un A-module de

type fini non nul de dimension injective finie, alors on a

profA Mg dim, M g di

N " M et dlA M= profA A,

(di M désigne la dimension injective de M , et dim M 1la dimension de Krull,)

A
le Sur les d'un produit tensoriel de modules.

lel, IEMME, - Soient A et B deux anneaux, ¢ ¢ A —> B un homomorphisme, et

F un Bemodule muni d'une structure de A-module plat par ¢ « Si u: M—>N

est un homomorphisme essentiel de A-modules, alors u® 1F H MJgA F o> N<gA F

egt un homomorphisme essentiel de B~-modules,

Preuve. = D'aprés [9] (th. 1.2 (iii)), il existe un ensemble ordonné filtrant I
et un systdme inductif de A-modules libres de type fini Fi (i€ I) tel que

F=1im F, en tant que A-module,
——

i
D'aprds [5] (lemme 2, p. 358), M @Q F, —>N®, F; est A-essentiel, Vi€ I;

il en est donc de méme du A-homomorphisme
lin(M® F,) —> 1114(1\1@ F,) par [1] (Th. 1.1 (5)),

et comme le produit tensoriel commute aux limites inductives, on en déduit que
ue 1F est A-essentiel, Mais puisque u® 1F est de plus B-injectif, u® 1F

est aussi B-essentiel,

l.2. PROPOSITION, -~ Soient A EE. B deux anneaux, M un A-module, F un B-

module, et ¢ : A —> B un homomorphisme tel que F soit un A-module plat,

Alors, pour tout idéal premier q de B, 8i p = m-l(q) » ON a

ug(q » M ®, F) = ué‘(p ’ M)-ug(q » F/pF)

Preuve., = Appliquons (1.1) en prenant pour N une enveloppe injective EA(M) du
A-module M ; l'homomorphisme canonique de M ®) F dans EA(M) ®, F est alors B-
essentiel, On a donc, par [5] (prop. 8, p. 359) un isomorphisme de B-modules

E(te, F) ~E (8, (M) o, F) ,
et en particulier, pour tout p € Ass I,
B (4/p @, F) ~EL(E,(4/p) 8, F) .

En écrivant alors les décompositions de E,(M) et des E,(F/pF) en injectifs
indécomposables (0.1), et compte tenu de [ 3] (chapitre IV, §2, n® 6, lemme 1 et
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théordme 2), on obtient la décomposition

1 Ay -1 B -1
B0 o, F) = oenss, (e, P) bolo () » Meug(q » /o (a).F).Ep(B/q)
et la formule annoncée qui améliore les propositions 1 et 2 de [7].

1.3. Remarque, = Sous les hypothéses de la proposition (1.2), on a aussi
B A B,k (p)
bola s H®, F) = ui(p » Mep, (q.B®, k(p) » F®, k(p)) »

ol k(p) est le corps résiduel de Ap . En effet, en vertu de (0.2.1), il suffit

de prouver que

B B_/pB
poq(q.Bq ) Fq/qu) = uoq q(q.Bq/qu ) Fq/qu) ’

mais 1l'homomorphisme Ap —~> B déduit de. ¢ étant local, il suffit d'établir 1la

relation lorsque A et B sont locaux d'idéaux maximaux respectifs m et n

avec m-l(n) =m . Or 1'isomorphisme de (B/n)—espaces vectoriels
Homp(B/n » F/mF) = Homy/ »(B/n » F/mF)
implique

2B s ) = W2/ s TE) par (0.2.2).

2, Sur le . d'indice egal a la profondeur, d'un produit tensoriel de modules de
type finio

2.1, IEMME, - Soit A un anneau local d'idéal maximal m ; soit M un A-module

de type fini non nul de profondeur n > 1 . Soit x un élément de m non diviseur

de zéro dans M , alors on a :

WMEhfan s W) = b Gy W) = e, )

Preuve., — La deuxidme égalité est connue ([11], IV. 13 et 14) ; établissons la
premidre, Soit € = (X oee s xn) une IM-suite maximale de A ; posons A'=ﬂ/xA ’
M =M/xM , k = A/m . On a un isomorphisme de k—espaces vectoriels

Hom ,(k » M/EM) -=> Hom (k » M/eM) .
Par suite, dim_ Extn "Lk, ut) = dim_ ExtX“i(k » M') par [11] (V. 13, prop. 5),

et finalement

WM/ W) = G, W) par (0.2.2)
La proposition qui suit généralise (1.24) de [8].
2.2. PROPOSITION, - Soient A et B deux anneaux locaux d'idéaux maximaux res—

pectifs m et n . Si M est un A-module de type fini non nul de profondeur m ,
81 N est un B-module de type fini non nul plat sur A , et si N'®1 k est un

(B®A k)-module de profondeur n , alors M(@A N est de profondeur m + n , et

l'on a
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Bok
B A A .
bp (0 s He, W) = pplm s Wap © (W8, Ny k) o

Démonstration. — D'aprés [6] (6.3.1), on sait que profB(M ®, N) =m+ n ., Rai~-

sonnons par récurrence Sur p = profB(McgA N) .

108i p=0, alors prof M= prof(N® k) =0 , et la formle de la remarque

(1.3) dans le cas local donne le résultat voulu.
20 Si p >0 , supvosons la formule vraie & l'ordre p = 1 .

(a) Si m>0 , soit x € m un élément MN-régulier, et posons A' = AZA
B! = B/xB , M! =M/xM , N! =N/xN ; on a
' = t =
B'@, k=B® k et N'®, k=Ng k.
La suite exacte O —> M —X2-5 M —=> M! —> 0 (od x. désigne la multiplication

par x ), donne, puisque N est A-plat, la suite exacte :

Xe

0 —>MQ®N >M@N—>M'Q®N~>0.,

Donc x est aussi (M ®@N)}-régulier et, de plus,

It | -

' ®,, N -.(M®A N)/x.(M@A N) .
Comme

prof , M' =m = 1 , profB,(M' 2N Nt) = profB(M® N) -1

A.'
et

prof (N 2, k) = prof (N@ k) =n,

? |
B'®, .k By k

1'hypothése de récurrence appliquée & A' , B' , M!' , N' donne
B! B'®

Hmyne1
avee m' = w/XA » n' = n/xB . Comme n'/m' B! = n/mB , d'aprds le lemme (2.1), on

peut écrire

k
] ]
(n' y M! ®A’ N') = uﬁ_l(m’ ’ M’)op. A (l’l'/m' B , N! ®A' k)

wo (n s g, W) = b, W), (/B W, X) .

(b) Si n =prof(N® k) >0 , soit y € n un élément (N R k)-régulier,
alors y est N-régulier d'aprés [8] (1.23), et N!' = N/yN est un A~module plat.
La suite exacte

0 —>N -Lo> N —> N' —> 0
donne les isomorphismes
(Mo, M)/(y(ue, ¥)) =Me, N' , (e, k)/(y(N®, X)) =Nt®, k
et montre alors que y est (M ®, N)-régulier. On a alors
profB(M ®, Nt) = profB(M ®, N) -1, profng(N' ®, k) = profB&k(N ®, k) -1,

L'hypothése de récurrence montre que la formule est valable pour A, B, M et
Nt ;3 cl'est-d-dire :
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B

B@
Ppin— l(n ’ M®A n!) = (Y’l ’ M)-]J. (H/HB s N? ®A k) ’

mais
B,k Bg k
A _ A /m B 1\_ B
oy GE V@ W=, T GE o Ve k) et (e, Mo W)= (0, He, N)

d'aprds (2.1), ce qui prouve la formule annoncée.

3¢ Sur les by de BASS d'un module obtenu par extension plate des scalaires.
RO 2R R e DI T BIGNT UGS Scatalres

s .

Tous les anneaux considérés dans cette dernidre partie étant locaux, si A est
un tel anneau et si M est un A-module, nous notons uﬁ(M) ou ui(M) le py

relatif & 1'idéal maximal de A .

3e1. PROPOSITION, - Soient A et B deux anneaux locaux, soit k 1le corps ré-
siduel de A , et ¢ : A ~—>B un homomorphisme local tel que B soit plat sur

A o Soit M un A-module de type fini non nul, de profondeur m et de dimension

injective finie m+ 1 , alors, pour tout n>m+ 1 , on on a

B A B?Kk Bg k
un(M ®, B) “’m(M)'“'n-m (B 8, k) + “m-+1(M) oM e 1<B N k) .
Démonstration., — Soit I 1le corps résiduel de B . D'aprds [4] (84 (2), Pe 345
et §5 (2)4, P. 349), 1le changement d'anneaux B —> B(&A k donne naissance & la

suite spectrale ayant pour terme initial et pour limite :

Dsq _ D q n
B’ = ExtB@ k(L , ExtB(B® ky Mg, B)) = ExtB(L » Mo, B) .

Du fait que B est plat sur A , on a un isomorphisme de Bemodules :
1 o~ q
Extz(B®, k , N @, B) Bxt, (k , 1) ®, B .

Gréice & la propriété (0.2.2) des by » On déduit de ces relations les isomorphig-

mes de ILe-espaces vectoriels :

w (M) .y (Bek) (MeB)
Eg’q ~1 4 P et Extg(L » M@ B) ~1'n .
Comme profA M=m et diA M=m+ 1, 0na Eg’q =0 pour q#m, m+ 1
d'aprés (0.2.2) et (0.3). Pour tout n >m+ 1, onadonec ENY g pour

2

B-u#m, m+ 1 et par suite ([4] XV, prop. 5.1), pour tout n >m+ 1,
Wyn-~u
B’ =0 pour u#n-m-1,n-mn. Laproposition (XV, 5.5) de [4] donne

alors la suite exacte
0 —> EZ"m’m _— B > Eg"m"l'm*l —>0 .

Il en résulte que, ppur n>m+ 1 ,

N~ ym Newllew] 9 M- 1

uﬁ(Mqa B) =dimLHn=d1m.LE + din B .

Afin de comparer les termes EOo aux termes E2 » rappelons les deux résultats
suivants([4] (5.2) et (5.2a), page 325) :

3.2, IEMME, - Soient r et s des entiers tels que r < s +oy sl Ei'v =0

POUr W +V =p+q=-1, p=s<ugp-r, alors on a un monomoxrphisme
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gP?4 __5 gP*G
] r

. UV
3.3. IEMME. - Soient r et s des entiers tels que r<sg+ . Si Er' =0

pour u+v=p+q+1, p+rgu<p+s et side plus s est fini ou si la

s . P
filtration est faiblement convergente, alors on a un épimorphisme Ei'q — ES’ 4,

En-—m-—lpm"'l et EI;-.m—l’m-!-l ; appliquons (3.2) avec r = 2 9y
«©

Comparons d'abord
8=+®,y p=n=-m=1, g=n0+1,0na E;’v=0 pour u+ v=n-1 et
ugn-mn=~3 d'aprés les hypothdses sur le module M et parce que la suite spec-

trale est du premier quadrant.

On en déduit un monomorphisme

En—m—l yI-1 —_— En--m--l,m+1
® 2
et par conséquent,
. N1 y1m41 . N1 o+ 1
dlmL Eoo < dlm.L B 5 .

En appliquant (3.3) aveC r =2, S =4+ o, p=n-m, q=mn, puisque
WyV

B2

=0 pour u+v=n+1 et u>2n-m+ 2, on obtient un épimorphisme
~Mym ~Iy 10
e s

et alors

N ym

. . =1l 9 I
dlmL E_ < dlmL Eg ’
ce qui implique, pour tout n>m+ 1,

Ne=e=] oI+ 1

_ . n . N=I1ym
p,n(M ® B) = dim H ¢ dim E, + dim E,

et enfin
ho(M @ B) g uﬁ(M).uﬁ(B ® k) + uﬁ_‘_l(M).pEi_l(B ® k) .

3.4. Remarque. - Les lemmes (3.2) et (3.3) permettent de montrer quten fait, on
as peur r > 3,

A n-m,ym . N—i=1 ym+1
p,n(M ®, B) = dim B + dim B .

3+5. PROPOSITION, - Soient A et B deux ammeaux locaux, soit k  1le corps ré-

siduel de A , et o : A -~>B un homomorphisme local tel que B soit plat sur

A o Soit M un A-module de type fini non nul de profondeur m et de dimension
injective finie m+ 1 , et soit s 1la profondeur de B®A keBSi M ®A B est un
B-module de dimension injective finie, alors on a

diB(M®B)=m+s+1

gy (M ® B) = py(Mup (B k) + (M) (Bo k) - () bgsp(B® K) o
Preuve, - Par (0.4), on a

di(M) =prof A =m+ 1 et di(M@ B) = prof(B) ,
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ory par [6] (643.1),
prof B = prof A + prof(B<8 k) =m+ 8 +1,

En utilisant & nouveau la suite spectrale introduite dans la démonstration de

(3.1), comme Eg’v =0 pour v#m,m+ 1, on aen vertu de [4] (XV, 5.11) et en
posant n = prof(M(g B) =m+ 8 , les suites exactes

En—1-m--1,m+1 — En—m,m — Hn —_— En—m—l,m+1
2 2 2
Eg—m—l,m+1 — Er21+1-m,m —_ Hn+1 —_— Eg-m,m+1 — EI21+2-m,m — Hn+2 .

Comme prof(B® k) =s =n-m ’
En-m-2,m+1 - ES-me'f‘l ~ Lp‘m-l-l(M)“s—Z(ng) =0
T2

2
par (0.3), et Eg-m-l,m+1 =0 , La premidre suite exacte donne
By " =gt

et 1'on retrouve la relation p.n(M® B) = um(M).un_m(B ® k) du §2 (prop. 2.2).

La deuxiéme suite exacte peut encore s'écrire

0 > B3I o gL s gL gSm

et, compte tenu de 1'isomorphisme de IL-espaces vectoriels,

(M) o (B2k)
Eg’quq P ’

on obtient la relation annoncée qui confirme 1'inégalité obtenue dans (3.1).

3.6. Remarque. — Si A est un anneau local régulier de dimension m + 1 (m > 0)
et si x est un élément du radical de A non diviseur de zéro dans A 4, alors
M =A@ (Aza) vérifie les hypothdses de (3.1).

3.7. Définition (ef. [12]). - Soit A un anneau local. On dit qu'un A~-module de

type fini non nul M est de Gorenstein si sa profondeur est égale a sa dimension
injective,

3.8. PROPOSITION., = Soient A et B deux anneaux locaux, soit k le corps ré-

siduel de A , et © ¢ A -->B un homomorphisme local tel que B soit plat sur

A . Soit M un A-module de type fini non nul de profondeur m 3 si M est un A~

module de Gorenstein, alors on a, pour n >m ,

np( o B) =y B35 5 1)

La proposition (3.8) améliore certains résultats de [13] (ths 2.8, page 86) ainsi

que la proposition 7 de [10]. En effet, on a le résultat suivant.

3.9. COROLLAIRE, - Soient A et B deux anneaux locaux, et ¢ : A —> B un
homomorphisme local tel que B soit plat sur A , Soit M un A-module de type
fini non nul $8i M est un A-module de Gorenstein et si B ®I.k est un anneau

de Gorenstein de dimension s , alors Mng B est un B-module de Gorenstein, Ei
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1'on a ¢

B A :
ps+i(M‘® B) = ui(M) ’ Vi 2 0 .

Preuve du corollaire., - Avec les notations et le résultat de (3.8), on a

un(M‘® B) =0 pour n>m+ 8 ,
donc diB(M<g B) gm+s ([12], 3.3) et alors :
diB(M4® B) = prof B = prof A + prof(B.g k) par (0.4) et [6] (6.3.1)..
Donc on a aussi : ,
di(M @ B) = prof M + prof(B® k) = prof(M @ B) d'aprés (3.7),

ce qui prouve la premidre assertion ; la seconde résulte du fait que by (B® kHj,s
ou 8§ est le symbole de Kronecker.

Démonstration de la proposition 3.8. — Considérons a nouveau la suite spectrale

U yn=u
utilisée dans la preuve de (3.1), On a Eg’q =0 pour q #m , ou encore B ' =0

. . ~m,m
pour u#n-m. D'aprés [4] (5.4, page 326), on a un isomorphisme ) °‘E2 ™.

Montrons que, pour tout n>m , on a Eg—m,m Q‘Eg-m,m ; appliquons pour cela les
u,v
lemmes (3.2) et (3.3) avec r =2, s =+®, p=ne-m, q=m3; o0na E2’ =0

pour u+v=n-1 et ugn-m~=2, caralors v>2n+ 1 et E;’v =0 pour

u+v=n+1 et u>n-m+ 2, car alors v<m- 1, On en déduit 1'isomor-
phisme E‘Z"‘m’m ~H et 1'égalité

by (M@ B) = p (Mo (B®K) » Vnzm,
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