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Séminaire DUBREIL 16=01
(Algebre) ]
27e amée, 1973/74, n° 16, 9 p. 13 mai 1974

ANNEAUX META~NOETHERIENS

par Paulo RIBENBOIM

RESUME. - Nous étudions des anneaux non noethériens, et introduisons plusieure
invariants numériques pour mesurer, en quelque sorte, de combien un anneau s'écarte
d'8tre noethérien. Ces types et hauteurs noethériennes sont étudiés par rapport a
plusieurs opérations algébriques, y inclus la formation d'anneaux de polyndmes,
Parni les anneaux de valuation, ceux de type ou hauteur noethérienne finie sont pré-

cisément ceux des valuations discrites d'hauteur (ordinaire) finie.

Avec des conditions de chaine appropriées, les différents types et hauteurs noe-
thériennes coincident. D'autre part, en imposant certaines conditions de maximalité
sur le spectre, on peut casser des anneaux équiformes de type noethérien fini en
deux pitces, dont l'une est noethérienne et l'autre a le type noethérien plus petit

que celui de l'anneau donné. C'est la base d'une méthode de démonstration par in-

duction sur le type noethérien.

Pour des anneaux de polyndmes, nous montrons que la hauteur noethérienne est au
plus égale & celle de l'anneau des coefficients. Un dernier résultat est une amé-

lioration pour les anneaux de type noethérien fini d'un d'un théoréme connu de
SEIDENBERG .

Toute la théorie repose de fagon essentielle sur un théordme difficile et récent
de HEINZER et OHM [4] ¢ un ammeau R est noethérien si, et seulement si, tout lo-

calisé Rb est noethérien et tout idéal de R a seulement un nombre fini d'idéaux

X )
premiers associés.
Un article sur le méme sujet devant paraltre dans un journal mathématique, nous

omettrons ici les démonstrations,

1. Idéaux premiers associés.

o~

Soit R un anneau commutatif avec unité 1 (1 #0) , soit ¢ un idéal de R .
L'idéal premier p de R est associé & g lorsqu'il existe x € R tel que ©p

soit un idéal premier minimal contenant
(¢ :x) ={a€R; ax€g}.

Soit Ass(a) = AssR(a) 1'ensemble des idéaux premiers associés & ¢ , soit
Min(q) 1'ensemble des iddaux premiers minimaux contenant g . Notons s(a) = SR(Q)
la partie multiplicative de R , complément de 1l'ensemble union de tous les

“

T € Ass(a) + Les faits suivants sont bien connus :

19 Si R est noethérien et p € Ass(ag) , il existe x € R tel que p = (a : %)

En outre, Ass(q) est un ensemble fini.
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20 8i g@ob sont des idéaux de R, et R=R/b, @ = o/b , alors
asop(a) = Tag(a) » Sp(3) = 5T .
Si @' est un autre idéal, g o a' 2 b , alors
s ®s@ ™ T = s(e) B/s(a)h ot
30 8Si T est une partie multiplicative de R, g un idéal de R , alors

AssT_lR(T"l @) ={T p; pehssa), pnT=4}.

En particulier, si T = SR(Q) , alors 1'application p SR(m)"’1 p est une bi-
jection entre AssR(a) et Assq (a)_IR(SR(q)‘l a) o Si Sl(a) est le complément
dans R de l'ensemble union de %ous les idéaux premiers pE AssR(q) sy pNT= g,
si b est un idéal de R, q2b , alors

((s _, (@™t o)™ (7t R)/((5 _, (@7F )7 (271 p))
T "R T "R

=~ (™ TN ()™ #/s(a)™ v)

ol Sl(a) s S{a) désignent des images canoniques. En particulier, si g = q est
un idéal premier disjoint de T alors

Gk R)T_lq/('r"‘1 R)T_lq (17! ) = R/R B .

4° 31 g 4, o' sont des idéaux des anneaux R , R' respectivement, alors

SRxR.(a xa') ={pxR; peass(a)ju{Rxp'; p'e AssR.(a’)} .

Si gxa'2b x b' , alors
((Sgpea x '™ (R x &)/ (S50 (a x a')7F (b % b7))
= (35(a)™ ®/5,(a)7T B) x (55, (a")™h R/ (55, (a)7h B2))
Nous considérons les propriétés suivantes :

(FA) Pour tout iddal ¢ de R , l'ensemble AssR(a) est fini.

(SFA) Pour tout idéal ¢ de R, l'anneau S(u)"1 R/S(u)-1 a est noethérien,

On a les implications ¢ R noethérien = R satisfait (SFA) => R satisfait
(Fa).

Les propriétés (FA), (SFA) sont préservées par passage & un anneau quotient, & un

anneau de fractions, ou par produit cartésien fini d'anneaux.

2. Types et hauteurs noethériennes.

Soient @ o b des idéaux de 1l'anneau R . Une chafne noethérienne de longueur s

N

de g & b est une chafne d'idéaux

C : u=q03a13.-o3as_1:>as=b

telle que chaque "morceau" (s(°i)-1 R)/(S(ai)"1 0. .) soit un anneau noethérien

i+l
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(1 =0 4531y eee g8 =1). Soit 7!, 1'infimum des longueurs des chatnes noethé-

riennes de @ & b . Le grand type noethérien de R est T'(R) = supan{Ta b} .

Une chaine noethérienne C de o & b est dite premiére lorsque a,a;secss@

sont des idéaux premiers. Si o =p est un idéal premier, y > b , soit T b
?
1'infimum des longueurs des chaines noethériennes premitres de p & b « Le type

noethérien de R est T(R) = Supp:b{Tp b} . Si R est un corps, on pose T(R)=1 .
?

Le type noethérien premier de R est

n7(R) = sup{r qlp > g idéaux premiers de R} .

p,

Si tout idéal premier de R est minimal, on pose nT(R) =1,

Le petit type noethérien de R est

ut(R) = sup{Tn’b { m>b, @ idéal maximal de R, b idéal de R} .

Si R est un corps, pT(R) =1,

Le petit type noethérien premier de R est

uﬂT(R) = Sup{Tm N 5 m>qy m 1idéal maximal de R, q idéal premier de R} .
?
Si tout idéal premier de R est minimal pur(R) =1 .

La hauteur noethérienne de 1'idéal premier p de R, v 40 , est nh(p) =T
La hauteur noethérienne de R est

p,0

nh(R) = sup{nh(p) ; y idéal premier, p # O} .
Si R est un corps, nh(R) =1 .

La petite hauteur noethérienne de R est

pnh(R) = sup{nnh(m) ;3 m idéal maximal, m # O} .
Si R est un corps, unh(R) =1 .
On a
ut(®r) < (R) ,
pnt(R) < nr(R) ,
wnh(R) < nh(R) ,
nt(R) < 7(R) ,
nh(R) < 7(R) ,
wnt(R) < pr(R)
pnh(R) < pr(R) .
Si R est un anneau intégre, alors

nh(R) < nr(R) , unh(R) < unr(R) .

En outre,
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ut(R) =1 =1(R) =1,

urt(R) = 1 == n7(R)

I
-

?

pnh(R) = 1 = nh(R)

il
-

PROPOSITION 1. - Si g > b sont des idéaux de R, 7! =s;si pe Min(a) ,
21 , 81

alors T . <8 . En particulier, si a = p , alors Tp p =8 » done w(R) < 7' (R) .
— 4 - — ? -_— *

Le théoréme de Heinzer et Ohm peut 8tre exprimé comme suit :

PROPOSITION 2. = Soit M€ {ynh , nh , yt , 7 , 7'} , et si R est intdgre, A

peut aussi &tre égal & ynmT ou 7T . Pour chague ) les conditions suivantes sont

équivalentes

1 R est noethérien,

2° R satisfait (FA) et A(R) =1 .

PROPOSITION 3. - Supposons que tout idéal premier non nul de R soit maximal.

Pour tout A (comme dans la proposition précédente), les conditions suivantes sont

équivalentes :

1 R est noethérien,

20 R satisfait (FA) et A(R) <= .

Un snneau R est dit méta-noethérien lorsqu'il satisfait la condition (FA) et

nh(R) <@ . R est faiblement méta-noethérien s'il satisfait (FA) et pnh(R) <o .

Les anneaux noethériens sont précisément les anneaux noethériens de hauteur noe-

thérienne 1 , ou faiblement méta-noethériens de petite hauteur noethérienne 1 .

3. Comportement des types et hauteurs noethériennes.

Maintenant nous indiquerons le comportement des types et hauteurs noethériennes,
par rapport a plusieurs opérations algébriques sur les anneaux. Explicitement, nous
considérerons les opérateurs de passage & l'anneau quotient R -2 R/¢ =R, la lo-

calisation R —é-T_l R = R' , le produit cartésien fini (R1 ’ R2) -2 R x R,

1 2
Soit A un symbole,

Ae {T' , T, uT » TT , prT » nh , pnh} .
Si x(ﬁ) < x(R) , respectivement A(R!') < K(R) » respectivement
..\(R1 x R2) < sup{,\(Rl) , x(Rz)} ,

nous disons que )\ a un bon comportement par rapport & l'opération considérée. Si

k(Rl x R2) = sup{X(Rl) ’ X(R2)} le comportement est excellent.

Le tableau suivant résume plusieurs propriétés des types et hauteurs noethérien-
nes
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3 =
A R-=R| R - R' (RI,RZ)-«;Rlsz
T?! Bon Bon Bon
T Bon Bon : Excellent
S
wT Bon - % Excellent
T Bon Bon s mxcellent
Ty Bon - { Excellent
; nh - Bon Excellent
"_7
g pnh - - Excellent

En outre, si R1 ’ R2 satisfont la propriété (SFA), alors
T’(R1 x R2) = sup{T'(Rl) ’ T'(R2)} ’
clest-a~dire le comportement est excellent.

Nous verrons plus tard des conditions suffisantes pour que le comportement des

types et hauteurs noethériennes soit toujours bon.

Pour les anneaux de valuation, on a le résultat suivant,

PROPOSITION 4. = Soit R un anneau de valuation. Les conditions suivantes sont

équivalentes : la valuation est discréte de hauteur n si, et seulement si,

AMR) =n (gg A est un quelconque des symboles T' 4, T 4 pT 9 T 4 unT , nh ,
poh ).

4e Anneaux équiformes.
bl s

Nous allons introduire maintenant des hypothéses de travail permettront de déduire

plusieurs résultats, qui mettent en rapport les différents types et hauteurs noe-
thériennes.

Si p o a sont des idéaux de R, p étant premier, on considére la propriété

.0

(Ep a) Deux chaines noethériennes premidres minimales de p 2
, 2

a ont la méme
longueur (& savoir - ).
1

On dit que R est équiforme lorsqu'il satisfait B our tout idéal maximal
q q e q (m’u) D out idé

m, et tout idéal g, m>a . R est fortement équiforme lorsqu'il satisfait
(B

b u) pour tout idéal premier p , et tout idéal g , p2a . R ahauteur
1
éguiforme lorsqu'il satisfait (En O) pour tout idéal maximal ¢wm . Enfin, R a
-9
hauteur fortement équiforme lorsqu'il satisfait (E O) pour tout idéal premier
9

P e

Tout anneau de valuation est fortement équiforme.

Si R est fortement équiforme (ou dquiforme) tout anneau quotient R = R/c a la
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m8me propriété.

Si R est fortement équiforme (ou si R a hauteur fortement équiforme), 1'an=

peau de fractions R' =T ' R a la méme propriété,

Si R , R

2
alors R1 x R2

ont une des quatre propriétés d'équiformité définies ci-dessus,

a la méme propriété.

PROPOSITION 5. - Si R est un anneau équiforme et 7(R) < , alors

pnh(R) = nh(R) = p1(R) = 7(R) .

L'hypothése d'équiformité semble &tre essentielle a la démonstration.

De m8me, on démontre la proposition suivante.

PROPOSITION 6. -~ Si R satisfait la condition (E q) pour des idéaux premiers
- ’
quelconques p o q , et si m(R) < » , alors uﬂT(Rg = nr(R) .

PROPOSITION 7. — 8i R a hauteur équiforme et si nT(R) <w , nh(R) < , alors
pnh(R) = nh(R) .

Sous des hypothéses d'équiformité, on peut compléter les résultats indiqués dans
le tableau du §3 :

PROPOSITION 8. — Soit ¢ un idéal de R, R =R/c . Si R a hauteur fortement

édquiforme, et si tout idéal premier de R a hauteur noethérienne finie, alors

nh(ﬁ) < nh(R) « Si R a hauteur équiforme, et si tout idéal maximal de R a hau-

teur noethérienne finie, alors unh(ﬁ) < unh(R) .

PROPOSTTION 9. - Soit T wune partie multiplicative de R , R' = T"1 R.Si R
est équiforme, et T(R) <o , alors put(R') < pr(R) , unh(R') < unh(R) . 81 R
satisfait (E ) pour H S q , idéaux premiers gquelconques, et si nT(R) <o,
E:L(_)_IE p;rm'(R’g’s p;n'T(R) .

5 Conditions maximales sur le spectre,
R e e i e A

Si la famille des idéaux premiers de R satisfait la condition des chaines as-~

cendantes, on dit que R a spectre noethérien.

L'idéal premier p de R est un premier noethérien lorsque 1l'anneau R_ est

noethérien,

un premier noethérien maximal de R , alors T(R/q) £n-1,3951ienplus R aun
seul idéal maximal, alors T(R/q)

PROPOSITION 10. — Soient R un anneau équiforme, et 7(R) =n . Si q#0 est

1

n—lo

Cette proposition permet de faire des raisonnements par induction sur le type

noethérien, pourvu qu'il en existe suffisamment d'idéaux premiers noethériens. Ceci
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est exprimé par les propriétés suivantes d'un anneau R :

PROPRIéTE (MNP). -S8i p estun idéal premier non nul de R , il existe un idéal

premier q tel que p2q#0 et q est un idéal premier noethérien maximal de
R .

PROPRIETE RELATIVE (rvmvp) . - S8i p est un idéal premier de R contenant propre-

ment 1'idéal gq , il existe un idéal premier

q d¢e R tel que p2q>a, et ma-
ximal parmi ceux pour lesquels Rq/Rq a est noethérien.

PROPOSITION 11. = Soit R un anneau équiforme, satisfaisant la condition (RMNP).
si 7(R) =n, alors :

1° R a spectre noethérien,

2 Si R aun seul idéal maximal m , alors sa hauteur est

nt(m) < dimR/m(m/mz) +n-1.

PROPOSITION 12. - Soit R un anneau fortement équiforme satisfaisant (RMNP), et
. 3 z . . 2
tel g R) <»o , 3i, pour tout idéal m 1 1'espa ctoriel R
el que T(R) < ) aximal m , space vectorie o m/Rm m

a dimension finie sur Rh/Rh m , alors toute chafne strictement décroissante
d'idéaux premiers de R est finie,

Les propriétés (rMNP), (FA), et (SFA) sont en rapport comme suit ¢

PROPOSITION 13. - Soit R wun anneau tel que Ass(a) = Min(ga) pour tout idéal

o .51 R satisfait (RMNP) et (FA), alors il satisfait (SFA).

6e Anneaux de polyndues.

Notons d'abord les faits suivants.

1° Soit M un idéal premier de R[X] et P NR=yp, soit g un idéal de R,
p2a . Si Rp/Rp a est noethérien, alors R[X13/R[X]$ olX] est aussi noethérien,

2° Si p o> o sont des idéaux de R, p idéal premier, si

X~ X X
RX] Xy olX]
est noethérien, alors Rp/Rp a est aussi noethérien.

3° Soit 9 un idéal premier de R[X], B NR=7p , et considérons les chaines

(1) pzpla...jps—lju,
(2) B op,[%)>.ue 5p,_[X] > o[X].
Si (1) est une chafne noethérienne premidre, alors (2) 1l'est aussi. Si B = p[X]

et si (2) est une chatne noethérienne premidre, alors (1) l'est aussi. Dans ce cas,

(1) est une chafme noethérienne premidre minimale si, et seulement si, c'est vrai
également pour (2).
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Rappelons qu'un idéal premier p de R est appelé un idéal de Goldman lorsqu'il
est de la forme p =T N R, oi M est un idéal maximal de R[X] . Un anneau est

appelé anneau de Hilbert-Jacobson lorsque tout idéal de Goldman est maximal. Il est

utile d'introduire les type et hauteur de Goldman d'un anneau R :

vy1(R) = Sup{Tp,a ; p idéal de Goldman de R, p D a} ,
YnT(R) = sup{Tp q ; p idéal de Goldman de R, q idéal premier p > g} ,
’
ynh(R) = sup{nh(p) ; p idéal de Goldman de R} .

Etant donné que R est une image homomorphe de R[X] s 81 A est une des fonc-

tions T' , T , wr , UT , T alors x(&) < A(R[X]) . Pour 1'inégalité opposée, on
a la proposition suivante.

PROPOSITION 14. - nh(R[X]) < nh(R) et unh(R(X]) < ynh(R) .

Rappelons que R est un anneau de Seidenberg lorsqu'il satisfait le propriété

suivante ¢ Si yp o q sont des idéaux premiers successifs de R, si £ est un

idéal premier de R[X] tel que £ AR = q et D<p[X], alors 0= q[:x"_] .

R est un anneau fortement de Seidenberg lorsque la propriété ci-dessus est véri-

fiée pour une paire quelconque d'idéaux Yy o q de R .

I1 est connu que tout anneau noethérien est un anneau de Seidenberg [7). Nous

nontrons le résultat ci-aprés.

PROPOSITION 15, = Si R est un anneau tel que T(R) < » et R satisfait la

propriété (FA), alors R est un anneau de Seidenberg.

En ce qui concerne 1'inégalité nh(R) < nh(R[X]) s nous montrons un nouveau ré-—
sultat,.

PROPOSITION 16. —= Si R est un anneau fortement de Seidenberg, ou bien si R[X]

a hauteur fortement équiforme et nh(p) < (pour tout idéal premier p de R ),
alors nn(R) < nh(R(X]) .

L'étude des anneaux équiformes, de Seidenberg et analogues, n'est pas commencée,

et présentera certainement 4'importantes difficultés.
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