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EXTENSIONS FACTORIELLES

par Anne-Marie NICOLAS

Nous avons défini et étudié les modules factoriels dans un précédent article

(cf. [7]). Rappelons que, si A est un anneau factoriel, et si M est un module

sans torsion sur A , M est appelé module factoriel s'il vérifie la condition
suivante :

Tout €1lément x € M s'éerit "de facon unique” x =ag , avec a €A, EEMN,
g€ irréductible dans M .

Précisons les définitions suivantes :

g€ est irréductible dans M si § =ax, a€ A, X €MN=a€ A*

( A¥ Stant le groupe des unités de A ).
On dira d'autre part que la décomposition de x est unique si

x=a€=b1) , aEA , DEA , E et T irréductibles dans M =>13 e€A® , a=b .

Nous nous proposons d'étudier le probldme suivant ¢

A et B étant deux anneaux factoriels tels que A < B , et tels que les élé-

ments 1 de A et B soient confondus, & quelle condition B est-il un A-
module factoriel ?

DEFINITION (a)e = B sera une extension factorielle de A , si, et seulement si,

B est un A-module factoriel.

Exemple, = A étant un anneau factoriel de corps des fractions K , on sait
([7], 83) que K n'est pas un A-module factoriel. Mais, A[X] é&tant somme direc-

te de A-modules factoriels, A[X] est extension factorielle de A .
Notre étude aura pour point de départ le résultat suivant ([7], th. 4.3).

THEOREME (b). = Pour gque M , module sans torsion sur A factoriel, soit un

module factoriel, il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient
réalisées :

1° tout élément de M s'écrit x =af , a€ A, E irréductible dans M

2° ae€eA, beA, alcbM=3bla,
¥ YaeA, Ybeh, Bcehr tel que aMnbi=cM (c=np p.com (a,b)).
Les résultats qui vons suivre (4 l'exception du §4) sont exposés dans 1l'article

Miodules factoriels" ([7], §7), et surtout dans un article & paraftre intitulé

"Extensions factorielles et modules factorables" [8]. J'omettrai donc de nombreuses



démonstrations en renvoyant aux articles correspondants.

Dans tout ce qui suit, A est un anneau factoriel, B un anneau factoriel con-
tenant A , tels que les éléments 1 de A et B soient confondus. L désigne
le corps des fractions de B , K désigne le corps des fractions de A tel que

K<L . 4% et B sont les groupes des unités de A et B .

1. Caractérisation des extensions factorielles.

PROPOSITION l.1. = S1 B est extension factorielle de A , alors BN K =A et
A* =anp*

Démonstration. — Voir [7], &7, lemmes Tel, 7+2, Te3e

PROPOSITION 1.2. - Les conditions suivantes sont équivalentes s

1° BnK=a4,

20 Aa = A n Ba quel que soit a € A,

3° B/A est un A-module sans torsion.

La démonstration est immédiate,

THEOREME 1e3. = Pour que B soit extension factorielle de A , il faut et il
suffit que

1 aehA, Aa=4nBa (ou(1°)' BnK=2a).

2 Yach, ¥bear, BlAanap) =BanBb,

La démonstration utilisera le théoréme (b).

Condition nécessaire : Supposons que B est extension factorielle de A ; alors

BnK=A et Aa=AnNnBa, Y aech (propositions 1.1 et 1.2) 3 de plus, si

ae€elA,et DPeA, Aa nAb = Ac aveC C = Ps De Co N, (a , b) puisque A est

un anneau factoriel ; donc B(Aa n Ab) = Be ; mais, d'aprdés le théoreme (b),
Baan=BC.

Condition suffisante : Supposons que B et A vérifient les conditions 1° et 2°

du théoréme 1.3 ;3 si aBc bB, avec a €A, b e A, alors a/b € BnK , donc
a/b €A et b divise a dans A ; si a €A et b €A, alors BanBb=B(AanAb)=Bc

aVeC C = Pe Ps Co M. (a . b) dans A . Il reste & montrer 1l'existence d'une dé-

composition pour tout x € B, sous la forme X = af . Pour cela, montrons que

toute famille (Axi)iel de sous—A-modules monogénes de B admet un é1ément maxi-
mal.

B étant un anneau factoriel, (Bxi)iEI admet un élément maximal on e« Si

AXOS; Axi s 11 existe o €A, « ¢ A® tel qQue X, = oX; ; mais

o ¢ B¥(car(B n K = A) = (&% = 4 n B%)) ;
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donc BXO o= Bxi s, ce qui est impossible. Axq est par suite maximal dans la famil-

le des Axi . D'aprés [7] (théordme 1.7), tout élément de B se décompose sous la
forme x = ag .

Remarques. = L'hypothése " B anneau factoriel" n'intervient pas dans la démons-
tration de la condition nécessaire j; mais elle intervient fondamentalement dans la
démonstration de la condition suffisante.

La condition 2° du théordme 1.3 est équivalente a 1l'une ou 1ltautre des deux con-

ditions suivantes

20 (a) Pour deux éléments a et b de A, le p. p. c. m. de

a _33 b dans B

reste égal (& une unité de B prdés) au p. p. C. m. de & et » dans A .

20 (b) a€eAr, bear, (a et b premiers entre eux dans A) =$~(a et b
premiers entre eux dans B) .

Si A est un anneau principal, et si B NnK = A , la démonstration précédente

nous montre qu'alors tout élément x € B se met sous la forme x = af , ce qui
suffit & affirmer ([77], théoréme 5.3) que B est extension factorielle de A .

D'ou le théordme suivant.

THEOREME le4. = Si A est un anneau principal, pour que B soit une extension
factorielle de A , il faut et il suffit que B NnK = A

Exemples 1,5, = Tout anneau factoriel B contenant 2 tel que B N Q soit égal

& 7 est une extension factorielle de Z .

Si A est principal, A[[X]] est un anneau factoriel ([ 2], chap 7, §3, n° 9),
A[[X]] est extension factorielle de  A(car A[[X]] nK =4) , a[X]
gion factorielle de A . Mais

est exten-
A[X]] n'est pas extension factorielle de A[X] :

en effet, 1 =Xe¢€ (A[[XITD*n A[X] et 1~-X¢ (A[xD*.

2. Extensions factorielles : cas particuliers.

Nous allons donner ici des situations particulidres dans lesquelles on pourra

conclure qu'on est en présence d'une extension factorielle.

Si B est extension factorielle de A , alors A* = A n B¥® $ 1l'extension

A< A[[X]] fournit un exemple pour lequel on a bien A¥ ¢ B* . Remarquons d'autre

part, que si B est extension factorielle de
dans

A, un élément x € A , irréductible
A , n'est plus nécessairement irréductible dans l'anneau B (par exemple, si
B est 1l'anneau des entiers de Gauss Z + Zi et si A=2: 2= (1+ 1)(1 - i) ,

2 étant irréductible dans Z ). Le théordme qui suit n'est donc pas une caractéri-

sation des extensions factorielles,

THEOREME 2.1. - Si A" = B¥ , et si tout 4lément de A , irréductible dans 1'an-
neau A , est irréductible dans l'anneau B , alors B

est une extension facto-




15-C4
rielle de A .

Montrons que B N K = A . Soit x = a/be BNnK avec a€ A, be A, Soit
m€ B, un facteur irréductible de =x dans 1l'anneau factoriel B ; X = ﬂxl ’
nbxl = a ; tout facteur irréductible de a dans A est aussi irréductible dans

B ; il existe donc a, € A, a, irréductible dans A , et ¢ € BY tels que

m= eal H B* = a* , donc g€ A, d'ou W€ A , et par conséquent x € A .

Soient a€ A, be As ¢ =p.p.c.m. (a,b) dans A c = aa, = bbl s OU
ay et b1 sont premiers entre eux dans A j mais alors a, et b1 sont premiers
entre eux dans B (tout facteur irréductible de a, dans B , se trouvant associé

-

a4 un facteur irréductible dans A , appartient donc & A , car A¥ = B* ) ; ¢ est

donc le ps po Co m. de a et b dans B , et Ba n Bb = Bc = B(Ac) = B(Aa n Ab) .

D'aprés le théordme 1.3, B est extension factorielle de A . L'extension
A c A[X] est une extension factorielle vérifiant les hypothéses du théordme pré-

cédent,

PROPOSITION 2.2. - A étant un anneau factoriel, si B est entier sur A, ou

si B est un A-module de type fini, alors Bn K = A .

Si A est factoriel, A est intégralement clos. Si B est un A-module de type
fini sur A , alors B est entier sur A ([2], chap. 5, §1). Si B est entier

sur A , tout x€ Bn K appartient & A , car A est intégralement clos.

Nous allons maintenant donner une condition suffisante. peusitue)daceandbichl2e

du théordme 1.3 soit satisfaite. LARD2 S TOIRE

S TN A TIOUES PURSS
Soient A et B factoriels tels que A C B . Supposoﬂs qué“: )

(NSTITUT FOURIER

(a) Pour tout idéal premier ¢ de hauteur 1 de B, 1'idéal premier € n A

est nul ou de hauteur 1 . (cf, [2], chapitre 7, §1, n° 10.)

Si B est factoriel, tout idéal premier ® de hauteur 1 est principal ([2],
chap. 7, §3, n° 2), donc ® =Bm , ou T est irréductible dans B car Bm est

premier. La condition (a) sera donc équivalente & la condition (a') :

(¢') Pour tout élément irrdductible de B, ou bien Bnn A= {0} , ou bien

BrnA=Ap , ou p est un élément irréductible de A .

Montrons que si A et B vérifient (o) ou (o!), et si a et b sont premiers
entre eux dans A , alors a et b sont premiers entre eux dans B . En effet,

supposons que Tt est un facteur irréductitle (dans B ) de a et b :

(BacBm et BocBn) = (Aac<AnBacBrnnA et A4b S By n A)

Bnr n A est donc non nul, et Bn N A =Ap ; Aac Ap et Ab < Ap , avec p € A ,

ce qui est impossible.

PROPOSITION 2.3. -~ Si A et B vérifient la condition (o), alors :

YyaeA, Ybed, B(hanAb) =Ba n Bb .
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Si B est entier sur A 1la condition (&) est vérifide ([2], chap. 7, §1, n° 10).

On a aussi B nK = A (proposition 2.2), d'ou le théordme (d'aprés le théordme
1e3).

THEOREMNE 2¢4e = Si A et B sont deux anneesux factoriels tels que A< B, et

si B est entier sur A , alors B est extension factorielle de A .

BEn particulier, si l'anneau factoriel B est la fermeture intégrale d'un anneau
factoriel dans une extension finie du corps des fractions de A , alors B est ex-

tension factorielle de A .

COROLLAIRE 2,5. - Si A et B sont deux anneaux factoriels tels que A< B,

et si B est un A-module de type fini, alors B est extension factorielle de A .

Si A est noethérien, et si B est un A-module de type fini, alors les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

B est extension factorielle de A ,

B est un A-module réflexif, (d'apres [7], théordme 4.6).

COROLLAIRE 2.6. — 31 A et B sont deux anneaux factoriels tels que A< B, si

A est noethérien et si B est un A-module de type fini, aiors B
module réflexif,

est un A~

Ce résultat est & rapprocher du résultat de [2] (chapitre 7, §4, n° 8), ou il est

démontré que si A et B sont des anneaux noethériens intégralement clos, et si

B est un A-module de type fini, alors B est réflexif.

3. Platitude des extensions factorielles.

De fagon plus générale, nous avons déja abordé le probléme de la platitude d'un
module factoriel ([7], §4). Un module factoriel n'est pas nécessairement plat, et
un module plat sur un anneau factoriel n'est pas nécessairement un module factoriel.

Cependant, tout module factoriel sur un anneau principal est fidilement plat.

A et B étant toujours deux anneaux factoriels tels que

rons B comme un A-module.

A c B, nous considé-

Si B est un A-module plat, la condition (o) du paragraphe 2 est vérifide ([ 2],

chapitre 7, §1, n° 10), et par conséquent la condition 2° du théoréme 1.3.

THEOREME 3.1. - Soient A et B deux anneaux factoriels tels que A < B et
tels que B soit un A-module plat.

Pour que B soit extension factorielle de A , il faut et il suffit que BnK = £
(ou que, V a€ A, Aa =4 nBa ).
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On retrouve, et on généralise, ainsi le théoreme 1.4, puisque si A est princi-

pal, il est équivalent de dire que B est sans torsion sur A ou que B est A-
plat .

Supposons maintenant que B soit un A-module fidelement plat ou bien (ce qui

est équivalent d'aprés [2], chap. 1, §3, n°® 5) que B/A est un A-module plat.

Alors,
Yae€e A, Aa =AnBa,

YaceA, Ybe A, Blhanab) =Ban 3 (cf. [8], théordme 1,11).

THﬁORﬁME 3.2, = Si B est un A-module fiddlement plat, alors B est extension
factorielle de A .

COROLLAIRE 3.3. = Si A est principal, pour que B soit extension factorielle

de A, il faut et il suffit que B soit un A-module fiddlement plat.

Le probleme de savoir si une extension factorielle est toujours fidélement plate

(et méme plate) reste ouvert.

Mais nous pouvons démontrer sur les extensions factorielles, un résultat analogue
3 un autre résultat concernant des extensions fidzlement plates (ef. [2], chapitre

1, §3, n° 4).

THEOREME 3.4. - Soient A , B, C trois anneaux factoriels tels que A S B c C .

On suppose que C est extension factorielle de B .

Alors, pour que C soit extension factorielle de A , il faut et il suffit que

B soit extension factorielle de A .

Démonstration. — cf., [8], théordme 1.13.

B et C peuvent &tre extensions factorielles de A , sans que C soit exten-

sion factorielle de B (cf. exemples 1.5).

Exemple, = A=k , B=XX], C= k(X) 3 B et C sont extensions factoriel-
les de A dtaprés le théordme 1.4 ; mais C , corps des fractions de B , ne peut
8tre un B-module factoriel.

4. Bxtension factorielle d'un anneau de Zariski.

Soit A wun anneau de Zariski qui est factoriel. Alors 4 est un anneau de
Zariski, et A est un A-module fid®lement plat ([ 2], chapitre III, §3, n® 4 et 5)e

Ceci implique que A se plonge dans i.

Si A est factoriel, puisque A est fid®dlement plat sur A , alors A est ex-

tension factorielle de A (corollaire 3.3), et par conséquent A N K = A (81

cf. [ 2], chapitre III, §3, n° 5, cor. 4 de la proposition 9).
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THEOREME 4.1. = Soit A wun anneau de Zariski factoriel tel que A soit facto-

riel. Alors ﬁ est une extension factorielle de A .

EXEMPLE 4.2. - L'anneau des entiers p-adiques est une extension factorielle de

1'anneau ‘é(p) (localisé de Z en p ) pour tout nombre premier p .

Mais ‘g(p) n'est pas une extension factorielle de Z , car Z(p) NQ#7Z .
D'apres le théoréme 3.4, 1'anneau des entiers p-adiques n'est pas une extension

factorielle de Z .

EXEMPLE 4.,3. = k étant un corps, Xk[[X]] représente 1l'anneau complété de
1'anneau localisé de k[ X] en x) .

k[X] étant factoriel, k[X](X) est factoriel ([2], chape 7, §3, n® 4). Son com-
plété k{[X]] qui est factoriel, est donc extension factorielle de k[X](y) .

Mais k[X](X) n'est pas extension factorielle de k[X] , donc (théordme 3.4)
k[[X]] n'est pas extension factorielle de Xk[X] .

A étant toujours un anneau de Zariski factoriel, tel que A soit aussi facto-
riel, considérons les anneaux factoriels B tels que A< B < i,

Supposons que A est extension factorielle de B ; alors puisque A est exten-

sion factorielle de A , B est extension factorielle de A (théortme 3.4).

Supposons maintenant que B est un A-module plat j puisque Ank=A4A ’
BnKclnK, dome BNnKcAj;mais ASBnNnK, d'od A=BnK, B est donc

extension factorielle de A (théordme 3.1). D'ou le résultat suivant.

PROPOSITION 3.4s = Soit A un anneau de Zariski factoriel tel que A soit fac-

toriel., Soit B un anneau factoriel tel que A < B C i.

10 Si A est extension factorielle de B , alors B est extension factorielle

de 4.

2° 81 B est un A-module plat, alors B est extension factorielle de A .

D'un résultat de [2] (chap. III, §3, n° 5, proposition 11), on déduit la proposi-

tion ci-dessous.

PROPOSITION 3.5. = Soient A _gE B deux anneaux locaux noethériens et facto-

’ . . ~ N
riels, d'idéaux maximaux respectifs M et N =IMB , vérifiant A < B < A ., Alors

B est extension factorielle de A .

On suppose maintenant que A et B sont deux anneaux de Zariski factoriels tels

que A C AcB (B c ﬁ) .

Si B est extension factorielle de A , alors B est extension factorielle de

A (théoréme 3.4) ; mais aussi A < Bc B8, donc B est extension factorielle de

Y

A

Al
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Si B est extension factorielle de A s B est extension factorielle de Iy , et

d'aprés ce que l'on vient de voir, B est extension factorielle de A .

PROPOSITION 3.6, = Soient A et B deux anneaux de Zariski factoriels tels que

i et B sont factoriels et vérifient :+ AcAcBc B .

1° Pour que B soit extension factorielle de A , il faut et il suffit que B
soit extension factorielle de & .

20 8i B est extension factorielle de A , alors B est extension factorielle
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