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Séminaire DUBREIL 12~01
(Algdbre)
27e année, 1973/74, n°® 12, 9 p. 4 mars 1974

REPRéSENTATION DES ALGEBRES UNIVERSELLES PAR DES FAISCEAUX

par Xlaus KETMEL

En algdbre universelle, on utilise couramment des représentations sous-directes
dans le but d'obtenir des renseignements sur une algdbre universelle A en con—
naissant bien les facteurs d'une représentation sous—directe. Si 1'on peut repré-
senter une algdbre universelle A comme 1l'algdbre de toutes les sections globales
d'un faisceau, alors A est un produit sous-direct des fibres du faisceau, mais un
produit sous-direct d'une nature bien particuliére. Une telle représentation par

un faisceau peut donc apporter beaucoup plus de renseignements sur A qu'une sim~
ple représentation sous-directe.

Dans la théorie des anneaux, l'utilisation des faisceaux est devenue une méthode
standard. On consultera le mémoire de K, H. HOFMANN [9] & ce sujet. Mais la méthode
de représentation par faisceaux a pu &tre appliquée a d'autres structures algébri-
ques (ef. COMER [ 3], KEIMEL [ 107, [11], KEIMEL et WERNER [12]) de manidre qu'on a
été amené 3 étudier la question des représentations par faisceaux dans le cadre
général de 1l'algébre universelle (cf. COMER [ 4], DAVEY [7], KEIMEL [ 117, WOLF [19],
[207]). Récemment, on a procédé & l'utilisation des représentations par faisceaux

comme méthode dans la théorie des moddles (cf. COMER [ 5], CARSON [27], ELLERMANN
[21], MACINTYRE [ 16 ].)

Dans cet exposé, nous voulons présenter quelques aspects clefs de la théorie que
nous venons de décrire.
le Préliminaires.

R i i i adindi

lele Algdbres. = Soient I un ensemble, et T = (ni)ieI une famille d'entiers

naturels. On appelle algdbre du type T tout ensemble A accompagné dtune famille
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Homomorphismes, produits directs, sous—algébres et congruences dfalgébres du type
T sont définis de la manidre habituelle (On pourra consulter le livre de GRATZER
[8] & ce sujet). Pour une algdbre A , on désignera par C(A) 1le treillis des con-—
gruences de A . On notera w = A x A la congruence universelle, et A 1la con-
gruence identique (= la diagonale de A x A ). Si 8 et y sont des congruences,
8 o ¢y désigne le produit relationnel de & et ¢ , et 6 VvV { la borne supérieure
de © et § dans le treillis C(A) . On dira que 6 et ¢ sont permutables si

@ oy =y o B8 4 ce qui revient & dire que 8 o §y =8 V { .

1.2. Préfaisceaux d'algébres., — Soit X un espace topologique. Si, pour chaque

ouvert U < X , on se donne une algébre ®(U) au type T et, pour tout ouvert
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¥ ¢ U , un homomorphisme Qﬁ : @(U) - P(V¥) , on a un préfaisceau ® d'algebres

7 R .
du type T pourvu que, pour tout ouvert W «¥ , @§ o éz = @u. L'application
@? P(U) =» P(¥Y) est aussi appelée restriction de U & ¥ , et, pour s € e ,

on écrit aussi s|¥ & la place de @i(s) .

l1e3. Paisceaux d'algébres. — Si F et X sont des espaces topologiques, et si

Tt F->X est un homéomorphisme local, le triple & = (F , T , X) est appelé
faisceau d'ensembles sur X ,

Soit § = (P » TNy X) un faisceau d'ensembles. Pour tout x € X , l'ensemble

F_ = n‘l(x) est la fibre de ¥ sur x . Pour tout entier naturel =n , on définit

le faisceau F\%/ = (F:n} ’ “(n) , X) de la manidre suivante :

(n) n
P =l ()T e o
muni de la topologie induite de la topologie produit sur F s et

(n) , g(n)

i : -3 X

est 1l'application (FX)n - X .

Un faisceau d'algdbres du type T est un faisceau d'ensembles § = (F , M X)
dont chaque fibre F

x? XE X , est une algdbre du type T telle que, pour tout
ie I, 1l'application

(X1 L) X2 9 eeco 9 Xni) oy fi(Xl [ Xz  ecoac Xni) H F —éF
soit continue.

1.4. Sections. — Soit § = (F , M » X) un faisceau dl'algdbres. Soit U un ou-

vert de X . Toute application continue o : U - F telle que M o0 = idu est
appelée section de § sur U ., On désigne par T(U , %) 1'ensemble de ces sec-
tions. On vérifie facilement que T(U , 5)

des fibres FX , x€ U,

est une sous~algébre du produit direct

1.5. Faisceau associé & un préfaisceau. — Soit ® un préfaisceau d'algébres du

type T sur un espace topologique X . Pour tout x € X , soit ux

un systéeme
fondamental de voisinages ouverts de x . Définissons 1l'algebre

F_ = 1lim ®(U) ,
* o

pie
Soient F 1la réunion disjointe des algébres Fx y XEX ,et N: F-=X

1'application évidente F_ -3 x . Pour tout s e ®(U) , on obtient une application

8: U->F en définissant &(x) comme 1l'image canonique de s dans

P, = lim e(U) .

Les ensembles de la forme &(U) , oi U ouvert de X et s € ®(U) , forment une

base d'une topologie sur F telle que § = (F sy M s X) soit un faisceau d'alge-

bres ; de plus, s i~=> 8§ est un homomorphisme de @(u) dans 1'algébre r(u, %)
des sections sur U,
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CRITERE, - s =& : PU) - U , 3)

pour tout recouvrement ouvert (U.). de

est un isomorphisme si, et seulement si,

U , la condition suivante est vérifiée :

Pour toute famille (sj)j d'é1éments 55 € @Cuj) telle que

sjluj nY = sk\uj n Uk
quels que soient j , k , il existe un unique élément s e P(U) tel que s‘ﬂj =8
pour tout

J
J + Si U est quasi-compact, il suffit de considérer les recouvrements
ouverts finis,

1.6. Remarque. — On trouvera une étude détaillée et plus compléte sur les notions
de préfaisceaux et faisceaux d'algdbres universelles dans un mémoire de DAVEY [7].
2. Théoretmes de représentation.

Soit A une algdbre du type T .

2¢1e. Treillis de congruences adaptés. = Soit £ un sous-treillis du treillis

C(A) des congruences de A . On dira que

£ est adapté si les conditions suivan-—
tes sont vérifides :

(cea) NEL, we Ly
(2.b) Quels que soient a , b€ A ,ona Neet; (a,d) ecp}et;

(2.c) Quels que soient 6 , 9 , y € C(A) ,onaque B Ne=A,et 6Ny =A
impliquent 6 n (@ v ¢) =4 .

2.2. Le spectre de £ ., - Soit £ un sous-treillis adapté de ¢(A) . On désigne

par Spec £ 1'ensemble des idéaux premiers p du treillis

£ , clest=d-dire l'en-

semble des parties non vides p © £ telles que, quels que soient 6 , § € £, on

ait

(2.d) 8€p, ¢ e€p impliquent 6 vV y € p 3

9
(cee) e c § € p implique & € p ;

(2.f) & n y € p implique B €p ou { €D .

Si, pour tout 6 € £ , on note

s(e)

on a les propriétés suivantes :

{p € sSpec £; 6 ¢ p}

(2.g) S(w) = spec £, s(n)

g ;

S(e Vv ¥) quels que soient 8 , y € £ 3

(2.n) s(e) u s(y)

(2.1) s(e) n s(y)

i

S(e N y) quels que soient © , § € £,

Cela montre que la famille B = {S(e) ; 6 € £} est la base d'une topologie sur

Spec £ que nous appellerons topologie spectrale. Nous munissons Spec £ de cette

topologies Puisque w € £ d'apres (2.a), on démontre facilement que Spec £ est
quasi-compact.
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2.3. Le préfaisceau ®(4 , £) et le faisceau 3(A , £) . - Soient A une algd-

bre, et £ un sous-treillis adapté du treillis des congruences de A o« Pour tout
ouvert U < Spec £ , posons

6, =U {8 ; o€ p pour tout'p EYPITT DL TRenAnE ]

eu est une congruence, Posons :

e(u) = A/e.u .

3i ¥ est un ouvert contenu dans U , alors enu est contenu dans ey « On a

donc un homomorphisme surjectif @5‘: A/eu — A/e? qui a la classewd'un?élémint

a modulo EN) associe la classe de a modulo By - I1 est clair que @Y ° @u = Qu si
® c<c¥clU . Ainsi, nous avons défini un préfaisceau ¢ d'algdbres sur Spec £ ,
que l'on pourra désigner par e(a , £) pour indiquer la dépendance de 1l'algébre A

et du treillis £ .

Au préfaisceau @(A R f) correspond un faisceau d'algdbres, suivant (1.5), que
nous désignerons par 5(a , E) B

2.4. PROBLEME. - Sous quelles hypothéses, 1l'algébre A est-elle isomorphe &

1'algdbre de toutes les sections globales du faisceau (A , £) 2

Avant de donner deux conditions suffisantes, remarquons d'abord que les hypothe-

ses (2.a, b, c) permettent de montrer le résultat suivant.
2.5, LEMME. - (1 {p ; p € Spec £} = {A} .

Le lemme précédent et la définition de Bq) » appliquée au cas U = s(y) impli-
quent le lemme ci-dessous.

2.6. IBMME. - Pour tout § € £, ona gy = vt et P(s(y)) = &/y, ob
ygt=Ufeee; §gne=2}.
Maintenant nous pouvons énoncer nos deux théordmes de représentation.

2,7. THEOREME (K. H. HOFMANN [9]). - Soient A un anneau uniteire semipremier,

et £ le treillis de tous les idéaux de A ., Alors

A est isomorphe a l'anneau de

toutes les sections globales du faisceau %(a , £) .

Pour la démonstration, remarquons d'abord que les congruences correspondent aux

idéaux de A j ainsi £ = C(A) . Les conditions (2.a) et (2.b) sont trivialement

satisfaites ; et (2.c) est vérifide puisque A est supposé semipremier. Donc £

est adapté. Pour montrer " A est isomorphe & l'anneau des sections globales de

(s , £) ", nous appliquons le critdre donné dans (1.5).

Soit donc H1 g sce o Uh un recouvrement ouvert fini de Spec £ , et soient

Sy s ees s 8y des éléments de @(ul) 9 ese o P(Un) respectivement, tels que

(c) Silui n Uj = Sjlui n Uj quels que soient i , j .
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On peut supposer que chaque Ui est un ouvert de base S(¢i) avec ¢i e £,
Alors @(Ui) = A/w; d'aprés (2.6). On peut donc supposer que s est la classe

d'un é1ément a; € A modulo Yy oo La condition de compatibilité (C) stécrit alors

il

a.

L)L
5 aj modulo (¢i n Wj) .

De plus, on a

Spec £ = Ul Us el Un = S(wl) UsselU S(wn) = S(wl VesoV Wn) = S(wl +oaet wn)

si 1'on interpréte les y; comme des idéaux. Cela implique A = Yp o+ e+ o 10

y a donc des éléments bie s sy 1 =1, eeeyn, tels que 1 =D, + ses + D

1 n °
Posons s = al b1 + oee + 3 b « Alors

Z: b5 Z2=1 a5 b3 = Z‘1'11:1 (a; = a;)b; (4 n )0y S P
Donc s = aj modulo Wj et, par suite, slvj =8, quel que soit J =1 yeee, n.
L'unicité de s résulte du fait que s'luj =8, pour tout j implique
modulo ¢3 pour tout j , d'ou

s = st

= st -L=Z -L= ‘L= .
s = s' modulo ﬂj ¥y ( 3 wj) A {0}

2.8+ Remarque. = Le lecteur attentif aura remarqué que le théoreme (2.7) reste

valable si A est un ensemble muni d'une loi de groupe (x ’ y) =~ X + ¥y non né-

cessairement commutative et d'une loi de composition (x ’ y) p— Xy , distributive

par rapport & + et admettant un élément neutre. L'associativité de la multipli-

cation n'est pas nécessaire.

2.9, THEOREME (A. WOLF [20]). - Soient A une algdbre, et £ un sous-treillis
adapté du treillis &(A) des congruences de A o Si £ est distributif, et si les

congruences appartenant & £ sont mutuellement permutables, alors A est isomor-

phe & 1'algdbre de toutes les sections du faisceau &(4 , £) .

Pour la démonstration, il suffira, comme dans la démonstration du théoréme 2.7,

de montrer g Si ¢1 9 eve 9 $n sont des congruences appartenant & £ telles que

*1 V eee V ¢n =w et si s1 y eee y S sont des éléments de A tels que s; = Sj
modulo (y; n wj)* quels que soient i , J =1 , ees , 0 , alors il existe un é1é-

ment s € A, et un seul, tel que s = s, modulo ¢3 pour tout J =1, eee y n &
. 1 . . 1

Or, puisque (Si R sk) € (wi n mk) , 11 eflste wik e £ tel que Wik c (wi n wk)

et (si ’ Sk) € wik (Noter que (mi N gk) n'appartient pas nécessairement a £ %

On peut supposer que 4. ik = Vg o Quels que soient i, J 4 on a alors :
n
(s 4 85) e Nemy Ve ° by = Memy (e Vg
= x,n !
= My [(¢ik nvgar Vo) Y (g 0V )]

ﬂk*l ﬁ 1 (Vlk n Vr) v *n_l (v n ¢z)]

ymn
< \/2=1 (‘l*rif, N y£> V\’ (J n f/)
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3,1 .
En posant 6; =V, _, (¢iz n ¢z) , On a :

(si R Sj) = ei ° ej quels que soient i 5 J

Puisque & € £ et puisque £ est un treillis distributif de congruences deux &
deux permutables, on peut appliquer une version du théordme chinois que 1l'on trouve
dans GRATZER ([8], p. 221), et 1'on obtient l'existence d'un s € A tel que s =s;
modulo ej pour tout j =1, esee , n . Puisque 6. < ¢3 , On a aussi s = Sj
modulo Wﬁ . L'unicité de s se démontre comme dans (2.7).

2.10. COROLLAIRE, = Soit A une algdbre arithmétique, c'est-—a-dire une algdbre

dont les congruences sont mutuellement permutables et forment un treillis distri-

butif. Soit © = G(A) 1le treillis de toutes les congruences de A , Alors A est

isomorphe & 1l'algébre de toutes les sections globales du faisceau S(a ’ E) N

Remarque. = Soit X wun sous-espace de S8pec £ qui contient tous les idéaux ma-
xingux de £ et qui a la propriété que N {p ; p e X} = {2} . Soit & 1la res-
triction du faisceau %(A , £) & 1'espace X . Sous les hypothéses des théorémes

(2.7), (2.9) ou (2.10), A est aussi isomorphe & T(X , SX) R

2.11. COROLLAIRE (DAUNS et HOFMANN [6]). - Soit A un anneau commutatif régulier

(au sens de von NEUMANN) unitaire., Il existe un espace compact éparpillé X et un

faisceau & de corps sur X tel que A soit isomorphe & 1'anneau des sections
globales de & ,

2,12. COROLLAIRE (KEIMEL [10]). - Soit A un f-anneau (c'est-d-dire un anneau

réticulé dans lequel a A b =0 dimplique a A bx =0 =a A xb ) commutatif uni-

taire, régulier (au sens de von NEUMANN). Alors, il existe un espace compact épar—

pillé X et un faisceau § de corps totalement ordonnés sur X tel que A soit

isomorphe & 1'anneau réticulé de toutes les sections globales de &,

Bn effet, sous les hypotheéses des deux corollaires, C(A) est distributif, et les
congruences sont mutuellement permutables. Pour X on choisit 1l'espace des idéaux
maximaux de A , qui, dans ce cas, est isomorphe a l'aspace de Stone de 1l'algdbre

de Boole des éléments idempotents de A .

2.13. PROBLEME. - Donner un théoreme qui contient les théordmes (2.7) EE.(2'9)

comme des cas particuliers.

3. Théorie des moddles.
IR ISR U ER

3e1. Langages. = Considérons le langage L du premier ordre dans lequel on peut
formuler la théorie des algdbres d'un type A = (ni)iEEI : Le langage L est basé

sur les symboles suivants :

les variables x , ¥ 5 2 4

.
e g

les connecteurs logiques V , A , = et 1'égalité =3
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les quantificateurs VX By 3

les symboles opérationnels f, (i e 1) .

Par récurrence, on définit les termes du langage L : Les variables X,¥,Z, ee.

sont des termes, et si Tl ’ T2 s oo Tni sont des termes, il en est de méme de

fi(Tl ’ T2 y oee o Tni) « Une formule atomique est une expression de la forme
Tl = T2 s OG Tl et T2 sont des termes. Les expressions construites & partir de

formules atomiques en utilisant les connecteurs logiques et les quantificateurs

sont les formules. Une formule close est une formule sans varigble libre.

3,2 Théories et moddles, — Tout ensemble T de formules closes est une théorie.

Si & est une classe d'algdbres du type A , l'ensemble T(&) des formules closes,
qui donnent des théordmes vrais dans chaque algébre A € &, est appelé la théorie
de & . Réciproquement, si T est une théorie, toute algdbre A , dans laquelle

les formules closes & € T sont des assertions vraies, est un modéle de T .

3.3, Théories compleétes, - Une théorie T est complédte si, pour toute formule

close & , ou bien & , ou bien — % , est une conséquence de T , Une théorie T

est modéle-compléte si, pour tout modéle A de T , la théorie TA est compldte.

(Pour obtenir la théorie TA , on élargit d'abord le langage 1L en y ajoutant un

symbole a pour tout élément a € A , et on ajoute & T celles des formules de la
forme ‘fi(gl » By s eee Eﬂi) = a ou -Ei(il b By oy ee s Eﬁi) # a qui sont vraies
dans A o) Dans une théorie moddle-compldte, toute formule est équivalente a une

formule existentielle. Une théorie T est dite positivement modéle-compldte, si T

est modéle-compléte, et si toute formule existentielle est équivalente & une for-
mule existentielle positive. Sont complétes et positivement modéle-complétes : la
théorie des corps algébriquement clos d'une caractéristique p fixe ( p premier

ou nul) ¢ la théorie des corps formellement réels clos.

3.4. THEOREME (MACINTYRE [16]). - Soit L un langage qui comprend le langage de

la théorie des anneaux. Soit T wune théorie qui contient les axiomes de la théorie

des anneaux, l'axiome 1 # O et l'axiome que 1 et O sont les seuls éléments

idempotents. Considérons la classe ¢ de tous les faisceaux $ = (B, n, X)

d'algébres de type A , dont toutes les fibres sont des modéles de T et dont

l'espace de base X est un espace de Boole sans point isolé. Soit T' 1la théorie

des algdbres TI'(X , 5) de sections globales des faisceaux $e€ &, Si T est com-

pldte et positivement moddle—compléte, la théorie T' est modéle-compléte. Si L

est le langage de la théorie des anneaux et T seulement positivement modéle-

compléte, la théorie T!' est aussi modéle-compldte.

3.5. Application A. = Considérons le langage de la théorie des anneaux. Soit T!

la théorie formée des axiomes suivants :

(i) A est un anneau commutatif unitaire ;3

(ii) A est régulier (au sens de von NEUMANN) H
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(iii) A est de caractéristique p 3

(iv) A est sans atome, c'est—a-dire que, pour tout élément idempotent e # O ,

il existe un é1lément idempotent f tel que ef =f , O # f #e ;

(v) A est algébriquement clos, c'est-a-dire que tout polyndme

_.n , n—-1
p(x) = x + 8.4 X + eee toa X+ oAy

admet une solution dans A .

avec ai € A

En utilisant le corollaire (2.11) , on vérifie que les moddles de la théorie T
sont exactement les anneaux T'$ des sections globales de faisceaux § = (E,ﬂ,X) ’
dont les fibres sont des corps algébriquement clos de caractéristique p et dont
1'espace de base X est un espace de Boole sans point isolé. D'aprés le théordme

de MACINTYRE (3.4), la théorie T' est donc moddle-compldte. Ce résultat est af

by

indépendemment & LIPSHITZ et SARACINO [15], ainsi qu'ad A. B. CARSON [2].

3.6. Application B, -~ Soit L 1le langage des anneaux réticulés. Considérons la

théorie T! constituée par les axiomes suivants s

(i) A est un f-anneau commutatif unitaire, c'est—a-dire un anneau réticulé

commutatif unitaire vérifiant : (aAb =0, x >0) implique (a A bx =0) 3

(ii) A est régulier au sens de von NEUMANN ;

(iii) A est sans atome j

(iv) Tout élément positif de A admet une racine carrée 3

(v) Tout polyndme p(x) = x" + a,_, SR 8y 9 BVEC 8y8 yeeesa, €A,

de degré n impair, posséde une racine dans A .

En utilisant le corollaire (2.12), on peut vérifier que les moddles de la théorie
T' gsont les f-anneaux des sections des faisceaux, dont les fibres sont des corps
formellement réels clos et dont l'espace de base est un espace de Boole sans point
isolé. Le théordme (3.4) permet de conclure que la théorie T' est moddle-compldte.

Ce résultat est df & MACINTYRE [ 16 J.

3.7. Remarque. - Dans un travail non encore publid, V. WEISSPFENNIG [ 18] a démon-
tré une généralisation du théordéme (3.4) en utilisant, & la place des faisceaux sur
les espaces de Boole, un langage "a deux sortes de symboles', On peut supposer que
ces deux aspects peuvent se réunir si l'on considére la "logique interne" des fais-—

ceaux au sens de LAWVERE [ 22].
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