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(a1gdbre) L
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CONDITIONS DE MAL'CEV
ET ALGEBRES UNIVERSELLES UNIFORMES

rar Klaus KEIMEL

Parmi les théordmes les plus beaux de l'algdébre universelle on peut compter les
théorémes dits du type de Mal'cev. Le premier théortme de ce type est dfl & A. I.
MAL'CEV lui-m8me qui, en 1954, a caractérisé les classes primitives (= classes
équationnelles, = variétés) d'algdbres universelles dans lesquelles les congruences
de toute algdbre sont mutuellement permutables. MAL'CEV avait senti aussi qu'il y
avait des liens avec 1'algeébre universelle topologique. C'est J. HAGEMANN qui, ré-
cemment, a entrepris une étude systématique des relations entre les conditions du
type de Mal'cev et l'algdbre universelle topologique. Il s'est avéré que les liens
de ces conditions de Mal'cev avec les algébres universelles uniformes sont trés
étroits. Nous exposerons un résultat typique de HAGEMANN qui va dans cette direc-

tion et qui se rattache directement au théordme initial de MAL'CEV [37.

Soient I un ensemble et 71 = (n(i))ieI une famille d'entiers naturels. Soit
(:fi)ieI une famille de symboles fonctionnels. Soient X, , X, , ... des varia-
bles. L'ensemble des termes est défini par récurrence : Chaque variable Xn est un
terme ; et si T1 ’ T2 y ess o Tn(i) sont des termes, il en est de méme de

LGP SO Tn(i)) .

On appelle algdbre universelle du type T (ou simplement algdbre) tout couple

(oA, F), ob A est un ensemble et F = (fi)iGI une famille d‘'opérations

£, 2 23 g .

Ssi (A, F) est une algdbre du type T , chaque terme T = T(X1 1 Xy s eee sy xn)

peut &tre interprété comme opération sur A : [

n
(x1 » Xy s eee s xn) L-Q»T(xl i TR xn) : A=A,
chaque symbole -Ei étant interprété par 1l'opération fi sur A . Si
s=s(x1 v Xy h eee s X)) et T=T(X1 D S » X )

sont deux termes, on dit que 1'algdbre (A , F) vérifie 1'identité S =T , si

S(x1 ' Xy p eee s xn) = T(x1 . T xn) quels que soient X, 5 Xy peeey X
dans A . Une classe ¥ d'algébres du type T est appelée primitive s'il existe

une famille de couples (SX ’ TK)XEA de termes telle que ¥ soit la famille de

toutes les algébres du type T qui vérifient les identités S AeA.

AT
Soit (4 , F) une algdbre du type T . Pour mettre en évidence la similitude
entre relations de congruences et structures uniformes Qompatibles sur A , rap-

pelons qu'une relation R sur A est
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réflexive si AR, on A={(x, x); xed4},

symétrique si g1

R, ou R-1

Il

{(x,¥); (y,x)enr},
transitive si R o Rc R, o RoR={(x,2); 3y, (x,v) €eR et (y,z)eRr},
compatible si fi(R ; «es 3 R) © R, pour tout i € I , ou fi(R , oee 5 R) est
1
1'ensemble des couples (fi(x1 9 eoe o Xn(i)) , fi(yl y vee o yn(i))) avec
(Xl ? yl) € R 9 ec¢o »H (Xn(i) ’ yn(i)) € R .
Une relation réflexive, symétrique, transitive et compatible est une congruence.

Considérons un filtre % sur A x A . On note 1,1-‘1 le filtre {R-l s Reu},
et U o U le filtre engendré par {R « R ; R € U} . Pour toute relation
Rc A x A, on désignera par ‘R 1le filtre engendré par R ; et si U et B sont
deux filtres sur A x A , on écrira 11 < B si Y est plus fin que B . On dira

que Y est
réflexif si A <U,
symétrique si ufl <u,
transitif si U - U< U,

compatible si fi(u y see 5 1) €U pour tout ie I, ol fi(u s eee 5 1) dési-
gne le filtre engendré par les fi(R s see s R) avec RE€ U .

Si U est un filtre réflexif, on dira aussi que I est une structure pré-

uniforme. Si 1 est réflexif, symétrique et transitif, 1 est une structure uni-

forme. La compatibilité signifie la continuité uniforme des opérations fi

Maintenant, nous pouvons énoncer les théorgmes. L'équivalence des conditions (1.5
et (1.1) constitue le théordme initial de MAL'CEV [ 3]. L'équivalence de ces condi-

tions avee (1.2), (1.3) et (1.4) est att & H, WERNER [4].

THEOREME 1. — Pour une classe primitive X d'algdbres universelles, les condi-

tions suivantes sont équivalentes

(1.1) T1 existe un terme P(X , Y , Z) tel que les identités

pPX ,x,2) =2, PX,2Z2,2Z) =X

soient vraies dans ¥ (c'est-ia-dire dans chaque A € X ).

(1.2) Sur toute algébre A € X , toute relation réflexive compatible est symétri-
que,

(1.3) Sur toute algébre A € X , toute relation réflexive compatible est transi-
tive,

(1.4) Sur toute algdbre A € X , toute relation réflexive compatible est une con—

gruence,
e tst—c—

(1.5) Sur toute algébre A € X , deux congruences auelcohques R et S sont

permutables (ctest=a-dire que R oS =8 R ).
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De maniére semblable, on a le théordme de HAGEMANN,

THEOREME 2. - Pour une classe primitive ¥ d'algdébres universelles, les condi-

tions suivantes sont égquivalentes :

(1.1) Comme dans le théortme 1.

(2,2) Sur toute algdtbre A € K , toute structure pré-uniforme compatible est sy-
métrique.

(2.3) Sur toute algdbre A € ¥, toute structure pré-uniforme compatible est

transitive,

(2.4) Sur toute algtbre A € X, toute structure pré~-uniforme compatible est une
structure uniforne,

(2.5) Sur toute algdbre A € ¥ , deux structures uniformes compatibles quelcon-

ques 4 et B sont permutables (c'est—é—dire que U o B = oU.

Les deux théorémes se démontrent simultanément. Pour cela, nous introduisons

encore une condition équivalente :

(2.1) I1 existe un terme Q(X , Y, 2, U, V) tel que

X ,X,Y,Y,z)=X et X ,Y,Y,2,2) =2

soient des identités vraies dans chaque algébre A € X ,

La démonstration procede comme suit :

(1.1) = (2.2) == (1.2) = (1.1)
ji f__i;?'i‘(z.zx ==*’"=‘$(i1f%.é4)

<2%1> = (Q;“‘a) e (V) = ()
(2\?5) =y (1.5) = (1.1)

Les implications désignées par une étoile sont évidentes. Les implications dési-

gnées par deux étoiles découlent de 1l'observation que, si R < A x A est une rela-

tion réflexive [symétrique, transitive, compatible, respectivement], il en est de
m8me du filtre principal R .

(1.1) &= (2.1) ¢+ 8i Q vérifie dans ¥ 1les identités dans (2.1), on pose
PX,Y, 2z =X ,X,Y, 2,2 3etsi P vérifie (1.1), on pose

x,y,z,uv,V)=p(Y, 2, 0.

(1.1) = (2.2) : Soit 1 une structure pré~uniforme compatible sur une algébre
A e X . La compatibilité des opérations f;,, 1 €1, entrafne celle de 1'opéra—
tion (x ,y , 2) ~>P(X , Y, Z) . Pour tout R € il , il existe donec S e U tel
que P(S,S,8) <R . Donc, quel que soit (a , b) € S, on a
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(b,a) = (P(a,a,b) ’ P(a3b’b)) = P((aya) ) (ayb) ’ (bib)) € P(S,S,S) <R.

Cela montre que S_1 © R, et que, par suite, 11 est symétrique.

(1.2) == (1.1) : Soit A 1'algdbre libre dans ¥ & deux générateurs x et 1z .
La relation compatible R , engendrée par (x , x) , (x , z), (z , z) , est réfle-
xive (puisque (x ’ x) et (z , 2) engendrent la diagonale A ) et, par suite,
symétrique. Par conséquent, (z , x) € R . Il y a donc un terme P(X , Y, 7Z) tel
que P((x,x),(x,2),(z,2)=(2, x), c'est-d~dire que P(x,x,2z) =2z et
P(x , 2, 2) =% . Ces égalités étant vraies pour les générateurs d'une algdbre
libre dans ¥ , elles sont vraies pour tout couple

(x , z) d'éléments de n'im-
porte quelle algdbre A € ¥,

Des raisonnements analogues démontrent (2.1) ==’(2.4) et (1.4) == (2.1).

(2.3) implique (2.5) s car si 4 et B sont deux structures uniformes compa-

tibles, U o @ est une structure pré-uniforme compatible, donc, par (2.3), une

structure uniforme, Cela montre N o Y <Y o B » Le méme raisonnement donne aussi

1'inclusion réciproque.

(1.5) == (1.1) ¢ Soit A 1'algdtbre libre dans X A trois générateurs x,V,z .
Soient R 1la relation d'équivalence engendrée par (x , y) , et S 1la relation
d'équivalence engendrée par (y , z) « AMlors (x , 2z) €R oS . Puisque RoS = SeR,
ona (x,2) €8 oR. Il existe donc un élément u € A tel que (x , u) € S et
(u R z) €ER ., Puisque A est engendrée par x , y , Z , 1l existe un terme P tel

que u = P(x s YV z) . On a, modulo S ¢
XxX=u = P(X s ¥ s Z) = P(x y 2 Z) .

Mais A/S est 1'algébre libre engendrée par (les classes de) x et z . Donc

x =P(x , z , 2) pour deux éléments quelconques x , z de n'importe quelle algd-
bre A € X . De méme,

P(X s X z) = P(x s V z) =u =2 modulo R ,

et A/R est librement engendrée par x et z . Donc P(x y X o z) =z pour deux

é1léments quelconques x , 3z de n'importe quelle algébre A € X , Ceci achéve la
démonstration des théorémes.

COROLLAIRE, - Soit ¥ une classe primitive d'algdbres universelles vérifiant

1'une des conditions des théordmes précédents. Soit A une algdbre appartenant a

X , munie d'une structure uniforme compatible i . Considérons sur A 1la topologie

induite par 11 . Alors, pour toute congruence R sur A , la fermeture R est

aussi une congruence 3 l'application canonique A -> A/R est ouverte ; la struc-—

b
ture uniforme quotient u/R sur A/R est aussi compatible,

?

En effet, on a toujours R = M{s eRo8; Seyu}.or,

NMSeRoS; Seu}=N{T; TeuwsRou}.
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Puisque Rotl =11 o R, Oon a
UoRoll=loyoR=y R,
et 14 o R est une structure uniforme compatible, Il s'ensuit que
R = ﬂA{V s V i o R}

est une congruence. Pour démontrer que 1l'application canonique A == A/R est
ouverte, désignons, pour toute relation S sur A , par Sl a] 1l'ensemble des
x € A tels que (a ’ x) € S . Soit U wun voisinage de a€ A , et montrons que

le saturé U¥ de U pour la congruence R est un voisinage de la classe de con-
gruence R a] . Or

U =(z; axeld: (x, 2)e R}
={z; 3xeAr: (a,x)esS et (x, z)€R},

ou S est un entourage tel que U = {x (a 4 x) € 8} + Donc

e

u* = {z 3 (a, z)e s, R} = (8 o R)a] .
Puisque 11 « R=TR o1 , il existe S' € i1 tel que R o S' © S o R . Donc

u* 5 (R ° S')[a]

Il

UXER£a] s'x] ,

ce qui montre que U¥* est un voisinage de R a] .

Des généralisations du théordme 1 se trouvent dans [1] et [2].

BIBLIOGRAPHIE

[1] HAGEMANN (J.). — Mal'cev conditions for algebraic relations j; on regular and
weakly regular congruences, Preprint THD N° 75,

[2] HAGEMANN (J.) and MITSCHKE (A.). —= On n-permutable congruences, Algebra Uni-
versalis, Basel, t. 3, 1973, p. 8-12.

[3] MAL'CEV (A. I.). ~ On the general theory of algebraic systems [en russe], Mat.

Sbornik, t. 35, 1954, p. 3=20 ; [traduit en anglais] Amer. math. Soc. Trans-
lations, Series 2, t. 27, 1963, p. 125142,

[4] WERNER (H.). - A Mal'cev condition for admissible relations, Algebra Univer-—
salis, Basel, t. 3, 1973, p. 263.

(Texte recu le 22 avril 1974)

Klaus KEIMEL

Fachbereich Mathematik

Technische Hochschule
Hochschulstrasse 1

D~61 DARMSTADT (Allemagne fédérale)




