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III. Théorie globale des groupes de Lie

l. Infermations préalables sur les groupes topologiques.

On rappelle d'abord quelques résultats bien connus de la théorie des revétements

des espaces topologiques.

III.1. DEFINITION. — Une fonction f : X == Y entre des espaces topologigques
est un revétement de Y si elle est continue et satisfait & la condition suivante :

I1 existe un recouvrement U de Y par des ensembles ouverts tel que, auel que

soit Ue U , il existe un espace FU discret, et un homéomerphisme

hyt By ox U= £~ 1(v)

tel que le diagramme

hU

Fij % U e ()
: /
\\
p¥ U\\ /Alf“l(U)
;%U"/
comute.

La proposition suivante domne un stock de revétements.

III.2. PROPOSITION, - Soit f : G — H un morphisme de groupes topologiques.

AMors les propositions sont équivalentes @

(1) f est un rev8tement ;

(2) f est surjectif et ouvert, et ker f est discret.
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Démonstration. = (1) (2) est immédiate a partir de la définition III.1. Mon=-
trons que (2) =

N =ker f ,

(1). Si f est surjectif et ouvert, nous pouvons supposer H=G/N ,

f étant le morphisme-quotient. Puisque N est discret, nous trouvons

un voisinage W ouvert et symétrique (W-l =W) de 1 dans G , tel que

WaN = {1} .
Soit V = f(W) , alors V est ouvert, et f|nW :

¢t nW ==V est un homéomorphis-
en fait, cette fonction est contlnue, ouverte et surjective, et f(nw )—f(nw ),

avec uj € W, entratne w21 W, o= (nw )_ (nw ) eW AN = {1} . De plus, si

n, Wn n, W # @ , avec nj € N, alors ngl n1 € w2 NN = {1} . Donc la fonction
(ny w) =3 nw

N x W =3 NW est un homéomorphisme, et la fonction

byt Nx V- £N(V) h(n , v) = n(s|0)7? (v) ,

est alors un homéomorphisme tel que f(hv(n y V) =V .

me 3§

il

Posons U = {hV 3§ h € H} , et choisissons une section s : H —> (¢ arbitraire.

Pour heH , U =hV , définissons hU : NxTU == f-l(U) par

- -1

hU = Ls(h) ° hV ° (lN x Lh ) ’
cu Lx(y) = xy « On vérifie aisément que la famille des fonctions hU satisfait
aux conditions de III.1l.

Rappelons qu'un espace est localement connexe si toute composante connexe d'un

ouvert arbitraire est un euvert. Un espace Y est dit simplement connexe si Y

est connexe et localement connexe, et si tout rev8tement f ¢ X —= Y pour un do-

maine connexe X est un homéomorphisme. Les espaces simplement connexes sont les

projectifs dans la catégorie des espaces connexes et localement connexes par rap—

port & la classe des épimorphismes qui sont des revétements, En fait, un espace 2
est simplement connexe si, et seulement si, il est connexe, localement connexe et

si, pour tout revétement f : X — Y d'espaces connexes et localement connexes,

toute fonction continue g : Z —> Y peut &tre relevée en une fonction continue

g' ¢t Z —=>X telle que fg' =g

On démontre que le produit de deux espaces simplement connexes est lui-méme sim-

Plement comnexe. Si Y est un espace connexe et localement connexe, un revétement

f:@ X =Y est dit universel, si X est simplement connexe. On dit que 1l'espace

Y est localement simplement connexe, si Y admet un recouvrement d'ouverts simple-

ment connexes. Un résultat fondamental de la théorie des recouvrement

chaque espace connexe et localement simplement connexe posséde un revétement univer-

sel. Si maintenant G est un groupe topologique avec un ouvert non vide simplement

connexe, les informations rappelées suffisent pour démontrer que le domaine

G
dtun revétement universel Pg ¢ G — G est un groupe topologique d'une fagon

unique tel que Pg est un morphisme des groupes. D'aprés III.2, ker p., est
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discret, donc central (parce qu'un sous-—groupe distingué totalement discontinu

dtun groupe connexe est toujours central) s d'ailleurs on peut démontrer

ker Pg = ﬁl(G)
si G est localement connexe par arcs. En tout cas, puisqu'un ensemble convexe

d'un espace vectoriel topologique est contractible, donc simplement connexe, nous
rappelons le résultat suivant.

III.3., PROPOSITION. - Un groupe topologique connexe G , qui est localement homéo-

morphe & un espace vectoriel localement convexe, posséde un revétement universel
Py ¢ G =G .

On rappelle ici la définition familitre de 1'isomorphie locale de deux groupes
topologiques.,

III.4. DEFINITION. - Soient B et H des groupes topologiques ; un isomorphisme

’

local entre G et H est une fonction f : U -2V telle que

(1) U (resp. V) est un voisinage ouvert de 1 dans G (resp. dans H) H

(2) f est un homéomorphisme (avec g pour inverse) H

(3) quels que soient u , u'e U avec uu'e U, on a f(w') = f(u) £(u') ;

(4) quels que soient v , v'€ V avec vv'e V , on a g(vv?) g(v) g(v?t) .

i

Si un isomorphisme local entre G et H existe, nous appelons G et H loca-

lement isomorphes, et nous écrivons = e HeS8 f: G-=H est un morphisme,

nous disons que f induit un isomorphisme local s'il y a des ouverts U< G ,

Ve H tels que flU ¢+ U -—>V soit un isomorphisme local.

IIT.5. EXEMPIE, = Soit p ¢ R = R(E le morphisme donné par p(r) =r + 2.
Posons

U=)=1/2,1/2(cR et V=p(U)<cR3Z.

Soit f = pIU -2V , Alors f n'est pas un isomorphisme local, parce que la con-

dition (4) de III.4 n'est pas satisfaite, méme quand p induit un isn~mecrphisme
local, denc =9, R/Z .

En fait, on démontre sans peine (en considérant des voisinages plus petits) la
proposition suivante.

III1.6., PROPOSITION.

(a) Deux groupes topologiques G EE H sont localement isomorphes si, et seule-

ment si, on trouve une fonction f ¢ U == V satisfaisant (1), (2) et (3) de IIT.4.

(b) Un morphisme f ¢ G — H induit un isomorphisme local si, et seulement si,
f est ouvert, et ker f discret.

En particulier, un morphisme f ¢ G — H , qui est un revétement, induit un
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isomorphisme local (III.2).

La discussion suivante s'occupe de la construction des sous-groupes a partir des
données locales. Puisque ces lemmes ne semblent pas &tre "standard", nous donnerons

des indications un peu plus explicites.

s -1
III.7. LEMME. = Soient G un groupe, et K un sous—ensemble symétrigue (K=K )

contenant 1l'identité, et soit K wun espace topologique satisfaisant :

(ig) (respe (id)) Quels que soient x , y € K et l'ouvert V < K , la relation

xy € V entraine 1l'existence d'un ouvert US K tel que ye€U et xUCSV
(respe x €U et UycV),

Alors il existe sur G une topologie, et une seule, telle que

(1) K est ouvert et la topologie de G induit sur K 1la topologie donnée,

(II) Toutes les translations & gauche X =—= gx (resp. toutes les translations a

droite) sont des homéomorphismes.

Démonstration. - Congidérons le cas (1g) .« Soit T 1le filtre engendré dans G

par les voisinages de 1 dans K . On montre directement

(a) Quel que soit k € K , le filtre kF est le filtre engendré dans G par les
voisinages de k dans X .

(v) Quel que soit g€ G et X e gF , il existe W< X tel que ge W et que
X € wF pour tous les we W.

Alors, d'aprés (b), il y a une topologie unique telle que gF est le filtre des
voisinages de g . De plus, (a) entratne (I) et, lorsque les translations & gauche

permutent les filtres gF , elles sont des homéomorphismes.

I1I.8, LEMME. -~ Supposons toutes les hypothéses de III.7 et les suivantes :

(ii) L'ensemble D = {(x , y) € KxK3j xy€ K} est un voisinage de (1 , 1)

dans K x K , et la multiplication (x , y) b Xy ¢ D - K est continue dans
(1, 1)

(ii) L'inversion x b—a:x—l ¢t K ~=K est continue dans 1 .

Alors il existe un sous-groupe H ouvert maximal unique tel que

(III) H est un groupe topologique et contient K .

En particulier, la composante connexe GO de 1 dans G est un groupe topolo-

gique, et, si X est connexe, GO est le groupe engendré par K .

Démonstration. = On pose H = {g € G ; gFg—1

$ = F} , et on vérifie directement

les affirmations,

Comme une conséquence immédiate des lemmes, nous avons le résultat suivant.
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III.9. THEOREME. — Soit

1'identité. Supposons que

K un sous-ensemble symétrique d'un groupe contenant

K est un espace topologique connexe qui satisfait les

conditions suivantes :

(i) =, v, xye K et xy e V pour n'importe quel x , y , et veK ouvert

entrafne 1l'existence des voisinages U_ et U_ de

x et y tels que
UX y U ny cVv.

(ii) L'ensemble {(x , y) 3 X,y , Xy € K} est un voisinage de (1 , 1) dans

K x X et la multiplication est continue dans (1 ’ 1) .

(iii) L'inversion sur K est continue dans 1

Alors il y a une topologie, et une seule, sur le sous-groupe GO engendré par X

qui en fait un groupe topologique et qui induit sur X 1la topologie donnée, Le

sous-espace K de GO est ouvert.

Ce théordme permet une démonstration trés simple du résultat classique suivant.

IIT.10. COROLLAIRE. - Soient S un groupe topologique simplement connexe, et T

un groupe arbitraire, Soit U un voisinage ouvert connexe

dans S , et £ : U-=>T une fonction vérifiant f(uv)

et symétrique de 1

Il

f(u) f(v) » quel que

soient u, v, uv € U, Alors il existe un morphisme F
qui prolonge f .

oo

S -=T , et un seul,

Démonstration., — Dans le groupe G = S x T , nous considérons le sous-ensemble

K= {(u . f(u)) HERV RS U} que nous munissons de la topologie qui fait de
u r—%»(u , f(u)) : U =K

un homéomorphisme, Alors le théoréme III.,9 s'applique, et donne un sous-groupe Gy
de G =S xT , engendré par K . Le morphisme prSlGO ¢t G, =S

0 est surjectif
parce que U engendre S ; évidemment il induit un isomorphisme local, donc un re-

vétement d'aprds III.6 (b) et III.2. Puisque S est simplement connexe, il est un

isomorphisme., Donc GO est le graphe d'une fonction F : S == T avec les. pro-

priétés souhaitées.

III.11s COROLLAIRE., = Soient G un groupe topologique, U un voisinage ouvert

et symétrique de

1, et soit K un sous-espace connexe et symétriqune de U con~

tenant 1 tel qutau moins une des conditions soit satisfaite @

() KKnUCSK.

(b) K est localement connexe et est le composant de 1 dans XK ,

Alors il existe un groupe topologique connexe H qui est engendré par un voisi-

nage ouvert symétrique V de 1, et il existe un morphisme f

t H-=G de
groupes topologiques tel que £f(Vv) =K , €t que flV : V==K

est un homéomor-

phisme. Le groupe H et le morphisme f sont uniques par rapport & ces propriétés

(sauf équivalence canonique : si f, ¢ H -G estun morphisme satisfaisant les
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conditions correspondantes alors il existe un isomorphisme F : H2 -3 H tel que

f1=fF )0

Démonstration. — On oublie, pour 1'instant, la topologie de G , et on vérifie
les hypothéses de III.9. On appelle H 1le groupe topologique GO construit dans
ce théoréme, On pose V =K et on prend pour f : H -3 G 1lt'inclusion. Puisque la
topologie de GO est égale ou plus fine que la topologie induite par G , alors f
est continue., La topologie de GO et la topologie de G induisent sur K la méme

topologie, donc flV ¢t V=K est un homéomorphisme. L'unicité de f se démontre
facilement,

On conclut la section par la discussion de quelques conditions de dénombrabilité
qui peuvent &tre imposées aux espaces topologiques et aux groupes topologiques. On
sait bien que X est séparable s'il existe un sous—ensemble D € X dénombrable et

dense. On dit que X a une base dénombrable si la topologie de X contient un

sous-ensemble dénombrable @B tel que chaque ouvert de X est une réunion d'une
partie de B . Nous disons que X est étroit, si chaque ensemble des ouverts non

vides disjoints de X est dénombrable (On dit aussi que X satisfait la condition

de chaine). Enregistrons le résultat suivant.

I1I.12. LEMME,., -~ Pour un espace X métrisable, les propositions suivantes sont
équivalentes ¢

(1) X est séparable.

(2) X a une base dénombrable.

(3) X est étroit.

L'équivalence de (1) et (2) est bien connue (et facile & démontrer) ; il est évie
dent que tout espace séparable est étroit ; pour le contraire, on se réfert par

exemple & [ 4] ou on trouve davantage d'informations sur ce sujete.

Si on se souvient que tout groupe connexe est de la forme U ut quel que soit

1touvert symétrique U , on voit facilement le lemme suivant.

ITI.13. IEMME. - Soit G un groupe topologique connexe. Alors

(a) G est séparable si, et seulement si, G contient un ouvert non vide sépa-
rable.

(b) G a une base dénombrable si, et seulement si, G &ontient un ouvert non

vide & base dénombrable.

Puisqutun groupe topologique est métrisable si, et seulement si, 1 a une base

dénombrable de voisinages, on peut formuler une conclusion de III.12-13 de la facon
suivante.

IIT.14, PROPOSITION. = Soit G wun groupe connexe avec une base dénembrable de

voisinages de l'identité. Alors, on a les conditions équivalentes :




(1) G est séparable.

(2) 1 a une base de voisinages séparables.

(3) G a une base dénombrable.

(4) 1 a une base de voisinages ouverts & base dénombrable.,

(5) G est étroit.

2. Définition des groupes de Lie.

Nous sommes alors bien préparés pour proposer la définition des groupes de Lie.
Remarquons que, seulement pour cette définition et pour développer les conséquences
de la présente section, il suffit de disposer du chapitre I, sections 1, 2, 3, 4 et
du chapitre II, section 1, et II.6 ; les autres informations préparées (notamment

dans le chapitre II) servent & la suite de la théorie.

ITI.14. DéFINITION. - Un groupe de Lie est un groupe topologique G pour lequel

il existe une algdbre de Dynkin L et une fonction exp ¢ L - G aui vérifie les

conditions suivantes ¢

(1) L contient un groupe local B associé & L (II-1, et voir la convention

suivant II.5), et G un ouvert U avec exp B=TU tels que eprB ¢ B—=TU est

un homéomorphisme satisfaisant exp(x * y) = exp x exp y , quels que soient x,y€B.

(i1) i xe L et r, s € R, alors exp(r + 8) X = exp TX exp sX .

Nous allons déduire des conséquences immédiates de cette définition. Mais d'abord

nous nous convainquons qu'il y a des groupes de Lie "dans la nature".

ITI.15. BEXEMPLES.

19 Chaque espace de Banach G réel est un groupe de Lie abélien par rapport a
1'addition (Posons L =G =B , exp = 1q )e

20 Soient A une algébre de Banach réelle, et G 1le groupe multiplicatif des
éléments inversibles. Alors G est un groupe de Lie (Pesons L = A par rapport &
[x y Y1 =Xy = yx , définissons exp ¢+ L —> G par expx =1 + X +-§T»x2 + eee 3
alors exp est localement inversible par log , et satisfait & 1'équation fonc-

tionnelle requise (voir I.9, I.11, et observer le re-ordonnement des séries abso-

lument convergentes).

3° Cas particulier : Soient E un espace de Banach réel, A = £(E) 1'algdbre de
Banach de tous les opérateurs bornés de E , et sait G = G1(E) 1le groupe de tous

les opérateurs continus inversibles. Alors G1(E) est un groupe de Lie.

4° Soit A une algdbre de Banach réelle ou complexe avec une involution * tel-
le que ||x* x|| = HXHZ (autrement dit, soit A une C*-algdbre). Soit U 1le grou-
pe multiplicatif des éléments unitaires (u¥ u =uu* = 1) . Alors U est un

groupe de Lie (prenons pour L 1l'ensemble des éléments anti-hermitiens (h* = - h);

9
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alors L est une algébre de Dynkin par rapport & [x , y] =xy - yx. , et la fone-

tion exponentielle exp du 2° applique L dans U de fagon que les conditions de
III.14 sont satisfaites.

50 Cas particulier : Soient E un espace de Hilbert réel (resp. complexe),
A= L(E) , et U = O(E) (resp. U(E)) le groupe des opérateurs orthogonaux (resp.
unitaires). Alors O(E) (resp. U(E)) sont des groupes de Lie,

Dans le méme esprit, on pourrait montrer, par exemple, que, pour un espace vecto-
riel E réel de dimension finie, le groupe

S1(E) de tous les automorphismes de
déterminant 1

est un groupe de Lie (son algébre de Dynkin associde étant 1l'ensem-
ble des endomorphismes de trace nulle). De toute fagon, de 1'exemple du 3° nous

pourrions dériver d'autres exemples par passage aux sous-groupes et aux sous-.

algdbres ; plus tard, nous aurons une théorie plus convenable.

Remarquons maintenant que la continuité de exp n'était pas postulée dans III.

14. Mais elle est une conséquence.

I1T.16, PROPOSITION., - Sous les conditions de la définition III.14, la fonction
exp est continue.

Démonstration. = Munissons L d'une norme compatible, Il suffit de démontrer que

exp est continue sur une boule ouverte Br quelconque, de rayon r et de centre

0 . Soit B , comme dans III.14, et soit n un nombre naturel tel que Br/n €S B.
La multiplication scalaire m ¢ L =L , mn(x) =Llx est un homéomorphisme de L,
la fonction puissance p ¢ G == G , p(g) = gn est continue. Donc la composition
mIBr

B
T

est continue. Mais p(exp n(x)) = (exp‘% x)n =exp x d'aprds III.14.(ii) (et ré-

> B exp‘B_> U p|U; a

currence ),

Rappelons qu'un sous-groupe a un paramétre d'un groupe topologique est, par défi-

nition, un morphisme de groupes topologiques f ¢ R -3 G . L'ensemble de tous les

Sous=-groupes a un paramétre est donc noté Hom(R , G) . Il est important que 1'al-

gébre L , dans III.14, "classifie" les sous-groupes & un paramétre de G .

ITI.17. PROPOSITION. — Supposons les conditions de III.13. Quel que soit

f e Hom(g , G,

il existe un x = X € L, et un seul, tel que f(t) = exp tx pour tous 1t E‘E .
Done  f m=3 x. : Hom(R , G) — L est une bijection.

Démonstration. — La notation est celle du TII.13. Pour f donné, il existe un

intervalle ouvert symétrique I autour de O dans R tel que £f(I) € U . Posons
£1: T =1, £ =(exp|B)”! (£|I) ; alors f' est continue, et satisfait

f1(s + t) = £'(s) + £'(t) quels que soient r , s , r+ s € I , Il existe donc une
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application continue linéaire F : R -2 G prolongeant f' (III.10 ou démonstra-
tion directe). Alors posons x = F(1) , donc F(t) = tx . Pour t € I , on trouve

exp tx = exp F(t) = exp £'(t) = exp (exp|B)™} (£]1)(%) = £(t) .

Puisque I engendre R, on a exp tx = f(t) quel que soit % €ER.

Le lemme suivant permettra de déduire que les données de la définition III.13 sont
déterminées par G d'une fagon canonique.

III.18, LEMME. - Soient Gj

associées eXp, : Lj - Gj y J=1,2.81i f: G1 — G, est un morphisme de

groupes topologiques, alors il existe un morphisme unique d'algébres de Dynkin

sy jJ=1, 2, des groupes de Lie avec des fonctions

F L1 - L2 tel que le diagramme

L, =t L UNTVERSITE DE GRENOBLE I
(1) exp, §1 é exp,, LASDEATOIRE
¢, S SN o, O MATHON S TIOUES PURES
IN5THFUT FOURIER
soit commutatif.

Démonstration. = Quel que soit =X € L1 , la fonction +t b—é'f(expl tx) est dans

Hom(R y G ) « D'aprés III.17, il existe un élément P(x) € L, unique tel que

2
f(exp1 tx) = exp, tF(x) pour tous les t € R s Donc F est définie telle que (1)
comnute., I1 est immédiat d'aprés (1), que

(2) F(sx) = sF(x) s quel que soit s € R .

~

Soient B, , U, 1les ouverts donnés par III.13 ; d'aprés la continuité de f ,

on peut supposer que f(Ul) < U, . Donc

2
(3) F|B, = (exp,!B,)"" (£]v ) (exp, |3,)

et P est continue sur B1 . Par un raisonnement tout & fait analogue & celui de
III.16, on voit que F est continue sur chaque boule de centre O , donc est con-
tinue. Soient x , y € L1 e Dtaprés II.6, ona x + y = lim n(% X *-%'y) s donc on

trouve

P(x + y) = lim 6— F(x) = F'y ) = P(x) + F(y) ,

en utilisant la continuité de F , les propriétés (2) et (3), la propriété III.13
(1) de exp. , et encore une fois II.6. Donc F est une application linéaire con-
tinue. De la méme manidre on démontre F([x , y]) = [r(x) , F(y)] .

ITT.19, PROPOSITION. - Un groupe de Lie

G détermine 1l'algdbre de Dynkin L et
la fonction exp d'un

e manidre unique (sauf des isomorphismes canoniques) s plus
précisément, si expj :t L, -G

sont deux fonctions compatihles avec les condi-

tions de III.13, il existe un isomorphisme F L1 - L2 sy €% un seul, tel que

exp2 F = exp1 e« Si on choisit, une fois pour toute, pour chaque groupe de Lie, une

algdbre de Dynkin L(G) et une fonction exp, * L(G) —= & (ce qui est facilité
par II1.17 et 1'identification de L(a) et Hom(g , G) au sens des ensembles),
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alors L est un foncteur défini dans une sous-catégorie pleine Lie G des groupes

de Lie dans la catégorie Top G des groupes topologiques et les morphismes conti-

nus de groupes. L prend ses valeurs dans la catégorie Dyn des algdbres de

Dynkin et des morphismes continus d'algébres de Lie. Quel que soit le morphisme

f: G -=3H de groupes de Lie, le diagramme suivant commute

L(c) ——Eg;l-érLgﬂ)
P |, o, oW
G - H

En fait, L(f) est le seul morphisme le rendant commutatif.

La démonstration est immédiate suivant III.18. La dernidre affirmation de la pro-
position peut &tre reformulée dans le langage des catégories en disant que
exp ¢ PL == G est une transformation naturelle, ou P et Q sont des foncteurs

d'oubli qui associent & un objet l'espace topologique sous-jacent.

I1 convient de donner quelques définitions :

III.20, CONVENTION. - Soit G un groupe de Lie. On appelle L(G) 1'algdbre de

Dynkin (et aussi, par abus de langage, l'algébre de Lie) associde & G , et exp

G
la fonction exponentielle associée & G . Une paire (B , U) dtouverts (provenant

de L(G) et de G, respectivement), qui satisfait les conditions de III.13, est
appelée une linéarisation de G . Etant donnée une linéarisation (B , U) , 1'ho-
méomorphisme (exp|B)™! : U -5 B est dit le logarithme de la linéarisation, qui

stéerit log (= 1og(B U)) t U-sB.
1

On peut remplacer la définition III.13 par un critére local dont la validité est
parfois plus facile & vérifier,

III.21+ PROPOSITION. — Pour un groupe topologique, les conditions suivantes sont
équivalentes @

(1) G est un groupe de Lie.

(2) I1 existe une algébre de Dynkin L , des ouverts B & L et U&s G fels que

Oe B, et il existe un homéomorphisme e : B -= U tel que e(x = y) = e(x) e(y)

pour tous les x , y € B suffisamment voisins de O . Si (2) est satisfaite, on a

L= L(G) (sauf équivalence) et eXp coincide avec e sur un voisinage de O .

Nous laissons la démonstration (2) =3 (1) au soin du lecteur (en fait, on peut
supposer que B est un groupe local associé & L , et que 1l'équation fonctionnelle
de e est valable quels que soient = , y € B3 si x € L , alors t — e(tx)
est un sous-groupe local & un paramétre qui se prolenge & un élément f, € Hom(g,G)

(voir III.10) ; on pose exp, X = fx<1) et on vérifie III,13).

On sait maintenant que la propriété d'étre un groupe de Lie est une propriété

locale ; plus précisément, on a le résultat suivant,
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III.22. COROLLAIRE. - Soient G et H deux groupes topologigues tels que

=) 00 H . Alors G est un groupe de Lie si, et seulement si, H a cette proprié-
té. Un morphisme f ¢ G =2 H induit un disomorphisme local si, et seulement si,

L(f) est un isomorphisme.

Cela est immédiat d'apres III.4, III.21, III.13. Pareillement, les propositions
suivantes résultent directement de III.13, III.3, III.22,

I1I.23. PROPOSITION, - L'espace sous-jacent d'un groupe de Lie est une variété

(i+ es a un recouvrement des ouverts qui sont homéomorphes & une boule ouverte d'un

espace de Banach). Bn particulier, toutes les composantes connexes sont ouvertes

(donc aussi fermées). L'espace est localement connexe et localement simplement
connexe.,

Un groupe de Lie G est localement simplement connexe et localement connexe, Si
G est connexe, il a un revétement universel Pg ¢ -6, et G estun groupe

de Lie tel que L(pG) : L(a) - L(G) est un isomorphisme,

Plus précisément, & 1l'aide de III.10, on démontre la proposition ci-aprds.

" III.24. PROPOSITION. -~ Soient G et H deux groupes de Lie connexes. Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :

.

(1) o= B 5
(2) G=H H

(3) 1(e) = n(w) .

ITI.25, PROPOSITION. = Soit G wun groupe de Lie connexe, Les conditions suivan-~

tes sont équivalentes ¢

(1) & est séparable ;

(2) 1(c) est séparable ;

(3) G a une base dénombrable ;

(4) 1L(G) a une base dénombrable j

(5) G est étroit j
(6) L(G) est étroit.

Ces conditions sont satisfaites si dim L(G) <= ,

Démonstration. - Elle est immédiate d'aprés III.14 et III.13.(i).

Notons que, pour un groupe de Lie connexe abélien G , la fonction
expy * L(g) = @
est un revétement universel.

On dit qu'un groupe topologique n'a pas de sous-groupes arbitrairement petits si
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on a un voisinage U de 1l'identité tel que 1

dans U .

est le seul sous-groupe contenu

III.26, PROPOSITION. - Un groupe de Lie n'a pas de sous—groupes arbitrairement
petits,

Démonstration. - Soit (B , U)

une linéarisation. Soit H un sous-groupe de G

contenu dans U . Si h € H , toutes les puissances h" sont dans U . Puisqu'on a

log h® =n(logh) € B, on conclut logh =0, h=1.,

3. Propriétés du foncteur L .

L'utilité d'un foncteur (comme, par exemple, L ) dépend largement de ses pro-

priétés de conservation. Dans cette section, nous énongons les propriétés qui sont
conservées par L .

III.27. PROPOSITION, - Les catégories

Lie G et Dyn ont des limites finies, et
L conserve les limites finies.

Démonstration. — D'aprés des théorémes généraux (dus a FREYD), il suffit de démon-

trer que les deux catégories possédent des produits finis et des égalisateunrs, et

que L conserve ces limites spéciales. Pour les produits, c'est évident (parce que

les produits sont des produits cartésiens dans tous les cas). L'égalisateur de deux
morphismes p , q ¢ G -~ H dans Top G est le morphisme d'inclusion de
E={gecc; plg)=qle)]}

dans G . L'égalisateur de L(p) ’ L(q) : L(G) -e'L(H) est 1l'inclusion de

A={xeL@); L) =1L)(x)}

dans L(H) . On vérifie que expG|A :t A -~2E est une fonction exponentielle as-

sociée &4 E ., Donc L(E) =14 , expy = expG|A .
I11.28. COROLLAIRE. - 31 f ¢ G - H est un morphisme de groupes de lLie, alars
ker £ est un groupe de Lie avec L(ker f) = ker L(f) y 61

les propositions suivantes sont équivalentes :

eXPy f=expG|ker L(f).

(1) ker f est discret ;

?

(2) ker f est totalement discontinu ;

(3) L(f) est injective.

Démonstration. — La premidre partie résulte de III.27. En tenant compte du fait

que ker f est 1l'égalisateur de f et le morphisme constant G - H ,

Dans la deuxigme partie, (1) = (2) est triviale, non—(3) = non-(2) est évident

puisque ker f contient des sous—-groupes a un paramétre si, et seulement si,

L(ker f) = ker L(f) # 0 .
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(3) = (1) : si L(f) est injective, alors L(ker f) =0 , donc les composantes

de ker f se composent des points singuliers qui sont isolés d‘aprés III.23.

Le corollaire est significatif parce qu'en général un sous~groupe fermé (méme
connexe par arcs) n'est pas nécessairement un groupe de Lie (II.12), et un sous-—

groupe fermé de dimension O (donc totalement discontinu) n'est pas nécessairement

discret. Par exemple, soient G = 1~ , lt'espace de Banach des suites bornées, et H

le sous=groupe de toutes les suites (z /n) avec z_ € Z ; alors H est
n n=1,2’¢-o n —~

fermé et de dimension O , mais pas discret. Donc le groupe abélien topologique,
G/H n'est pas un groupe de Lie d'aprds III.28.

I11.29. COROLLAIRE., = Le foncteur L conserve et refldte 1'injectivité des mor-~
Ehismes.

La proposition suivante offre une caractérisation des sous-groupes fermés d‘'un

groupe de Lie qui sont des groupes de Lie. Il exhibe aussi le rdle joué par des
sous=groupes de Lie locaux.

ITI.30. PROPOSITION., — Soient G un groupe de Lie,

H un sous—groupe. Soit

(B, U) une lindarisation ; alors T = log(U n H)

est un sous=groupe local de B,

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) T est un sous-groupe local de Lie de B (II.7) ;

(2) I1 existe un ensemble C & B ouvert convexe équilibré tel eue expG(C n LF)

est un ouvert de H

(3) H est un sous—groupe fermé tel que L(H) = LF s ©Xpy = expGlLr H

(4) H est un groupe de Lie.

Démonstration. = (1) = (2) est une conséquence directe de la définition II.10

d'un sous-groupe de lie, (2)=¢ (3) : Un sous-groupe H d'un groupe topologique G

est fermé si, et seulement si, pour un ensemble ouvert V convenablement choisi,

Ve H est non vide et fermé dans V § prenons V = expG‘C . (3) = (4) trivial.
(4) = (1) : Soit (C' , V) une lindarisation de H avee V €U . Soit

le plongement, On note que w(i)(c') €T n Lr « Pour démontrer (1), il suffit de
vérifier que L(i)(C?)

est ouvert dans T , parce que cela entrainera que I N Lr
est ouvert dans

i: H-=G

T « Or, cette information résulte du diagramme commutatif

ct - L(i)|c?
N

expy|C? , Fotp —')I:‘—"'—';]?

1 >

| = % eXpG|B

Veeemeees H AU mmmm U
dans lequel toutes les fléches verticales représentent des homéomorphismes, toutes
les fleches horizontales des plongements, et o V

est plongé comme un ouvert dans
HnU d'aprés son choix.
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On peut reformuler une partie de cette proposition comme un théoréme de conserva-
tion.

III.31. COROLLAIRE. - Le foncteur L conserve les plongements, et tous les plon-

gements sont fermés (dans Lie G et Dyn ).

Les morphismes, qui sont duaux aux plongements (en un sens qu'on peut exprimer

plus précisément en termes de fldches), sont des morphismes quotients. Occupons-

nous maintenant des quotients.

III.32. PROPOSITION. = Soient G un groupe de

Lie, et N un sous—groupe fermé
distingué. Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes

£3
°

(1) N est un groupe de Lie j

?

(2) G/N est un groupe de Lie,

Si ces conditions sont satisfaites, alors L(G/N) = L(G)/L(N) et

expG/N(x + L(N)) = (expG x)N , x € L(@) .

Démonstration. - (2) = (1) est une conséquence de III.28, Démontrons (1) = (2) :

Soit (B, U) une lindarisation de G telle que (B n L(N) , U N N) soit une li-

néarisation de N (III.30(2)). Soit C un sous-ensemble ouvert, convexe et équi-

libré de B tel que C * C< B, et posons W = expG|C o On déduit alors du théo-
réme II.15 (i) aue

(a) (x * (L(N) "B)) nec=(x+L(N)) nC pour x€C .

Soit C' 1'image de C dans L(G)/L(N) , et soit W' 1'image de W dans G/N.

Soient g: C~>C' , et p¢t W-=W', les restrictions et corestrictions des

morphismes quotients. Si q(x) = q(y) y X ,¥Yy€C, alors x €y + L(N) s donc,

dtaprds (a), on trouve un z € L(N) avec x =y % z . Donc

eXp X = exXp y exp 2z € (exp )N .o

Par conséquent, nous pouvons définir une fonction exp' : C! —~=W! par

exp' q(x) = (expG )N . -

Si (exp x)N = (exp y)N , on a exXp X (exp y)n pour un n € N convenablement

choisi, d'ou exp((-y) = x) =neN, donc ne eXp, BANN=UnDN. Il en résulte
que (=y) *xxeL(N) nB, d'od

xe(yx (L) nB) ncesy+ Ly .

Donc q(x) = q(Y) « Nous venons de démontrer que exp! est injective. Sa surjec-

tivité est évidente. Tenant compte du diagramme commutatif

__.(.1__) 1
expG|C i 1 exp!
W =L

et du fait que q , p sont contimus et ouverts, exp'! est un homéomorphisme, Pour



x , ¥y suffisamment petits, on voit :

exp'(q(x) % q(y)) = exp' a(x) exp' q(y) .
Done G/N est un groupe de Lie avec L(G/N) = L(G)/L(N) , dtaprés III.21, et on
a démontré implicitement 1l'affirmation sur expG/N .
Encore une fois, on peut formuler une proposition de conservation.

IIT.33. COROLLAIRE. - Le foncteur L conserve les morphismes quotients (mor-
phismes surjectifs et ouverts).

Une autre conséquence de III.32 est treés utile. Rappelons que la factorisation
canonique d'un morphisme f : G - H dans une catégorie de groupes topologiques
?
est sa représentation comme composé : G AN Q/ker f -£—$-H avec le morphisme quo=-

tient p et un morphisme f! injectif ; on voit que f

est surjectif si, et seu-
lement si, f' est bijectif, et que f est ouvert si, et seulement si, f' est

ouvert. Or le corollaire suivant résulte de III.28 et III, 32,

I1T.34. COROLLAIRE. = Tout morphisme f : G —> H de groupes de Lie admet une

factorisation canonique dans Lie G , et L conserve la factorisation canonique

(Cela veut dire, que G/ker f est un groupe de Lie, et que

L(a) _Eﬁglé L(G/ker p) -Eiflla L(H)

est la factorisation canonique de L(f) ).

Jusqu'a ce point, la théorie de conservation du foncteur L s'est développée
sans difficulté. Si 1l'on essaie de continuer en recherchant la conservation de la

surjectivité il n'en est plus de méme. On sait que la surjectivité de L(f) impli-
| que que L(f) est ouvert, par le théoréme des applications ouvertes pour des espa—

ces de Banach ; mais si L(f) est ouvert, alcrs f est euvert (conséquence de IIL

13 (i)), parce qu'étre ouvert, pour des morphismes de groupes topologiques, est une
propriété locale., Donc, si L conservait la surjectivité, il en résulterait aue
chaque morphisme surjectif £ : G -2 H de groupes de Lie serait ouvert, ce qui
est évidemment absurde : prenons pour G 1le groupe additif -Ed avec la topologie

discréte, posons 1 =R (avec la topologie normale), et f = 1R « I1 faut donc au

moins reformuler la question : est-ce que L conserve la surjectivité des morphis—

mes entre des groupes de Lie connexes ? Lorsque L conserve effectivement les mor-
phismes surjectifs et ouverts (d'aprés le corollaire précédent), cette question
équivaut a4 la suivante : est-ce que le théortme des applications ouvertes est vala-
ble pour des groupes de Lie connexes ? Autrement dit, est-il vrai que chaque nor-
Phisne surjectif de groupes de Lie connexes est automatiquement ouvert ? D'apres
ITI.34 cette question se réduit en fait aux morphismes bijectifs. Nous rropcs-ns
une réponse compléte, tenant compte de l'existence des contre-—-exemples qui démon-

treraient que notre réponse est la meilleure possible.

Tout d'abord il faut donner une reformulation simple mais efficace sur le niveau
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des groupes de la surjectivité de L(f) .

III.35. DEFINITION. - Nous disons qu'un morphisme f : G -2 H de groupes topo-
logiques a la propriété de reldvement (pour les sous-groupes & un paramdtre) si,
quel que soit le sous=—groupe a un paramétre F : R -2 H , il existe un sous-groupe

by

4 un paramdtre F' : R ->G tel que F = fF!

Or, dtaprés III1.17, on voit immédiatement le résultat suivant.

I11.36. LEMME, — Un morphisme f : G == H de groupes de Lie a la propriété de
reldvement si, et seulement si, L(f) est surjectif,

Dans ce contexte, nous allons démontrer un lemme technique.

I11.37. IEMME. = Soit f : G -2 H un morphisme de groupes de Lie, et soit

A

F: R-=>H un sous—groupe & un parametre tel que im Fcimf , Si G est étroit

(voir ITI.12 et les remarques qui précédent), alors il existe un sous-groupe 3 un

paramétre F?! : ‘B — G tel que F=F'Tf~ (autrement dit, F se reldve).

Démonstration. - Puisque des morphismes quotients sont ouverts, le quotient d'un
groupe étroit est étroit., Donc, d'aprés III.34 et III.35, nous pouvons supposer que
f est injectif. Alors L(f) est injectif d'aprés III.29. D'aprds III.19, on peut
donc identifier G & un sous-groupe de H (au sens des groupes abstraits), et

L(G) & une sous-algdbre de L(H) (au sens des algdbres de Lie) tels que

eXpgy = epoiL(G) .

(11 faut se souvenir que des topologies données sur G et L(G) peuvent &tre
plus fines que les topologies induites, ) Dl'apreés III.17, il existe un x € L(H)
tel que P(t) = eXpy tx quel que soit t € R . Il nous faut montrer que x € L(a) .
Soit (B , U) une lindarisatien de H , et soient (B1 ’ U1) et (C ’ W) des li-
néarisations de G telles que B1 & B et C % C¢c B, « Choisissons d > 0 tel
que |s| <d entratne sxe B .Si s, te J-d, dl et C x (sx) =C * (tx) ,

alors il existe a , b€ C avec a % (sx) =1 % (tx) , d'ol
(= a) «b=(-1t)xe B,NRx e L(G) n Rx .

Par raisonnement par l'absurde, supposons maintenant que x ¢ L(G) « Alors on en
déduit s =t , et on sait donc que {C % sx ; ls! < d} est une famille non dé-

nombrable de sous—ensembles non vides de L(H) « En rappelant

exp(C % sx) = W(expy sx) = WF(s) ,

la famille non dénombrable {WF(s) ;

disjoints de

|s| <d} est formée des ouverts non vides

G (par rapport & la topologie donnée.), parce que W est ouvert

dans G et im F < G . Mais c'est une contradiction avec 1'hypoth®se que G est

étroit.

On peut mainbenant énoncer "le théoréme des applications ouvertes" suivant.
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III.38. THEOREME, - Soit f : G — H un morphisme de groupes de Lie. Alors les

propositions suivantes sont équivalentes :

(1) f est ouvert ;

(2) L(f) est ouvert g

?

(3) L(f) est surjectif ;

’

(4) £ a la propriété de reldvement pour les sous—groupes 3 un paramdtre.

Si, de plus, G et H sont connexes et G séparable, alors ces conditions sont

aussi équivalentes a

(5) £ est surjectif.

Démonstration. = On a déja commenté 1l'équivalence de (1)-(4). Evidemment, (1) im-

plique (5) si H est connexe. Mais, d'aprds III.30 et le lemme précédent, on a

(5) = (4) .

En ce qui concerne les propriétés de conservation de L , on peut alors exprimer

le résultat suivant.

IIT.39. COROLLAIRE., - Le foncteur L conserve et refléte les morphismes surjec-—
tifs de groupes de Lie connexes et séparables.

L'exemple suivant montre comment 1l'implication (5)=$~(1) (dans III.38) peut tom-

ber en défaut sans des hypothéses de séparabilité.

I1I.40, EXEMPLE. - Soit B(R) 1'espace de Banach de toutes les fonctions bornées
R -=R (continues ou non) avec la norme el = sup{lf(x)l < E'E} . Formons

l'espace de Banach produit L = B(R) x R ., Définissons e, € B(R), reR, par

er(s) =1 si s =1r et er(s) = 0 autrement, Alors la famille des éléments

(er , T) , T € R, est évidemment libre dans

L (au sens des groupes abéliens),
donc le sous-groupe

D engendré par cette famille est libre (de rang égal ou con-

tinu). Montrons qu'il est discret dans L : Si 4 = > n(r)(er ’ r) , n(r) €2z,
alors

fall = maxf||Z n(z) e ]| , |Zn(r) rl} > max|n(z)| ,
donc ||d|| < 1 entraine 4 =0

.

Posons H = L/D » alors H est localement isomorphe &4 L , donc est un groupe de
Lie (voir III.6, III.22) ; en fait, on a L(H) = L , et exp. ¢

g L(H) — H est 1le
morphisme quotient (exp x = x + D) (qui est, en m8me temps, le rev&tement univer-
Sel) °

Si on définit G = B(.B_)/D1 , ou f € D1 si, et seulement si, (f , 0) € D,
alors, par le méme raisonnement, on a trouvé un groupe de Lie tel que L(c) = B(B).
exp, 3 L(G) — ¢ donnée par exXp, X =X + D1 . Le plengement B(R) -3 L définit
un morphisme f : G —=H par f(x + Dl) = (x , 0) + D . Puisque I=(B(R)x{0})+D ,
f: G—=H est un morphisme bijectif de groupes de Lie abéliens connexes tel que
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L(f) est un plongement non surjectif. Notons que nl(G) =~ D est non dénombrable.
Le sous=groupe & un paramétre t —— (0, t)+D: R = H ne peut pas 8tre relevé

en un sous-groupe A un paramétre dans G ; en fait, son image dans G est discrete.

Si LieGO dénote la sous-catégorie pleine de LieG contenant tous les groupes

de Lie connexes, alors la restriction de 1 a LieGO (que nous appelons encore
L par abus de langage) est évidemment fidéle, car L(f) = L(g) entratne que f
et g colincident localement, d'aprés III.13, donc globalement par connectivité. Le
foncteur n'est pas plein ; par exemple, si exp ¢ R —= R/Z s €XpTr=r +,E est
la fonction exponentielle du cercle des endomorphis;és ;ﬁﬁae ‘E qui sont de la

forme L(g) sont caractérisés par f£(1) € % . Mais on a toutefois la proposition
suivante :

III.41. - Soient G et H des groupes de Lie tels que G est simplement con-

nexe, Alors la fonction L ¢ Hom(G ’ H) —e'Hom(L(G) ’ L(H)) est bijective,

Démonstration. - Nous avons déja observé qu'elle est injective, Soit

3 : L(G) = L(H)

un morphisme dans Dyn . Choisissons des linéarisations (B ’ U) et (C ’ V) de
G et H telles que &(B) < C . Posons

f = eXpy log(B,U) ¢t U==H,

D'apreés III.13, f satisfait a f(xy) = f(x) f(y) quels que soient x , ye U .
D'aprés III.10, il existe un morphisme F : G —+ H qui prolonge f et qui donc
satisfait L(F) = & .

Si LieGO dénote la sous=-catégorie pleine de tous les groupes de Lie simplement

connexes, on peut énoncer le corollaire suivant.

IIT.42. COROLLAIRE. - Le foncteur L : LieGO —2 Dyn est fidéle et plein.

Nous verrons plus tard qu'il n'est pas représentatif. Autrement dit, il existe

des algebres de Dynkin qui ne sont isomorphes & aucune algébre de la forme L(ac) .

En conclusion de cette section, mentionnons que ni la catégorie LieG , ni la
catégorie Dyn ne permettent de produits cartésiens arbitraires ; probablement,
elles n'admettent pas des produits (arbitraires) au sens des catégories (démonstra—
tion?), donc ne sont pas complétes. On peut envisager une théorie modifiée qui ne
présente pas ce désavantage. Si on appelle algébre de Lie-Banach une algébre de
Dynkin, sielle est munie d'une norme compatible fixe, et si on appelle morphisme de
Lie-Banach un morphisme d'algdbres de Dynkin entre deux algdbres de Lie-—Banach s'il

est une contraction (ou isométrie), alors la catégorie Lie Ban des algdbres de

Lie-Banach est compldte (le produit étant 1le zm-produit comme d'habitude). De la

m8me manidre, la catégorie M et G des groupes métriques est bien définie, et

est compléte., Il n'est pas entiérement clair pour 1l'instant comment on doit définir

la sous-catégorie des groupes de Lie métriques MetlieG et le foncteur
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L ¢ MetlieG =-= LieBan tel qu'il soit continu (i. e. conserve toutes les limites).

A ma connaissance, un tel programme n'est pas encore exécuté, donc constitue un
probléme de recherche.

4, Sous-groupes analytiques.

Nous avons vu dans III.27 et III.30, que certains sous-groupes d'un groupe de Lie
déterminent une sous-algtbre fermée de L(G) . La réciproque est inexacte, comme le
montre le groupe G = (R/Z)2 avec exp : RZ =3 G , exp(x ,y) =(x+2,y+32);

il n'existe aucun sous-groupe fermé de Lie dont 1l'algdbre de Lie est
a={zx,y)en(e); y=vex}.
Cela nous force & considérer, dans la théorie des groupes de Lie, des sous—groups

non fermés d'un certain type, comme par exemple le sous~groupe exp A de G .

Ie théoréme suivant est central dans cet effort.

IIT.43. THEOREME. - Soient G un groupe de Lie, et j : A - L(G)

un morphisme
injectif d'algdbres de Dynkin. Alors il existe un groupe de Lie connexe H tel que :

(i) n(#) =4,

(ii) il existe un morphisme injectif £ : H == G tel que L(f) =j .

En outre, f et H sont déterminés de facon unique & un isomorphisme canonique
pres (voir III.11).

Démonstration. - Soient (B , U) une linéarisation de G , et C un groupe
local associé & A tel que j(C) % j(c) € B . Posons K = exp, j(¢) . Munissons K
d'une topologie telle que la fonction bijective exp o j‘C ¢t C ==K est un homéo-
morphisme, Les hypothdses (i), (ii), (iii) de III.9 sont satisfaites. Soit H 1le
sous-groupe engendré par K dans G . D'aprés III.9, il existe sur H une topolo=-
gie, et une seule, telle que la topologie induite sur X est la topologie discrete,
Posons eXpy = eXp, ° j+ A-=2H . Les conditions de la définition III.14 sont
alors vérifiées, donc H est un groupe de Lie tel que A = L(H) et que le dia-~-
gramme suivant commute

A =3 1()
expy | »f exp,

H ey G
o f: H-—G est l'inclusion. D'apreés III.18 et III.19, on en déduit jJ = L(f) .

Nous laissons la démonstration de l'unicité au soin du lecteur (comme dans IIT.11).

On dit que le sous-groupe f(H) de G , dans III.41, est engendré par la sous-

algdbre A de L(G) . Notons d'abord que le sous—groupe f(H) de G ne détermine
pas nécessairement A d'une fagon unique, méme si j est un plongement ; pour

comprendre cela, il suffit de considérer 1l'exemple III.40. Ce phénoméne conduit &

faire la distinction, dans la définition suivante.
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IIT.44. DEFINITION, - Soient G

que S est :

un groupe de Lie et S un sous-groupe. On dit

(1) faiblement analytique,

(ii) enalytique,

(iii) analytique strict,

si 1'on trouve un groupe de Lie connexe H et un morphisme injectif f ¢ H -= G

tel que f(H) =S , et tel que, dans les cas (ii) et (iii) on a en outre

(ii)* L(f) est un plongement,

(iii)? L(f) est un plongement, et quel que soit le sous~groupe F : 3

: R—=G a
un paramétre avec

im F € im f , il existe un reléevement F' : R =9 H tel que
F=fF' °

On dit que f : H = G est un morphisme définissant pour S .

IIT.45., PROPOSITION, - Un sous-—groupe analytique strict S d'un groupe de Lie
détermine de fagon unique une sous-algdbre I[S] fermée de L(G)
18] = im L(f) , quel que soit le morphisme
fait,

telle que
f: H-— G définissant de S . En

I[s] = {x e L(G) : exp, tx € S pour tout t € R} .

Démonstration. — Soit f ¢ H -3 G un morphisme définissant de S . Puisque

L(f) est un plongement, nous pouvons supposer L(H) c L(G) tel que L(f)
1t'inclusion. D'aprés III.44 (iii), un élément x € L(G) est dans L(H)

seulement si, eXps tx € S, quel que soit t € R .,

soit

si, et

Dans le cas de séparabilité, la situation est agréable.

I1T.46. THﬁOREME. - S8i G est un groupe de Lie et S un sous-groupe analytique -
séparable, alors S

est strict et I[S] est séparable. Réciproquement, S

est
séparable s'il est engendré par une sous-algébre séparable fermée de L(G) . En
particulier, si G

0 est séparable, alors tout sous-—groupe analytique est automati-
quement strict, et il y a une bijection S == L[S

tiques et les sous-algdbres fermées de L(G) .

entre les sous=groupes analy-

Démonstration. - Soit H =8 . Alors H

est un sous-groupe connexe séparable
fermé. Si (B , U) est une linéarisation de

G 4, alors U nH a une base dénom-
brable (III.14), donc T = log(U n H)

est un sous-groupe local fermé de B , de
base dénombrable., Il en résulte que r, = LF N B& T aune base dénombrable, donc

LF est séparable (1II.14). Soit maintenant f : H -G un morphisme définissant

pour S . Nous avons L(Hl) (= L(G) tel que L(f) soit une inclusion. Puisque
exp(L(Hl) NB)SimfnNnU=SnUSHNT ,

on trouve L(Hl) NBeT, SL.nB, done L(Hl) S L « On en déduit que L(Hl) ,
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donc H, , est étroit (I11.25). Mais alors III.37 montre que S est strict. Si S
est engendré par A et f : H — G définit S tel que L(H) = A , alors H,
done S = f(H) est séparable (III.ZS). Si GO est séparable, alors GO , donc

chaque sous-espace, a une base dénombrable (III.25), et est, par conséquent, sépa-
rable,

Dans les circonstances du théoréme précédent, supposons en outre que S soit

fermé, i. €¢o H = S . Les sous-groupes & un paramétre, définis par des éléments de
LT , sont alors contenus dans H = S , donc LF cs] = L(Hl) « Cela entraine
LF = I[S] . Hous pouvons supposer que H, = H en rappelant que la topologie de H

1
peut &tre plus fine que celle de H . Soit (¢, V)

une linéarisation de G telle
qgue C*xCxC<B .81 Cn (x * F*) n (y * F*) # ¢ pour x , y € C , on trouve
cn (x % F*) =Cn (y * r*) « En particulier, si on pose A = log(V n H) , alors A

est 1l'union disjointe des ensembles C n (x * F*) y X € A . Puisque
exp(C n (x % F*)) =V n (exp x)W ,

ou W =-exp(Bn LF) est euvert dans H1 , alers la famille {C n (x »T) y X € A}

est dénombrable, parce que H1 est étroit. D'aprds le théordme de Baire, un au

moins des ensembles fermds C n (x % F*) dans C contient un point intérieur. En

utilisant une translation & gauche convenable, nous en déduisons qu'un point quel-

conque de C n F* est un point intérieur par rapport & A . Alors III.30 montre

que H est un groupe de Lie avec L(H) = LF o

Nous venons de voir que les sous-groupes analytiques séparables et fermés sont

des groupes de Lie, Inversement, d'apres III.30 et III.44, un sous-groupe qui est
un groupe de Lie est analytique.

Donc nous avons la proposition suivante.

IIT.47. PROPOSITION, -~ Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé
connexe. Considérons les conditions suivantes :

(1) H est un groupe de Lie 3

(2) H est analytique ;

9

(3) H est analytique strict.

Alors on a toujours (1) = (2) (et trivialement (3) = (2)), mais si H est sépa-

rable, les trois conditions sont équivalentes.

L'exemple II1.40 montre que (2) = (3) est faux en général.

Nous avons déja commenté la décomposition canonique d'un morphisme f : G -=H
(voir III.34). Nous sommes maintenant en mesure de raffiner la décomposition : en

fait, on peut toujours écrire

£
G mm————s H
p | Ti

< ' '
O/kew £ —es in' £ = £()
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avec un morphisme quotient p , un morphisme bijectif f" , un plongement i . Si
G et H sont des groupes de Lie connexes, ker f est un groupe de Lie d'aprées

III.28 ; généralement, on ne peut pas dire davantage sur im f . Cependant, on a la
proposition suivante.

ITT1.48. PROPOSITION., = Soit f : G —= H

.

un morphisme de groupes de Lie tel que
@ soit connexe. Considérons les conditions suivantes :

(1) im L(f) est fermé ;

9

(2) im f est analytique ;

9

(3) im £ est analytic strict.

9
est séparable, alors (3) = (1), i. e. les trois conditions sont équivalentes.

Alors (1) =§(2) toujours 5 si im f est séparable, (2) :9(3) 3 enfin, si G/ker:f

Démonstration. = III.44 et III.46 démontrent les deux premiéres implicationse.
Pour démontrer la troisidme, nous pouvons supposer que f est injectif et que G
est séparable. D'aprés III.45, on a im L(f) ¢ Ifim £ . Mais 1'inclusion

Ifim £] < im L(f)

résulte de ITI1.25 et III.37. Donc im L(f) = L{im f] , et IL{im f] est fermé.

ITI.49. DEFINITION, - Un morphisme f dans Dyn est appelé un homomorphisme si
in f est fermé. Un morphisme f : G - H dans

LieG est appelé un homomorphisme,
si f(GO) est un sous-groupe analytique de H .

II1.50. COROLLAIRE. — Le foncteur I conserve (et refldte) les homomorphismes de

groupes de Lie connexes et séparables.

IIT.51. PROPOSITION, — Soient G wun groupe de lLie, et S wun groupe analytique
strict, alors le normalisateur N(S , G) de S8 dans G est un groupe de Lie

fermé dans G avec L(N(S , @) = 1(1[s], 1(a)) .

Démonstration. — Soient (B , V) et (C , U) des lindarisations de G (TIII.20)
telles que B % B B<S C , Alors S est engendré par K = exp(I[S] n B) . D'aprds
la définition on a x € N(I[s] n B, B) = 1(i[s] , L(G)) (voir TI.25) si, et seu-
lement si, x % (I[S]1n B) % (-x) cI[8]nC si, et seulement si, gKg—l c K1 ’

ol g = exp X , Kl = exp(L[S] N C) . Puisque K engendre S et K1 < S, cela
implique gSgrl

€8S, done g € N(s ’ G) . Soient, inversement, g € V n N(S , G)
et ye I[S] . Alors glexp ty) g_l S 5 quel que soit t € R ; donc, si

x =log g
et si t est suffisamment petit, on a ¢t ead x Yy =X % (ty) * (~ x)

(voir la con-
dition (12) du chapitre II, qui suit la proposition II.5). Donc

t —exp t ead X y ‘E — G

est un sous-groupe a un paramétre qui est contenu dans S . Donc ead x vy € I[s]
d'aprés III.45.
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On vient de démontrer que
x=logg, g€ VNS, G entratne g2 X sl e1is],
donec x € I(1[s] , L(¢)) daraprés II.13. Par conséquent
exp(I(i[s], L(G)) nB) =vanN(S, G) .
La proposition résulte alors de III.29.

III.52. COROLLAIRE. - Soient G un groupe de Lie, et S un sous-—groupe analyti-
que strict. Alors, on a :

(1) S est distingué dans S ; en particulier, chaque sous—groupe analytique

strict dense est distingué.

(i1) S est distingud dans G, si, et seulement si,

o 1[S] est un idéal dans
L(a) .

II1.53. DEFINITION. — Une algébre de Dynkin L est dite globale s'il existe un
groupe de Lie G tel que L = L(G) .

II1.54. PROPOSITION. = Soit L wune algébre de Dynkin. Alors L est globale si,

et seulement si, on trouve un groupe G (abstrait) et une fonction injective

B =3 G , définie sur un groupe local B associé & L (voir page 2—05) telle
que e(x * y) = e(x) e(y) quels que soient x , y€ B, avec x *y € B .

e 3

Démonstration. - Posons K = e(B) s ¢t munissons K de la topologie qui fait de

la corestriction e : B == K un homéomorphisme. Alors les hypothdses du théordme

ITI.9 sont satisfaites. Soit GO le sous-groupe topologique de G engendré par X

dtapres I1I.9, Alors III,21 montre que GO est un groupe de Lie avec L(GO) =L,
L*'implication réciproque est évidente.

Tenant compte de III.41, on peut formuler la caractérisation suivante seulement
en termes de la catégorie Dyn .

III.55. COROLLAIRE, — Soit L une algébre de Dynkin. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) L est globale 3

(2) 11 existe une injection L -= Lg dans une algdébre L

globale.

Ces résultats donnent un stock d'exemples d'algdbres globales.
II1.564 EXEMPLE, - Si A est une algdbre de Banach unifére, et si AA est 1'al-
gébre de Dynkih définie sur A par la multiplication [x , y] =

= Xy - yx , alors
A est globale d'aprés III.15.2° ; donc chaque algdbre de Dynkin L qui admet un

est globale. Notons aussi que chaque algetbre de Dynkin
nilpotente est globale, parce que l'opération =% est alors polynomiale.

morphisme injectif L —= AA
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Nous verrons dans un instant qu'il existe des algébres de Dynkin non globales.

III.57. PROPOSITION. - Soient G un groupe de Lie simplement connexe, et S _un

sous—groupe analytique strict distingué. Alors S est fermé et est un groupe de

Lie si, et seulement si, L(G)/L[S] est une algdbre globale,

Démonstration.

(1) Si S est fermé et est un groupe de Lie, alors G/S

est un groupe de Lie
tel que L(¢/S) = L(¢)/1[s] , d*aprés III,32.

(ii) Soit H un groupe de Lie connexe tel que L(H) = L(G)/L[S] +« Le morphisme-
quotient L(G) = L(H) introduit un morphisme local U —sH , ou (B , U)
linéarisation de G . D'aprés III.10, G

est une
étant simplement connexe, ce morphisme

local est induit par un morphisme f : G —= H tel que L(f) : L(G) == L(H) est

le morphisme-quotient. D'aprés III.28, ker f est un groupe de Lie tel que

L(ker f£) = ker L(f) = I[S] . I1 en résulte que (ker f)o =8, donc S est fermé.

Tenant compte de III.46 et III.47, on a @

ITI.58. COROLLAIRE. - Soient G wun groupe de Lie simplement connexe et S un

sous—groupe analytique séparable distingué. Alors S est fermé si, et seulement si,

1(¢)/1[3] est global, (Dans ce cas, S est un groupe de Lie.)

III.59, EXEMPIE (DOUADY). — Soit G un groupe de Lie simplement connexe qui con-
tient un sous-groupe central T =‘E[§ e Alors G x G est un groupe de Lie simple-
ment connexe contenant le tore central T x T , Soit S un sous-groupe analytique
non fermé de T x T , comme par exemple {(x+ 2,y +32); ¥ =~2 x} . Alors
L(e¢)/1[s] n'est pas global dtaprds III.58. On peut prendre pour G le groupe
¢1(E) pour un espace de Hilbert complexe E de dimension infinje et T = U(l).lE
oi U(1) ={z e€C 3 |z| = 1} ; d'aprés III.15.3°, G1(E) est un groupe de Lie j

d'aprds un théoréme de Kuiper (ef, [6,7]) GL(E) est contractible, donc simplement
connexe o

Dans le contexte de III.57, nous ajoutons quelques remarques additionnelles,

II1.60, PROPOSITION. - Soient G wun groupe de Lie simplement connexe, et N un
sous-groupe de Lie (fermé d'aprés III,30). Alors le groupe de Lie H = G/N est

simplement connexe si, et seulement si, N est connexe,

Dénonstration. ~ Si

Pyt H —H est le revétement universel, on peut supposer

L(#) = u(8) , Llpg) = li(g) » ©XPy = Py eXPg (111.23).

si (B, U) est une lindarisation de H telle que pHIU : UV

est un ho-
néomorphisme, et si (C , W) est une lindarisation de G telle que q(w) cV, ou
q: G -—=H est le morphisme—quotient, alors (pH!U)“1 ° (qlw) ¢ W->H estun

morphisme local qui peut &tre prolongé de fagon unique en un morphisme Q : G - H

d'aprés IIT.10 ; on note qu'on a L(Q) = L(q) dtaprés 1l'identification L(ﬁ):L(H).
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Si N1 = ker Q , alors on a la suite exacte

(v) 0 == L(Nl) -~ L(g) = L(H) =0
d'aprés III.32, puisque q = Py Qs 0na

(c) N, SN,

(d) ker Q == N/N1 .

Donc L(Nl) = L(N) s barce que L(H) = L(H) s et NO = N1 ou HO est la compo-

sante de 1 dans N , parce que NO , N1 et N appartiennent & la m&me sous-
algébre L(N) de L(G) . Mais No est ouvert dans N1 , alors NI/NO est un
sous-groupe discret distingué de G/N

0 * dtou G/NO -3 H = G/Nl est un revétement,
qui est nécessairement trivial, H

étant simplement connexe., Donc N, = N

0 1° Alors
démontrons la proposition : Si N est connexe, alors NO =N , donc Py est un

isomorphisme, donc H est simplement connexe. Inversement, si H est simplement
connexe, N =ker q =ker Q = NO , donc N est connexe,
II1.61. EXEMPIE, - 3i G = Gl(E) pour un espace de Hilbert E de dimension in-
finie et si N = U(l).lE , alors G/N est simplement connexe, tandis que N n'a
pas cette propriété. On note méme que L(N) admet dans L(G)

tant qu'espace vectoriel topologique, parce que

un complément en

dim L(N) = 1 . Remarquons que
G = G/N est un fibré au sens de la théorie d'homotopie. On a donc une suite
exacte

0 = nz(G) -a»nz(G/N) -%'nl(N) ~e-n1(G) =0 .

Done HZ(G/N)EE nl(U(l)) =17 . Notons que n2(X) = 0 quel que soif le groupe to-

pologique X connexe par arcs tel que Hn(X) =0 pour n assez grand [ 3].

La proposition III.57 donne aussi une contribution & la question III.41. En fait,

soient G un groupe de Lie connexe, et S wun groupe de Lie connexe tel que S = G

en tant que groupe et que la topologie de S soit égale ou plus fine que celle de

G . Alors on a L(S) € L(G) , mais la topologie de
que la topologie induite par L(@) . (Si

L(S) pourrait &tre plus fine

L(S) porte la topologie induite, alors
S définit sur G une structure de sous-groupe analytique différente de la struc-

ture de groupe de Lie donnée sur G ; rappelons III1.47 dans ce contexte.) Pour
geG, soit I
g

1'automorphisme domné par I (x) = gxgm1
automorphisme de G et S

e Alors I est un

, donc L(Ig) est un automorphisme de (G et L(S)

puisque L est un foncteur. Si (B , U) est une linéarisation de G , on en

déduit que x % (L(S) n B) % (= x) € L(S) eauel que soit x & B ; donc L(S) est

9
un idéal de L(G) (ecf. II.13). Soit maintenant A un idéal fermé de L(G) tel

que L(S) € A et que L(G)/A soit global ; alors il existe un groupe de Lie H

tel que L(g) = L(cg)/a . Si G est le revetement universel de G

de III.54 (ii) montre 1l'existence d'un morphisme f : G —> H tel que le morphisne

L(f) : L(&) — L(H) est équivalent au morphisme—quotient L{G) —= L(G)/A . Si
nous supposons

, le raisonnement
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L(8) = 1(s) , L(® =1(c) , Llpg) = 1y(q) » L(pg) = 1y(g) (111.23) ,

alors le diagramme

donne une suite
(s) 23, 1oy EEL 1)

ou nous avons L(fj) = L(f) L(j) =0 . Donc j(8) € ker f . Puisque j est surjec-
tif, on en déduit (ker pG)(ker f) =G¢ . Si nl(G)iE ker Pq est dénombrable, alors
le groupe de Lie H est dénombrable, donc est

1, donc L(G)/A = L(H) = 0 , donc
A= L(G) « Tenant compte

IIT.34, et adaptant la notation & celle de III.38, nous
avons observé le résultat suivant.

III.62. REMARQUE (Voir I11.38, III.48). = Soit f : G — H un morphisme surjec-

tif de groupes de Lie connexes. Alors 1im L(f) est un idéal de L(H) « O nl(H)

est dénombrable (par exenple si H est simplement connexe) et si inm L(f)QAQL(H)

avec un idéal A fermé tel que L(H)/A soit global, alors
lier, si im L(f) est fermé et si L(H)/im L(f)
jectif, et f est ouvert,

A= L(H) « En particu-~
est global, alors L(f) est sur-

5. Constructions algébriques globales.

Si ¢ est un groupe de Lie, il est naturellement d'un grand intérét de savoir si,

par exemple, le centre, le groupe des commutateurs, ou ceux d'un sous-groupe analy-
tique, sont encore des groupes de Lie ou, au moins des sous-groupes analytiques. La

théorie locale a été préparée dans le paragraphe 5 du chapitre II., Nous allons dis-
cuter ici l'aspect global.

La théorie est tout & fait satisfaisante en ce qui concerne les normalisateurs
(voir III.51) et les centralisateurs, donc les centres. En fait, on démontre dans

ltesprit de III.51, mais un peu plus facilement, la proposition suivante.

ITI.63. PROPOSITION., - Soient G un groupe de Lie, et S un sous-groupe analy-
tigue strict. Alors le centralisateur

z2(s , 6) ={ge€ G; gs =sg quel aue soit s € S}

de S dans G est un sous-groupe de Lie (fermé) tel que

(z(s , 6)) = z(xfs) , 1(a)) = {x e L(c) ; (ad x)(1[s]) = {0}} .

ITT.64, COROLLAIRE, - Le centre d'un groupe de Lie est un groupe de Lie, et le
foncteur L conserve les centres.

On peut alors considérer les termes Zn(G) de la suite croissante centrale de G

(1o e z,(¢) = ze , @ , 1z,,(6)/z.(c) = 2,(6/7,(6))) et on trowe que L con-
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IIT.65. COROLLAIRE, = Un groupe de Lie connexe est nilpotent si, et seulement si,
son algdbre de Lie est nilpotente.

Comme nous avons déja vu dans le cas local (II.28), la question du groupe des
comnutateurs est plus difficile. Soient G wun groupe de Lie connexe, et S, , 1 , 2
deux groupes analytiques stricts qui se normalisent. Soit T 1le sous-groupe analy-
tique construit a partir de la sous-algtbre fermée

[ils,1, us,1T « 1ls;] nifs,].

D'aprés III.51, on a 8, 8,¢ N(T , G) . Soit (B , U) une lindarisation de @

suffisamment petite ; posons Kj = exp(L[Sj] NB) ; alors on a (x,y)=xyx L y L e T

quels que soient x € K1 y YV E K2 dtaprés I1.28. L'application itérée de la for-

mle <(x , yz) = {x , N(y&x , z) y-l) , et le fait que Kj engendre Sj
trent que le groupe

démon~
(S1 , 82) engendré par les (s1 ’ 32) s S. € Sj est contenu
dans T . Si on utilise la notation du (25) de II (précédant II.26), on a que
exp((L[Slj nB, L[SZ] N B)) est dense dans 1'ensemble exp([L[31] , L[Szjj_ n B),

gqui engendre T , donc (81 ’ 82) est dense dans T . Nous avons indiqué une dé-
monstration de la proposition suivante.

IIT.66. PROPOSITION. - Si S1 et 32 sont des sous-groupes analytiques stricts
d'un groupe de Lie G , tels que S1 et 82 se normalisent, alors le sous-—groupe

(51 » S,) est dense dans le groupe analytique engendré par [L[Sl] , L[SZJI- .

I11.67. COROLLAIRE. =~ Soit G wun groupe de Lie connexe. Alors le groupe des com=~
mutateurs algébriques G

est dense dans le sous-~groupe analytique G;m engendré
par 1'algdbre des commutateurs fermée [L(G) , L(G)T .

L'exenple II.29 montre que G' n'est pas nécessairement analytique et que

Gt # G;n est possible. Il peut aussi arriver que G;n ne soit pas fermé, méme en
dimensions finies, comme le démontre l'exemple suivant.
IIT1.68, EXEMPLE. - Soit H = R2 x R

x R avec la multiplication

(avx)Y>(a’9x',Y‘)=(a+a‘+(x3"1Xy"\/2w)’090)‘
G = HAE2 x {0} x {0}) , alors G' est un sous—groupe analytique non-fermé,

Notons que cette pathologie 1la est typique pour le cas d'un groupe

G non sim-
Plement connexe.

IIT.69. REMARQUE. = Soit G wun groupe de Lie simplement connexe et séparable.
Alors G! est fermé.
an

Démonstration. -— Tenant compte de III.25,
séparable ; d'aprés III.52 (ii), Gl

G;n a une base dénombrable, donc est
est distingué. L'algébre de Dynkin
L(e¢)/[(a) , L(g) T , étant abélienne, est évidemment globale. Donc III.58
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s'applique, et démontre la proposition.

En raisonnant par récurrence, toujours en utilisant III.60, on peut obtenir un
critére suffisant pour la résolubilité dtun groupe de Lie

cas si la suite

¢ clest certainement le

(@)™, 1) - o), 1) ™) - @)@, e

se termine par O aprés un nombre fini de pas. On peut traiter la suite centrale

décroissante d'une facon analogue.,

6. Groupes de Lie linédaires. Représentation adjointe.
= AR et vt rvhdidliirnd A Lhde LA oo Al

TII.70. DEFINITION. - Un groupe de Lie G est dit lindaire s'il existe une algdé-

bre de Banach unifére

groupe fermé de At , groupe des éléments inversibles de A . Une algdbre de

A , et un isomorphisme de groupes topologiques sur un sous—

Dynkin est dite linéaire si elle est isomorphe & une sous~algdébre de Lie d'une al-

gébre de Dynkin AA , obtenue en prenant sur une algébre de Banach A convenable-
ment choisie la multiplication [x , y] = xy - ¥yx .

I1 est immédiat que L(G) est lindaire si G est lindaire (III.31). On a vu,

dans III.15, des exemples de groupes de Lie linéaires. Nous ajoutons ici quelques
exemples d'un grand intérét théorique. Pour cela, nous référons au paragraphe 6 du

chapitre I. Soit E wun espace de Banach, et soit E(E) 1'algeébre de Banach de

tous les opérateurs bornés de E dans E . (nn pourrait y avoir confusion si, comme

dans le chapitre I, nous écrivions L(E) .) Supposons E muni d'un produit (I.35).
Soit Der(E) 1'espace vectoriel de toutes les dérivations de E , et aut(E) 1e

groupe multiplicatif des automorphismes de E (I.BS). Hous nous proposons de dé-~

montrer que Aut(E) est un groupe de Lie lindaire et que Der(E) est son algdbre

de Lie. Notons d'abord le lemme suivant.

III.71. LEMME. = Der(E) est une algdbre de Dynkin lindaire par rapport a

[a; » ap)=d;d, =454, .

En fait, un calcul immédiat montre que [dl ’ dzj est une dérivation, si

dj € Der(E) , et on voit simplement que Der(E) est fermé dans £(E) (parce qu'il

est m8me fermé par rapport & la topologie de la convergence simple).

D'aprés le théordme I.36 il est évident qu'il est nécessaire de montrer que

(d@ 1 +1®d, d) est exponentiellement engendré (I.32) dans £(E @ E) x £(E)

pour tous 4 suffisamment petits. Démontrons donc un analogue de I.33 pour le cas

classique.

III.72. PROPOSITION. - Soit A une algdtbre de Banach unifére complexe. Alors un
élément

a € A est exponentiellement engendré si, et seulement si, la fonction

complexe exp : Sp a - exp(S8p a) = Sp(exp a) est bijective (i. e. la restriction
& exp au spectre Sp a de a est injective),
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Démonstration. — Supposons d'abord que la condition est satisfaite. La fonction

exp s C -é;(g x {0}) est un morphisme de groupes topologiques avec le noyau dis-

cret 2miZ . Si f : G -3 H est un morphisme des groupes topologiques & noyau

discret tel que la restriction de f & un ensemble compact C = G est injective,

alors on trouve un voisinage ouvert U de 1 dans G tel que £|UC soit encore

injectif. Alors exp est injectif sur un voisinage V de Sp a ; nous pouvons

supposer que V est polyédrique et comporte un nombre fini de composantes. La

fonction inverse (expr)-l : exp V -5V est localement holomorphe (et coincide,

en effet, sur chaque composante de V avec une des valeurs de log ). Bcrivons

log = (explv)_1 « Soit maintenant B la sous-algébre unifére fermée de A engen-
drée par exp a . Par le calcul fonctionnel sur B (voir par exemple [1}, p. 31,

ou [5), pe 164), il existe un morphisme d'algdbres ¢ : H(C) —> B , ou H(C) est

1talgébre des germés de fonctions localement holomorphes sur Sp(exp a) tel que

¢(f) = f(exp a) . On sait que (log) = log(exp a) = a (voir [5], p. 173). Donc
a € B,

Inversement, supposons a € B , et soient ¢ , c' € Sp a tels que exp c = expc'.

D'aprés le calcul fonctionnel, on peut faire correspondre & c¢ , ¢! deux caractd-

res M, M' de 1l'algébre de Banach unifére B . Puisque exp a engendre B et

a€ B, alors a engendre B . On a alors f(c) = n(f(a)) et f(e') = M'(f(a))
quel que soit le germe f d'une fonction localement holomorphe sur Sp a . Or,

M(exp a) = exp ¢ = exp ¢! = M'(exp a) . Mais B étant engendré par exp a , on en

déduit M= M' , donc ¢ = c¢' . On note que la fonction exponentielle complexe est

injective sur un ensemble C € C si, et seulement si, (z + 2ﬁiZ) Nn C contient au

plus un point, quel que soit z € C + Si A est une algébre de Banach unifére
réelle, considérons 1'algdbre complexifide X = C g A . Identifions
image canonique dans A -

A avec son

III.73. COROLLAIRE. -~ Soit A une algdbre de Banach unifére réelle. Alors
est exponentiellement engendré dans

a € A

A si, et seulement si, le spectre complexe
3p a de a satisfait la condition de III.66.

Démonstration. — Soit J ¢ A -= A 1l'involution réelle donnée par J(c®a)=cga .

AMors P =-% (1K +J) est une projection continue sur A . Donc, si a peut &tre

approché par des polynSmes p(exp a) en exp a dans A , alors il est approché

par des polyndmes P(p(exp a)) en exp a dans A , Donc a est exponentiellement

engendré dans A s'il est exponentiellement engendré dans A ; 1'inverse est tri-
vial,

Soit maintenant 4 € £(E) , calculons Sp(d® 1+19d, d) « D'abord

S -~ d =

Pe(ppe) ¢® 1 = SPe(p) ¢
puisque (a® 1E - x'lﬂgE)-l existe si, et seulement si, (4 - X.lm)-l existe (et
est égal a (4 - h.lE)-l ® 1 dans ce cas). Similairement, Sp 1 ® 4 =Sp 4 . Si,

dans une algdbre de Banach unifére A , deux éléments a, et a, commutent, on



3-30

peut calculer leur spectre par rapport & une sous-algdbre pleine, donc on peut
supposer que A est commutative j alors Sp aj = im Sa

5 ou & est la transfor-
mation de Gel'fand. Donc

Sp(a1 + a2) = im 9(&1 + a2) c im gal + im 9a2 = Sp a, + Sp 8, o

Finalement, on a évidemment

Sp (a, , a,) =Sp, a, USp, a, e
AIXAZ 1 2 Al 1 A2 2

En considérant toutes ces informations, on trouve le lemme ci-aprés.

II1.74. IEMME., — Si E est un espace de Banach complexe et si d € £(E) , alors

Spﬁ(m)xg(E)(déb 1+1@4 ,4)a SPE(E) au (Spﬁ(E) a + Spﬁ(E) i) .

Prenant I.36, III,72 et III.73 ensemble, on a le résultat suivant.

III.75. THEOREME, - Soit E un espace de Banach réel ou complexe muni d'un pro-

duit (1.35), et soit d e Q(E) « 8i d est une dérivation, alors exp 4 est un

automorphisme. Si 1'ensemble D =Sp d u (Sp & + Sp d) est tel que (z+2miZ) N D
contient au plus un point quel que soit z € C , et si

exp d est un automorphisme,

glors d est une dérivation.

III.76« COROLLAIRE, - Soit E un espace de Banach réel ou complexe muni d'un

produit, et soit 4 € E(E) tel que Sp d est contenu dans une bande

{zeC; -86<Imz<-§+m} o 0<B<m,

alors d est une dérivation si, et seulement si, exp d est un automorphisme.

I1 est démontré par BOURBAKI dans [2] (§6, n® 9, cor. 2) que, en ce qui concerne

les bandes symétriques, III.74 n'est pas optimal ;

s le résultat persiste si on prend
la bande {z e_g H -'%? < Im 2 <-%;} s par contre, III.75 s'applique dans des si~

tuations qui ne sont pas couvertes par le résultat de Bourbaki. De toute fagon, on
a le résultat suivant.

IIT.77. COROLLAIRE. - Soit E un espace de Banach réel ou complexe, muni 4'un
produit (1.35). Alors Aut(E) est un groupe de Lie linéaire tel que

L(Aut(E)) = Der(E) et eXP, t(E) = expGl(E)lDer(E) .

Démonstration. = Soit B une boule ouverte de E(E) s de centre O

/4 . Mlors 4 € B entratne Sp 4 = {z €C; lz| < n/4} , done

Spdu(Spd +5pd) s (z €C; |z ] <:EB .

et de rayon

D'aprés III.70, on sait alors que 4 € Der(E) si,et seulement si, exp deAut(E),

ce qui entraine la proposition en tenant compte de III.65.

Lle corollaire précédent s'applique en particulier aux cas d'une algdébre de Banach
E=A et d'une algtbre de Dynkin E =1L,
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III.78. COROLLAIRE, - Si L est une algeébre de Dynkin, alors la fonction

ad x ¢ L -41L estun élément de Der(L) quel que soit xe L , et

ad : L — Der(L)

est un morphisme d'algébres de Dynkin tel que

ladl] = sup{lil= » vl 5 lix} » Wl s 13 <1,

si on considére sur L une norme unité., On a ker ad = ZI(L) (= centre de L ).
En particulier L/Zl(L) est globale.,

Démonstration, — Elle se fait par calcul direct et III.55.

Le morphisme ad est appelé la représentation adjointe de L . Son image est

notée Ad(L) o Les éléments de A3(L) [respe Der(L) ~ ad(L)] sont les dérivations
intérieures [extérieures]. Pour voir que

Ad L n'est pas nécessairement fermé dans

Der(L) , considérons l'exemple II.29 : dans L , prenons 1'idéal fermé L. de tous

les (xm) € L avec 1lim x, = 0 « Pour (am) € L , avec a, = (O s 1 O) s alors

d = ad(am) est une dérivation extérieure sur LO s mais si u_ € LO est donné par

un = ((O ’ emn , O)) avec em = 1 si m<n, et e = 0 autrement, alors

1 1
(a-adu)((pysaysr))=((1=e Jr ,0,0)s=sup 7 ,
done lim ad u =d dans Der(Lo) .

On peut maintenant utiliser III.62 et III.78 pour démontrer un complément de IIT,
38.

IT1.79. THﬁCﬁEME. - 80it f : G -2 H un morphisme surjectif de groupes de Lie
connexes tel que ﬂl(H) soit dénombrable, Alors im L(f) est dense dans L(H) o

Démonstration. = Soit I = (im L(f))” ; alors I est un idéal fermé de L(H)
d'aprés III,62, Appelons A 1'image réciproque du centre de L(H)/I par le mor-
phisme-quotient. Alors L(H)/A est global d'aprés III.78, Donc A = L(H) a'aprds

I11.62, i, es L(I)/I est abélien, donc global. Une deuxidme application de III.62
montre que I = L(H) .

L'exemple III.40 montre que 1'hypoth&se sur ﬂl(H) est essentielle.

Si G est un groupe de Lie connexe, le foncteur L induit un morphisme de

groupes ingjectif LG : Aut G -9 Aut L(G) , et ce morphisme est bijectif si G est
simplement connexe (III.41). Si on munit Aut G de la topologie qui fait de LG
un homéomorphisme sur son image, alors Aut G est un groupe de Lie si G est
Simplement connexe tel que

)  (Gy=1
L(sut G) = Der L(G) , exp, o o = (L) exp,y 1y

Si nous utilisons notre convention de la page 1-22 (précédant 1.38), cela signi-
fie que
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LG(ex d) = ed quel que soit d € Der(L(G)) o
Prut G ’

Soit maintenant G un groupe, alors on a un morphisme I ¢ G == Aut G donné

par I(g)(x) = gxg—l s 1'image im I est appelée nt(G) , et les é1léments de

mmt(¢) [resp. Aut G ~ Int G] sont les automorphismes intérieurs [extérieurs].

IIT.80. LEMME. - Soit Py ¢ G ~> G le rev8tement universel d'un groupe de Lie.

pAlors f =3 f ¢ Aut G — Aut G

est un morphisme injectif qui induit une bijec-
tion Int G —» Int § telle que, si on identifie L(G) et L(G) , on a

L(1(g)") = L(1(e)) .

Démonstration. - Puisque est un foncteur, le morphisme

fr—F: Aut G —> Aut G

est bien défini. Si F est un automorphisme de G , alors F = f pour un f€Aut G

proprement choisi si, et seulement si, F(ker pG) = ker Pg o Puisque ker Pq est

central, chaque automorphisme F = I(g) intérieur a cette propriété, donc

fr—af : Int G - Int § est surjectif. Si f

1= f2 y alors f_  coincide avec

1
1= f2 parce que G est connexe. Donc
Aut G == Aut & est injectif et Int ¢ — Int G

L(G)

prenons h € G tel que pG(h)

f2 sur un voisinage de 1 , donc f

est bijectif., Si on pose

I

L(G) , exp, = py expy ,
=g 3 alors

expy L(I(e)")(x) = expy L(I(0))(x) = g expg L(I(h))(x)

= pg(I(n) (expy x)) = I(g)(exp, x) = exp, L(I(g))(x) .

Le morphisme g +~-> L(I(g)) ¢ G == aut L(G)

est appelé la représentation ad-
jointe de G

sur L(G) ; on écrit o8(g) = L(I(g)) . La connexion entre les diver—

ses notions que nous avons introduites est décrite dans le théordme suivant,

IT1.81. THEOREME. - Pour un groupe de Lie connexe G , on a le diagramme commuta-
tif suivant ¢

L(c) -2 aa(n(c)) € s Der(L( )
\\ ' d
eXPa £ \eXPG v B L@ 5 d - e
G =2 Int(G) S—-— aut(G) e-=—- aut L(G)
P \\\yG = g >~
G \;: 2

4G '“'::T/““" nt(G) S——— Aut(G)
G

On a les formules suivantes :

(1) asexpg %) = 10(1,(expg 1)) = L(I,(exny x)7) = o® X

quel que soit
x e L(¢) , donc L(ws) = ad .

(ii) exp, X eXpy y exp, - X = expG(ead x y) quels que soient x , ¥ € L(G) .
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Démonstration. — La commutativité du diagramme résulte des discussions précéden-

tes et de la formule (i), et (ii) entratne (i) d'aprés les définitions. Reste a dé-
montrer (ii). Soit (B , U)

une linéarisation de G suffisamment petite ; alors
quels que soient

b
X ¥ € B, nous avons

eXp, X eXp, ¥ expG(— x) = expG(x *y % x)) =

ad x
= expG(e

¥)
d'aprés III.14 (i), et (12) de IT (suivant II.S5). Donc les sous—-groupes & un para-
metre t - I(expG x)(expG ty) et tw— eXpy t(ead X ¥) cofncident pour des +
petits, donc sont égaux. Par conséquent, (ii) est valable pour x € B, y e L(G) .
lMais puisque

d
ea nx = (ead X)n = (Olé(eXPG X))n = CYG((GXPG X)n) = b expG nx

(d'aprés ITT.14 (ii)), la formule (ii) est vraie quels que soient x , ¥y € L(G) .
III.82. COROLLAIRE, - Sous les conditions de III.80, le groupe Int(G)

fie a un sous-groupe faiblement analytique de Aut L(a)
sant f @ Q/Zl(G) - put L(@) , im L(f) = ad(n(qd)) .

stidenti-~

avec un morphisme définis-

Démonstration. = On déduit ltaffirmation de la définition III1.44 et du diagramme
suivant :

(@) ad > Ad(L(G)) S-—- Der(L(a))
L(f)

1(e)/2, (1(a)) 1 .
! % eXpG/Zl(G) i j mt(n(a))
G i 3 }nt(G) S put(1(a))

\\\\\\\ﬁc/Z:(G):::jfilff T

eXpg

—

Ce formalisme nous permet de développer la théorie des produits semi-directs (et

méme localement semi-directs) de groupes de Lie, nous ommettons ici les détails,
mais mentionnons les principaux résultats :

ITI.83., PROPOSITION.

(a) Soient L , A deux algdbres de Dynkin, et soit & : A —3 Der L. un morphis-—

me d'algdbres de Dynkin. Alors l'espace vectoriel topologique produit L x A est
une algébre de Dynkin s'il est muni de l'addition par coordonnées et de la multi-
plication

[(x,2), (x*,a)]=(x,x]+s(a)(x) + a(a')(x) , [a, a')) «

(b) Soient N , G deux groupes topologiques, et soit ¢ ¢ G = Aut N un mor-
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phisme tel que (¢ , n) == p(g)(n) ¢+ @ x N~ N soit continu. Alors 1l'espace

produit N x G est un groupe topologique s'il est muni de la multiplication

(n, g)n', g') = (no(g)(n') , &g')

L'algdbre de Dynkin sur L x A est dite produit semi-direct de L et A , et

est notée L & A 3 le groupe topologique sur N x G est dit le produit semi-
direct de N et G , et est noté N x¢ G .

I11.84, THéORﬁME. - Soient G et N deux groupes de Lie connexes, et soit

©: G —> Aut(N) un morphisme tel que (g , n) =3 o(g)(n) : G x N -2 N

soit
continue. Alors ¢ : G — Aut N définit un morphisme L o ¢ : G - Aut L(N) , et

donc un morphisme & = L(L o ¢) ¢ L(G) —> Der L(N) donné par
,3(x)

= L(g(exp, x)) .

Le groupe N *0 G est un groupe de Lie avec L(G % N) = L(N) *s L(G) et

eXPr. @ est décrit localement comme suit : La fonction

(x4 5) ==2(x, 0) % (0, y)

est définie sur un voisinage ouvert U de (0 , 0) dans L(G) x L(N) , et donne
un homéomorphisme p : U =V

sur un voisinage ouvert V de (O ’ 0) s alors on
a

expy, IV = (expy x expy) o p7' .
@
Notons qu'ici on a rencontré une situation dans laquelle la fonction exponentiel-

le ne se présente pas directement ; il faut la construire par un raisonnement sé-

paré local, puis par une application de III.21.

On a vu dans le chapitre I (voir p. 1-18, & 1-19) que la construction de 1l'algd-
bre enveloppante U(L) d'une algdbre de Lie (discrdte) ramdne, en un sens, 1'étude
des algdbres de Lie & celle des algdbres de Lie linéaires. On peut imiter la cons-
truction de 1l'algdbre enveloppante pour les algébres de Dynkin L munies d'une
norme v telle que vw([x , ¥]) < C vw(x) u(y) : Alors 1'espace |L| des Banach
sous-jacents de L permet de construire, dans la catégorie des espaces de Banach
et des contractions comme morphismes, 1l'algébre tensorielle T(|L|) . Ici 1'algdbre

tensorielle T(V) d'un espace de Banach V est

Ki1@To(TST)o(THTR&T) @ eeu ,

ot ® désigne 1le produit tensoriel projectif (introduit dans le chapitre I, § 4,

p. 1-11, (15)) et ou la somme Wy ®W, ®@W,®W;® ... désigne le coproduit dans

la catégorie, c'est-a-dire la gl-somme comportant tous les

t 3 pn-0,1,2,3, ...
els que n=0 nwnH < ® o En utilisant la propriété universelle du produit tenso-

riel projectif (voir p. 1-11), on démontre immédiatement la propriété universelle

suivante : Quelle que soit la contraction f : V -e>lAl de V dans l'espace de

Banach sous~jacent d'une algdbre de Banach unifére A , il existe un prolongement,

et un seul, en un morphisme (contractif) d'algdbres de Banach uniféres
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f: T(V) — A . Alors si on prend pour IS P(]L|) 1'idéal fermé engendré par
T3 W=-w®V~-[Vv,w], vV, welL,etsion pose (L, v) =7(|L})/I, on a
trouvé une algébre de Banach unifére et un morphisme caractéristique

At L—=0U(L, v)

(donné par A(x) = x + I ) tels que, pour chaque morphisme d'algdbres de Dynkin
contractif, f : L ~2 AA , ol A est une algdbre de Banach et AA 1l'algebre de
Dynkin associée, on trouve uniquement un morphisme contractif d'algdbres de Banach

uniféres f!' : U(L R v) =—> A satisfaisant f!' A = f . Notons que la construction

de U(L , V) dépend définitivement du choix d'une norme y sur L . Mais si L
est linéaire, alors il existe sur L wune norme

L -3 AL 3 donc A

v telle qu'on a une isométrie

1 ¢ L - AU(L , v) est nécessairement une isométrie.

On a donc une caractérisation universelle des algdbres de Dynkin linéaires.

ITI.85, PROPOSITION. - Soit L wune algébre de Dynkin ; les conditions suivantes

sont équivalentes

(1) L est linéaire

(2) I1 existe sur L une norme v telle que AL : L -= pU(L, v) est une iso-

nétrie 3

(3) Il existe sur L une norme v telle que vyt L= A(L , v) est un ho-
néomorphisme sur son image.

Ces conditions entrainent les deux conditions équivalentes

(i) I1 existe un monomorphisme L —-= AA dans Dyn , ou A est une algdbre de
Banach

(ii) I1 existe sur L une norme v telle que At L= AU(L , »)
tif,

eat injec—

Nous avons remarqué dans III.55, que chaque algébre de Dynkin linéaire est glo-
bale et, en fait, qu'il suffit pour la globalité de L de trouver une injection

dans une algdbre globale (III.55). Par conséquent, si L est une algdbre de Dynkin

non globale (III.59), alors XL : L == AU(L , v) n'est jamais injectif quelle que

soit la norme y sur L . Dans ce cas, 1'idéal fermé I de T(|L])
groupe vectoriel lLl de T(‘L\)

et le sous-
ont une intersection non vide. C'est ici qu'on
note une divergence des théories discrdtes et topologiques des algdbres envelop-

pantes : on n'a pas de théordme de Birkhoff-Poincaré-witt précis (I.31) dans le cas
topologique.

Le probléme suivant se pose alors naturellement,
PROBLEHE, - Trouver, pour une algébre de Dynkin L , les relations précises entre

les propriétés d'é&tre globale et d'avoir un morphisme injectif kL : L — AU(L,v) .
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7. Théorie de Lie en dimensions finies.,
ineorie de Li€ ©en GRS OIS S AtER

Les résultats que nous venons de discuter deviennent plus simples, plus élégants
et, en plusieurs cas, aussi plus forts dans la situation des dimensions finies.
Cela est immédiat pour tous les résultats qui, dans la théorie générale, dépen-

daient de l'hypothése de la séparabilité, car nous notons le résultat suivant.

I11.86. PROPOSITION. = Si G est un groupe de Lie tel que

dim L(G) < » , alors
Gy est séparable.

Démonstration. - Cela résulte de III.25 et du fait que chaque espace vectoriel
sur R de dimension finie est séparable.

La supposition sur la dimension peut s'exprimer aussi en termes purement topolo-
giqueS .

IT1.87. THEOREME. - Soit G un groupe de Lie. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes 3

-

(1) La dimension lindaire de L(G) est finie

e

(2) La dimension topologique de G est finie 3

(3) 1(G) est localement compact j

9

(4) G est localement compact.

Démonstration. — Puisqu'un espace vectoriel topologique sur R est localement
compact si, et seulement si, sa dimension est finie, on voit que (1)#= (3). Mais G
étant localement homéomorphe & L(G) , d'aprés III.14, on a (1)< (2) et (3) = (4).

REIMARQUE, = La question de la dimension topologique est, en général, technique et
diffiecile, Néanmoins, l'espace sous-jacent d'un groupe de Lie est une variété,

i, e, i1 est ou bien localement euclidien, ou bien localement homéomorphe & un es—

pace de Banach de dimension infinie j; donc, dans le premier cas, toutes les notions

de dimension topologique donnent le m&me nombre de dimensions (a2 savoir la dimen-
sion linéaire des systémes de coordonnées), et dans le deuxi®me cas, la dimension

topologique est toujours infinie par rapport a n'importe quel concept de dimension
topologique.
La caractérisation des sous—groupes de Lie (III.BO) est alors plus simple.,

II11.88. THEOREME. - Soit G un groupe de Lie. Alors chaque sous—-groupe locale-—
ment compact est un groupe de Lie.

Démonstratien. — Elle résulte de II.18 et de III.30.

ITTI.89, COROLLAIRE, - Soit G wun groupe de Lie de dimension finie., Alors quel
que soit le sous-—groupe

H , il est un groupe de Lie si, et seulement si, il est

fermé.,
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III.90. COROLLAIRE. = Soit G un groupe de Lie de dimension finjie. Alors chague

groupe—quotient de G est un groupe de lie.

Démonstration. = Elle est une conséauence de III.32 et III.89,

Les sous—groupes analytiques sont caractérisés par un théordme particulidrement

puissant, dont la démonstration repose sur des résultats énoncés, mais non démon-
trés dans le chapitre II,

ITI.91. THEOREME. - Soient G wun groupe de Lie, S un sous—grdupe tel que S

soit localement compact donc un groupe de Lie d'aprés III.88,., Alors les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) S est faiblement analytique ;

’

(2) S est analytique ;

’

(3) s est analytique strict 3

’

(4) 3 est connexe par arcs.

Démonstration. - (1) (2) = (3) : Conséquence du fait que dim L(S) < » (voir
III.87, 88 et IIT1.46).

(1) = (4) + S est 1'image d'un groupe de Lie connexe d'aprés III.44, qui est
toujours connexe par arcs.,

(4) = (2) : Soit (B ’ U) wune linéarisation telle que B satisfait les hypo-
théses de II.22. Alors T = log(U n S) est un sous-groupe local de B , tel que T
est localement compacte. D'aprés IL.21, l'algébre LF o L(§) (de dimension finie)
contient un idéal L? tel que la composante connexe par arcs Fa de O dans T
est précisément L? n B (III.23). Soit T 1le sous—groupe analytique de G engen-
dré par L? « Puisque T est engendré par exp(L? n B) = exp Fa €S, alors
T ¢ S . Réciproquement, si s € S , alors il existe wn arc £ : (0, 1) =3 S tel
que f(0) =1 et f(1) =s . Puisque f est uniformément continu sur son image,
il existe un g > 0 tel que f(V(x R e)) f(x)—l € U , quel que soit x € (o ’ 1) ’
v V(z,e)={ye(0, 1): |x-y|]<e}.Mais £(v(x, ¢€)) f(x)"lecuns, et
est connexe par arcs, donc est contenu dans exp ra < T . I1 en résulte que, chaque
fois que 1lton a f(x) e T, alors vz ’ €)) €T aussi. Nous en déduisons que
xe (0, 1) : f(x) e T} est & la fois ouvert et fermé, donc, étant non vide, est

égal 3 [O ’ 1) « En particulier, sF(l) €T o, On voit ainsi ST , donc T =85,

ITT.92. COROLLATIRE. — Si G est un groupe de Lie de dimension finie, alors un

Sous—groupe S est analytique (strict)'ii, et seulement si, S
arcs, et il y a une bijection S =3 I{ S]]
S et des sous-algdbres de Lie de L(G) .

est connexe par

entre les Sous—groupes connexes par arcs

Les résultats sur le groupe des commutateurs dans le paragraphe 5 se présentent

aussi sous une forme plus satisfaisante en dimension finie.
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II1.93. THEOREME. - Soient G un groupe de Lie, et Gj y, =1, 2, des sous-

groupes analytiques stricts qui se normalisent. Supposons que

din(1{6¢ ], 6,]] <= .

Alors le groupe (Gl ’ G2) engendré par les commutateurs (gl,g2)=g1 g5 g;l g;l
est analytique strict et L(G, , G,) = [1[@1] , L[G2]] .

Démonstration. — Le sous-groupe analytique S engendré par [L[G1] , L[G2]] est
strict (III.46), et on sait que (G

L0 @) e8ss @, G2>' dvaprés III.66.
D'autre part, si C

est le plus petit sous—groupe local de G contenant tous les
x1 * 12 * (- xl) * (- x2) avec X. € L[Gj] N B, on sait d'apreés II.28 que C est

un sous-groupe de Lie local tel que Lj = [L[G1] , L[G2]] B

Mais alors exp C < (G1 ’ G2) s et exp C engendre S . Donc S < <G1 , G2) .
Nous avons donc démontré 1'égalité S = (Gl , G2) .

En particulier, le théordme précédent s'applique au cas d'un groupe de Lie G

pour lequel on a dim{L(G) , L(G)] <» , si on prend Gj = G o Plus généralement,

si dim[L(G) , L(G)] < » , on peut raisonner par récurrence pour démontrer le co-
rollaire suivant.

IT1I.94. COROLLAIRE., - S0it G un groupe de Lie connexe tel que

daim[L(e) , L(g)]) < »

(ce qui est certainement satisfait si

dim L(G) < o ). Alors les membres de la
suite des commutateurs G(n) sont analytiques @tricts) tels que L[G(n)sz(G)(n) .
Les membres de la suite décroissante centrale G[n] sont analytiques (stricts)

tels que L[G[n]] = L(G)[n] e BEn bref : Le foncteur L conserve les suites ie com—

mutateurs et les suites décroissantes centrales des groupes de Lie connexes de di-
mensions finies.,

II1.95. COROLLAIRE. = Soit G wun groupe de Lie connexe de dimension finie

’

alors G est résoluble si, et seulement si, L(G) est résolubl=.

L'information est ici plus compldte que dans le cas général (remarques suivant
III.69). Rappelons que la situation "nilpotent" était totalement clarifide en uti-

lisant la suite centrale croissante (III.65).

Finalement, on rappelle le théoreéme de Ado :

II1.96. THEOREHE, - Si L est une algdbre de Lie réelle (23! plus généralement
Ssur un corps de caractéristique

0 ), il existe un espace vectoriel V , de dimen-

Sion finie, tel que

L est isomorphe i une sous-algdbre de Lie de A®(V) . En par-
ticulier, L est lindaire.

III.97. CORCLLAIRE, - Chaque algébre de Dynkin de dimension finie est linéaire,
donc globale,
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