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Séminaire DUBREIL 1-01
(A1g2bre)

27e annde, 1973/74, n° 1, 24 p. 5 et 19 novembre 1973

THébRIE DIRECTE DES GROUPES DE LIE, I.

par Karl H, HOFMANN
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Introduction générale

Dans cette suite d'exposés, il s'agit des groupes de Lie classiques (plus préci-
sément, des groupes de Lie sur le corps réel sans restriction de dimension). On
propose ici une méthode de définition et un traitement de la théorie de base des
groupes de Lie du point de vue de l'algébre topologique pure. On envisage la caté-
gorie des groupes de Lie comme une catégorie pleine d'objets spéciaux dans la caté-
gorie des groupes topologiques en s'intéressant essentiellement & la structure d'un
groupe de Lie comme groupe topologique, c'est-a-dire qu'on s'intéresse aux sous-~
groupes, groupes quotients, morphismes, noyaux, représentation, et aux questions
concernant les constructiorsnaturelles comme, par exemple, le groupe de commuta-
teurs, le centre, la résolubilité, la nilpotence, la semisimplicité, etc. On met
ici l'accent sur l'appareil qui rend ces questions particuli®rement accessibles :

clest l'appareil des algdbres de Lie et de Dynkin qui interviennent par 1l'intermé-
diaire d'une fonction exponentielle.

Notons que la théorie des groupes de Lie touche beaucoup de disciplines en dehors
de la théorie des groupes topologiques : l'analyse dans la théorie des équations
différentielles (qui fut, historiquement, le point de départ de la théorie), la
géométrie et la topologie différentielle dans la théorie des variétés, des espaces
homog®nes et symmétriques et dans la géométrie riemanniénne. Par conséquent, tradi-

tionnellement, on utilise les outils fournis par ces théories librement dans les

définitions mémes et pour les fondations ; cependant, on observe, que, aprés avoir

atteint un certain niveau, elles ne sont plus nécessaires pour traiter les ques-
tions de théorie des groupes indiquées ci-dessua Pour l'enseignement des groupes de
Lie dans le cadre des cours sur les groupes topologiques et leurs représentations,

j'ai cherché, depuis quelques années, une méthode d'introduction des groupes de Lie



qui satisfasse aux critéres suivants :

1° La théorie se développe & partir des définitions le plus rapidement et le plus

directement possible,

2° Les concepts utilisés dans les définitions doivent 8tre directs et ne dépendre

que de théories sous~jacentes intervenant dans la théorie de la structure elle-méme,

30 Les critéres de définition doivent &tre vérifiés sans peine dans le cas des

exemples naturels (comme par exemple, celui des groupes linédaires),

40 11 faudrait que les définitions entrafnent une théorie aussi générale que pos-
sible (par exemple sans restriction de dimensions, mais avec la possibilité d'adap—
ter aux autres corps de base, et de généraliser la théorie aux classes de groupes

topologiques ultérieures et méme aux demi-groupes topologiques).

J'admet aussi une motivation, qui, en étant peut-8tre moins systématique que les

autres, est néanmoins une considération significative pour la formation des mathé-

maticiens.

5° La présentation de la théorie doit conduire assez vite les étudiants qui ont
parcouru un programme général modérément avancé, mais qui, d'autre part, ne sont

pas encore spécialisés aux questions de recherche possibles & ce niveau.

Mes premidres tentatives dans cette direction ont été indiquées d'une fagon in-
formelle dans [2]. J'espére présenter les détails dans un texte ultérieur. Le prin-
cipe des idées a été bridvement indiqué plus récemment dans [3]. Cet article est
aussi une source de références sur le sujet ; mais il ne contient pas encore la ré-
férence a N. BOURBAKI [ 1], qui vient de parattre. Pour beaucoup de détails, on peut
se rapporter a cette oeuvre, qui s'occupe de notre sujet, et qui sera sa source en-
cyclopédique pour longtemps. (Au demeurant, il me parait significatif pour la dif-
ficulté du sujet, du point de vue de la présentation, que ce livre soit paru si
tard, aprés l'achdvement de presque tous les autres projets, et mbme plusieurs
années aprés d'autres volumes antérieurs et ultérieurs de la série "Groupe et al=-
gtbres de Lie".) Néanmoins je ne crois pas que cet exposé soit rendu superflu par
le livre de BOURBAKI ; celui-ci n'est pas un texte pour les étudiants ; donc méme

9
aprés sa parution, la question persiste :
"Comment enseigner les groupes de Lie 2"

Pour décrire provisoirement notre définition, rappelons que pour le groupe linéai-
re Gl(n) = GL(E?) des automorphismes de E? nous trouvons facilement une fonc-—
tion exponentielle exp : L(E?) - G1(n) , définie sur 1'algdbre (complétement
normable) de tous les endomorphismes de R™ qui est localement inversible par le

~

logarithme et qui nous sert & Mindariser" la structure locale de Gl(n) . Les pro-

priétéds significatives sont les suivantes :

(i) La fonction exponentielle classifie tous les sous-groupes & un parametre de

Gl(n) et vérifie exp(X + Y) =expX expY si X et Y commutent.



(ii) La structure d'espace vectoriel de L(Rn) est retrouvée en termes du groupe

Gl(n) et de la fonction exponentielle au moyen de la formule
(a) exp(sX + tY) = lim(exp -f’; X exp -tﬁ ",

Bien qu'il soit impossible de retrouver la structure de 1l'algébre associative de
L(Rn) , nous notons gue

(iii) La structure de 1l'algdbre de Lie donnée sur L(B?) par le crochet
[X, Y] =XY - YX est déterminée par G1l(n)

(4) :

2
(B) exp[X%X,Y] = lim comm(exp-%ﬁx , exp %-Y)n ,

au moyen d'une formule analogue a

comm(g,h) = ghg-'1 hfl .

Ainsi nous avons reconnu que le groupe topologique G = Gl(n) admet une fonection

exponentielle qui est définie sur une algébre de Lie L (sur L(r™) ) normable,

qui induit un homéomorphisme local, et qui relie la structure locale de G et la

structure de 1'algdbre de Lie L . Alors, notre exposé doit rendre plus précis ce

que nous entendons sous la définition suivante.

Définition vague. — Un groupe de Lie est un groupe topologique muni d'une fonc-
tion exponentielle,

Notre discussion procédera par étapes

I : La théorie algébrique de la fonction exponentielle.

II : Algdtbres de Dynkin, Théorie de Lie locale.

III : Théorie globale des groupes de Lie.

IV ¢ Conclusion. Revue et comparaisons.

Notations. = Comme d'habitude, Z , R , C désignent les ensemblez de nombres

entiers, réels, complexes, respectivement, et RN = {reR; r> 0} . Nous écri-
vons N=2ZnR .
I. La théorie algébrique de la fonction exponentielle
Y e e e N o e B e e e ]

Nous ne considérons que des corps de caractéristique O (ce qui est naturel si

1l'on se souvient de la série exponentielle) ; notons K wun corps valué ; la norme

| | sur X peut &tre discrdte ( |r| =1 pour re Kk ~ {0} ).
1. Algtbres de Banach.

I.1. DEFINITION. - Une algdbre de Banach A (sur K ) est une algdbre associa-

tive topologigue compléte sur le corps topologique K , muni d‘'une norme

Wl a— RY telle que, quels que soient x , ye€ A, re K , on ait

(1) || =0oe>x =0,
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(i1) fl= + vl < li=ll + o)} »
(1i1) =yl < =)} sl »
(iv) ==} = I=| ||=]| ©

Nous dirons que A est ultraméirique, si, au lieu de (ii), on a la relation plus
forte

(111 [[x + yll s max{l|x]} , |||} .

Appelons A fortement ultramétrique si A est ultramétrique et si le corps de

base K est discret, Si K =R ou C a la norme archimédienne, nous appelons A

~

un espace de Banach classique.

Si A est ultramétrique (resp. fortement ultramétrique) , la topologie de A
est définie par une base de filtre dénombrable des idéaux de la boule-unité au sens
de R-algébre, ou R = {re K ; lri < 1} (resp. au sens de K-algébre) . Le cas
ultramétrique avec K = gp , c'est le cas p-adique, est important pour des généra-
lisations de la théorie, mais il est délibérément omis dans ces exposés. On remar-
que que le cas d'une algebre discrete est compris dans o] ¢ Clest le cas ultramé-

trique o K et A sont discrétement normés tous les deux.

Le cas classique jouera son rble dans le chapitre II ; le cas fortement ultramé-
trique est le cadre approprié pour 1l'algtbre formelle de séries de puissances for-
nelles, notamment pour la théorie algébrique des fonctions exponentielle et loga-

rithme. Nous nous occuperons, dans le présent chapitre, presque exclusivement du
cas fortement ultramétrique.

Envisageons d'abord quelques conventions. Une algébre de Banach fortement ultra-
métrique est dite bornée si A est égale 4 sa boule-unité. Les seules algdbres
dont nous allons nous occuper seront uniféres et bormées. Soit B 1la catégorie des
algébres uniféres fortement ultramétriques bornées et les morphismes d'algébres

uniféres qui conservent ou abaissent la norme. Pour A € 8 , notons
A ={x € =} < 1} «

Alors Al est un idéal propre (parce qu'il ne contient pas 1 , compte tenu de
T.1.(iii). Alors 1 + A = {r ea; |ly -1 <1} ; dans chague algdbre de Banach,
cet ensemble est formé des éléments inversibles ; étant multiplicativement stable,
1+ Al est un groupe. Si A est une algdbre unifdre topologique séparée compléte
sur K dont la topologie est définie par une suite A = AO 2 A1 =) A2 D eee
d'idéaux, nous définissons une norme en posant

”X“ = 2'V(X) ’ v(x) = max{m € E'; X € Am} ,
et nous disons que A est un objet de la catégorie ® par rapport & cette norme.

L'exemple suivant est typique et joue un r8le important dans la théorie.

T.2. EXEPLE., — Soit X un ensemble. Le monoide libre #(X) engendré par X =a
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une filtration {Hp(X) s n=0,1, ..o} décroissante telle que M*(X) contient

tous les mots & n lettres au moins. Cette filtration induit une filtration sur

1'algdbre du monoide TF(X) = K[M(X)] . (Remarquons que 1l'algdbre fixée F(X) est

la méme chose que l'algébre tensorielle de l'espace vectoriel des combinaisons li-

néaires formelles des éléments de X , munie de la filtration évidente.) Notons

T(X) 1'algébre de Banach fortement ultramétrique complétée de F(X) .

Cas importants spéciaux :

(a) X = {g} . Alors

melles & vme variable.

T(X) = XK[[g]] est 1'algdbre des séries de puissances for-

(b) X =90 , 1M} . Iei F(X) =xk[[g , N]] est 1'algdbre des séries formelles 2
deux variables non permutables,

Observons une propriété importante de F(x) ,>que 1'algebriste appellera "la pro-

priété universelle", et l'analyste "le calcul fonctionnel dans les algdbres de
Banach fortement ultramétriques”.

I.3. PROPOSITION. - Soient
tion f ¢ X == A

X un ensemble, et A€ B . Quelle que soit la fonc-

1 il existe un morphisme f!' ¢ TX == A (gg B ), et un seul

qui prolonge f .

Autrement dit, F est un foncteur adjoint a gauche au foncteur

A b=s lAll : ®—>Ens ,
o0 | | signifie l'ensemble sous-jacent.

I.4, COROLLAIRE. — Soit x € A

, » alors il y a un morphisme unique K([E]] -> A
qui envoie £ sur x .

Nous écrivons p(x) 1'image d'une série de puissances p par ce morphisme.

Notons que, dans chaque algdbre de Banach fortement ultramétrique, le rayon de
vergence d'une série p = Eg a, gn € X[[g]] est 1 ; autrement dit, 2; a, =

n
converge absolument pour x € A1 » €t nous avons p(x) = z: a %

X « Remarquons que
la proposition I.3 s'applique au cas A = K[[g]]

con-~

en donnant, pour tout
2

le résultat p(q) de la substitution de q dans p . Cette notation nous donne

aussi p = p(g) . L'unicité dans I.3 entraine la formule

(1) p(a)(x) = pla(x)) , x €A, »,qe€Xx[g]], ell <1

2. Théorie de 1'exponentielle formelle.

Définissons maintenant les fonctions exponentielles et logarithmiques, et éta-

blissons leurs propriétés élémentaires.
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I.5. DEFINITION. — Les éléments exp , L € K[[E]] sont définis par

(2) exp =1+ E + = 2 +-§T §3 Foeee
+

[]
(3) L=§--§§2+% 3_

un

s e o

g
On écrit aussi L = L(g) = log(1 +€) .

Si A€ B, alors on définit (par abus de notation), des fonctions

(4) exp * A1 -1 + A1 par X b—%veXp(X),,

(5) 1log : L+ 4 =>4 par xk-3Lx-1).

Notons que exp(x) et L(x - 1) sont des éléments bien définis de A tenant
coupte du I.4 et des remarques qui suivent ce numéro. On écrit aussi log(x) au
lieu de IL(x - 1) (mais il faut bien se souvenir que log(x) n'est pas le résul-
tat de la substitution de x dans log ). Si on prend A =K[.[£]], on retrouve
exp = exp(g) et 1og(1 + g) = L(g) .

La proposition suivante se démontre comme le cas classique élémentaire par des

raisonnements de séries de puissances.

I.6. PROPOSITION (Equation fonctionnelle simple de exp ). -58i AeB et si

u, Vv E Al commutent, on a : exp(u + v) = exp(u) exp(v) .

Les lemmes suivants ne servent qu'a démontrer que exp et log sont des fone-
tions inverses.

I.7. LEMME, - Il existe une dérivation unique D : K[[g]] -3 K[[£]]) tel que
DE =1 ., Elle a les propriétés suivantes :

(a) ker D =K .

(v) si pex[[g]] et qek[[g]];, , alors D(p(a)) = (Dp)(a).Dq -
(c) D(exp) = exp .

(@) (1 +g)pL =1 .

I.8. LEMME.

(a) log(exp) (= Liexp - 1)) =¢ .

(b) exp(log(1 + €)) (=exp(L)) =1 +¢ .

Démonstration.

(a) On applique D aux deux membres de 1l'équation en notant que

1og(exp) - €E €ker D .

On détermine la constante en substituant O .

(b) Posons p = exp(L) s, calculons (1 + g)Dp .« Notons p(O) =1 , résolvons 1'é-

quation différentielle pour p = 1+a1 E + a, §2 + sss » en trouvant a, = 1
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8, = ees = 0 par récurrence.

Le calcul fonctionnel et la formule (1) donnent immédiatement le résultat sui-
vant ¢

I.9. PROPOSITION. - Pour A€ ® , les fonctions exp et log de I.4 sont des
fonctions inverses.

Cela nous donne deux conséquences immédiates :
I.10, COROLLAIRE (équation fonctionnelle simple de log ). -5i Ae B et si

u, ve 1 + Al commutent, on a : 1og(uv) = logu + log v .

T.i1. COROLLAIRE. - Par transport de structure, A1 est muni d'une structure de
groupe isomorphe au groupe multiplicatif 1 + Al « L'opération sur A1 est donnée
par x * y = L(exp(x) exp(y) - 1) , et satisfait xwy =x+y dés que x et y

sont permutables. En particulier, - x est 1l'inverse de x + On a 1'équation fonc-

tionnelle exp(x * y) = exp(x) exp(y) quels que soient x , y € A

1 L]
I1 est possible de trouver un développement en série de puissance pour € % 1|
dans X[[g , n)], (1.2 (b)). Bn fait

exp(g) exp(n) - 1 =2 (1/piql) €° 7%,
sommé sur p+ q =1 . Soit o cette somme. Alors
P, 4 P, 4
n -1 1 1 n
o = 2(p1'.q1!...pn!qn!) g Tl ooo§ n .

sommé sur P, +q 21, eee s P+ 21, Finalement, on a

ExnN=L0c)=2~-(-1)"mc", m=1

y 2y eee

ce qui donne la formule cherchée.

I.12. LEMME (Formule de Campbell-Hausdorff-Dynkin provisoire).
p q P 4,
1 1 n
Ex =2 c(p1 2 Qg s see s P s q) § N .7,

sommé sur n =

N

1 3 2 3 eoe p1 + ql b P, + q, >1, ou

cé L saaae ) = - (= )"
Py'o Qg s oo 9 Py Q) = n.pl!qli...pn!qn! *

On préférerait transformer cette formule en une autre, plus systématique, du type

(6) £ %M = z;em(g,n) alp) w

ou M(g , ﬂ) est le monofde libre engendré par £ et T , et ou les a(p) sont
des nombres rationnel bien déterminés. Ce serait un probleéme d'analyse combinatoire
de trouver (si possible) une formule explicite pour q(u) , probléme qui, & ma con-
naissance, n'est pas résolu. Une formule explicite serait d'une importance mineure

pour la théorie, mais assez intéressante du point de vue de l'analyse combinatoire

et numérique. I1 est facile de trouver

a(e) =q(m) =1, qlgn) =-almg) = 1/2.
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A chaque algdbre associative A , on associe trivialement une algdbre de Lie AMA

en considérant, sur A , la multiplication crochet [a , b] = ab - ba . (Rappelons

qu'une algdbre de Lie est une algdbre & multiplication (a , b) P [a, b] bili-
néaire satisfaisant &

(1) [a,v)==[v, a],

(ii) (JacoBI) [a , [b,c)l]+[b, [c, all+[c,[a, b]] =0 quels que
soient a , b, ¢ . D&s que la caractéristique du corps de base différe de 2 , on
peut remplacer (i) par (i') [a , a] =0 .) Alors, si A =K[[E , N]], les é1é-
ments £ , T| engendrent une algébre de Lie L fermée dans AA . Le reste du cha-
pitre s'occupe de la démonstration du fait que g * 1) €L . Clest la partie plus

sophistiquée de la théorie algébrique de la fonction exponentielle.

Mais avant que nous finissions cette partie de la théorie algébrique de la fonc-
tion exponentielle, nous indiquons les calculs (d'ailleurs bien connus) qui sont

nécessaires pour déduire de la formule donnée dans I.12 et de
(7) E+*nNel

(é démontrer par la suite) la forme finale de la formule de Campbell et Hausdorff.

3. Formule de Campbell, Baker, Hausdorff et Dynkin.

Soit V 1'espace sous-jacent de 1'algdbre libre P(X) . Pour ae F(X) , soit
ad(a) € End V , défini par ad(a)(v) = av = va . D'aprés la propriété universelle
de F(X) , la fonction x pF—>ad(x) : X —3End V se prolonge d'une facon unique
en un morphisme d'algébres, T e F(X) - End V . Désignons par V1 le F(X)-
module régulier donné par (a , v) ——>av , aec F(X) , veV, et par v, le
F(X)-module défini par a.v = w(a)(v) , ac€ F(X) s, veV,Un morphisﬁé
o : V-3V d'espaces vectoriels est déterminé par son effet sur 1 et sur des
éléments générateurs XyeeeX, Xj € X ; posons (1) =0, olx) =x,

w(xl...xn) = (Xl...xn_l).xn pour n > 1 . Remarquons que
¢(X1...xn) = Xl x2...xn = ad(xl)...ad(xn_l)(xn) o

Par linéarité, on en déduit d‘'abord

(8) o(xv) = xup(v) , xeX, veV,
puis
(9) olav) = a.p(v) , aePX), veV.

Autrement dit, o : V1 —a'Vz est un morphisme de P(X)-modules. La fonction
ad 1 AF(X) — A End(X) est un merphisme des algdbres de Lie, et il en est de méme
de { 5 puisqulon-a ad(x) = w(x) pour X € X , on en déduit ad(a) = m(a) pour
tous les é1éments a de l'algdbre de Lie L engendrée par X . Cette proposition

est équivalente & la suivante :

(10) [a, v] = a.w , ael, veV,
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Une combinaison de (9) et (10) donne
(11) p(av) =[a , olv)], a€el, vev,
Noug affirmons que
(12) v(v) =nv pour v € L , v homogéne de degré n .

Nous démontrerons (12) par récurrence sur n . C'est certainement vrai pour
n=0, 1 ; supposons-le vrai pour m<n , ou n>1 . Puisque v = > [aj R bj] ,

avec une famille finie d'éléments a. , bj homogénes de L de degrés < n , nous

pouvons supposer que

v{a,b)], a,b€L, a,b homogénes, p=deg a<n , q=deg b<n , p+q=n .
Alors

o(v) = ¢[a,b] = ¢(ab) = p(ba) = [a,9(b)] = [b,e(a)] a'apres (11).

Par récurrence,

Il

o(a) = pa , o(b) = qb .

Puis (v) =[a , ppb]=[b, qal=(p + q)[a , b]) =nv .

Définissons @n : -arVn par B =-% @n , Ou v est 1a composante homogéne

de V de degré n . Le morphisme § = P + §1 + ..o d'espaces vectoriels gradués

applique V dans L , d'aprés la définition de ¢ , et induit 1l'identité sur L .

Par conséquent, & est une rétraction de V sur L ,

La rétraction 3 : F(X) -3 F(X) est évidemment continue par rapport & la topo-
gie induite par celle de 'f(X) ; elle se prolonge donc & une rétraction & unique

de T(X) sur T . Cela nous domne le résultat suivant :

T.13. PROPOSITION., - Soient X un ensemble, F(X) 1'algdbre de Banach fortement
ultramétrique de I.2, et T(X) 1'algébre de Lie fermée engendrée dans AF(X) par
X o 8i M(X) est le monoide libre engendré par X , et {“j 3 1€ J} une famille

?

d'éléments de M(X) tels que la famille {j € J ; deg by = m} soit finie pour

’

m=0,1, 2 yeeey, alors 1'élément a = ZJ rj Ky est bien défini quelle que soit

la famille {rj eKgj; je J} , et les propositions suivantes sont équivalentes :

1° a € L(X) (c'est-d-dire a peut 8tre exprimé comme une série éventuellement
infinie de polyn8mes de Lie),

= -1 VU TR =
20 a = ZJ (deg u,j) rj p,j 9 i.;t_l_ Xloooxm = (ad(xl)...ad(xn_l) Xn) .

Cela nous met en mesure de donner la formulation finale de la formule trouvée
d'abord dans I.12 @

I.14. THEOREME (Formule de Campbell-Hausdorff-Baker-Dynkin).

1° Si A est une algdbre de Banach fortement ultramétrique bornée, l'ensemble

A, des éléments p , vérifiant ||p|| < 1 , est une algdbre de Lie fermée dans AA ,

et un groupe par rapport & l'opération (x , y) )= x *y qui s'exprime par la
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formule suivante : Pour E , N € K[[g2 , T]], on &

ZC(pl ’ ql veers Do qn) Pl ql )Y q.n

n
(13) R TS N A T

sommée Sur N =1, 2 , eee 4 P, +ta, 2 1y eeesp, +a, 21, ol

(1) o(p, , q P, s Q) = (- 1)°
’ 9 coe ? == 1 1 [ 1
1 1 n n.pl.ql....pn.qn.

(ii) X eeeX ) = (ad xl)...(ad xn—l)xn pour x; € g, .

Si on écrit g x T =

(14)

Zﬁem(g 0 q(p) p comme dans (6), alors on a aussi
Ex M=+ T+ "12'[§ ’ 'ﬂ] + Zp,GM(g,ﬂ)r(p') m ’
on_ r(p) = (deg p + 2)7" (q(ugm) - q(umg)) € @ (voir (6)).

2% Pour tous les éléments u , v € A

on a

1
exp(u % v) = exp(u) exp(v) s

et exp applique Al bijectivement sur le groupe multiplicatif 1 + A

1 L]
Notons que, dans (13), beaucoup de sommants sont O , parce gqu'on a- xloc.xm =0
dés que g = %y cela nous permet d'observer que, aprés avoir appliqué 3 2 la

formule (6), les seuls indices de M(g , n) s qui contribuent encore a la somme,

sont € , T, [E, M) et pEN, od p € M(g , T) . Mettons 1l'accent sur le fait
que, bien que la formule (13) soit intéressante en elle-méme, et pour les questions
de convergence (Chap. II), c'est vraiment la formule (14) qui est significative

pour la théorie des groupes de Lie, m8me si les nombres rationnels r(u) ne sont

pas explicitement connus. Comme nous l'avons déja souligné dans le contexte de la

formule provisoire (voir I.12 et (6)) pour les nombres q(u) , on n'a pas encore

résolu, m&me partiellement, le probléme suivant.

PROBL@ME. - Trouver, s'il est possible, une formule, pour les nombres rationnels

r(u) de (14). Si non, chercher des propriétés des r(u) , du point de vue de la

théorie des nombres, de l'analyse combinatoire, de l'analyse numérique (par exemple,
des propriétés asymptotiques).

Tucker HAWTHORNE [Tulane University ] a formulé un programme en FORTRAN II pour 1le

calcul des r(g) sur ordinateur, ce qui est un probléme combinatoire, entre autres

choses. On a calculéd les r(u)

jusqu'a deg u g 7 (ce qui donne les termes de la
série (14) jusqu'au degré

9 ). Par exemple, il y a 27 = 128 nombres r(u) pour
le seul degré 7 ; le temps requis pour ces calculs est considérable, méme sur les
ordinateurs & grande vitesse. On a observé, par exemple, que, pour 1l'involution

t+ [[g, n])->x[g , n]], donnée par t(g) =1, t(n) =g , on a
r(t(p)) =+ r(u) ,

ce qu'on pourrait démontrer d'une fagon générale. Aprés avoir fait les calculs jus—

qu'ad deg u < 6 , on était convaincu que, dans la forme réduite, le nombre ration-

nel r(p) est toujours de la forme <+ 1/n avec n € E‘, mais pour deguyu =7 on
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a trouvé des dénominateurs 13 , 19 , 31 . Empiriquement, r(u) est petit pour des

(s n . 5
mots "réguliers" comme y =€ , et relativement grand pour des mots '"mélangés"

comme gn gn...gn . Par exemple,
- 2(g7) = 1/1209600 ,  =(n(gM)°) = 1/5040 ;

’

les valeurs absolues des autres sont intermédiaires. On observe aussi des diffé-

rences entre les deux cas deg(p) =0, 1 (2) : un terme T(M) sur quatre est nul

pour deg(p) =5, 7 3 les termes r(gn) , r(ﬂn)

sont les seuls qui sont nuls
pour deg(u) =n=2,4,6.

4. Bigebres.

I1 nous faut comprendre que, pour des espaces de Banach quelconques (définis par
Te1. (i), (ii), (iv)), on peut introduire un produit tensoriel. En fait, considé-
rons, sur le produit tensoriel algébrique de A et B

s, A® B 1la fonction
li: 29 B —->’Ii+ donnée par

(15) llzl] = ingy, 2 Jlajli[o;]

ol la borne inférieure est prise sur 1l'ensemble de toutes les familles finies

n|{F
= {(aj , bj) 5 3=1, eee » n(F)} telles que z =Zl a.® b

On montre que n ” 3éfinit une norme sur A® B o (Si A et B sont ultramé-

triques et si les topologies de A et B définies par des filtrations A

B
n’ mn’
alors la topologie définie par cette norme sur A® B est donnée par la filtration
(A B)n =2 Ap(a Bq , somnée sur p + g = n o) Soit A9 B 1l'espace de Banach

complété par rapport & cette norme.

Le produit tensoriel ainsi défini a la propriété universelle ¢ Si b

.

T MRB ->C
est une fonction bilinéaire continue, il existe un morphisme continu, et un seul,
bt A<§ B =3 C tel que b(x ’ y) =b(x® y) quels que soient x € A, y€ B.
Une algébre de Banach unifére peut alors &tre caractérisée par la donnée de deux

morphismes m : AR A=A et us: K -4 d'espaces de Banach tels que les dia-

grammes

A8 A6 A-Blyn52 A®K—-—-—->A®A<—‘-]-@-1-—K®A

(16)  (a) =m | n (b)
A® A - JA \

m

soient commutatifs.

I.15. DEFINITION. - Une cogébre de Banach A est un espace de Banach A

cvec
des morphismes ¢t A-2A® A N

o ¢ A -3 K d'espaces de Banach tels que les
diagrammes duaux de (&) soient commutatifs avec

¢ remplagcant m , @ remplagant
u o, On dit que ¢

est une co-multiplication et « une co-identité ou co-unité ;

mais, dans ce contexte, on préfére l'appeler une augmentation. Autrement dit, ¢
satisfait la condition
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(17) (12 c)e=(c® 1),

et o 1les conditionms

(18) (1@ a)cla) =al@1, (e0®1)cla) =1®a, ach.

Une bigdbre de Banach est une algdébre de Banach unifére avec une co-multiplication

¢ et une augmentation « telles que ¢ et o soient des morphismes continus

dtalgdbres. (On note que le produit tensoriel A® B de deux algébres de Banach
est une algébre de Banach telle que

(a® b)(a' 2 b') = aa' @ bb! .)

I1 s'entend qu'on a ces concepts pour des algebres discrétes 3 en effet, dans un

sens technique, ce cas est compris dans notre définition en ce qu'une algdbre dis-

crete sur K est une algdbre de Banach ultramétrique par rapport aux normes dis-

crétes sur K et A .

Nos exemples d'algebres de Banach fortement ultramétriques sont des bigdbres de
diverses fagons.

I.16. EXEIPLE. — Soient X un ensemble, et F(X) 1'algdbre de Banach de I.2.

Par la propriété umiverselle de F(X) , (I.3), on peut définir deux B-morphismes
c,d: T(X) -=FX)® F(X) tel que

e(x) =x®1+19x, dx) =29 %,

quel que soit x € X , et deux G@G-morphismes o , B ¢ T(X) =>K tels que

ofX) = {0} , g(X) = {1} .

On vérifie qu'on a

(1®c)e(x) =x83191+19x01+1218x=_(c® 1) clx)
et

(1®ad) (x) =x® x®x = (a® 1) alx) , x € X

ce qui suffit & montrer que ¢ et d sont des co-multiplications (parce que des

B-morphismes sont déterminés par leur donnée sur tout ensemble de générateurs). On
vérifie aussi que les conditions (18) sont satisfaites pour ¢ , o et 4 , B , en

prenant pour a un générateur x € X , ce qui suffit dans ce cas pour montrer que

a et B sont des augmentations pour ¢ et d , respectivement,

Dans les bigdbres, il y a deux types d'éléments qui jouent un rbéle important.

I.17. DEFINITION. - Soit a un 4lément d'une bigébre A (de Banach). On dit que

a est primitif si

(19) cla) =a®1+19a,

et monoidal, si

(20) cla) =a® a, a0,
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L'ensemble des éléments primitifs (resp. monoidaux) est appelé P(a) (resp. &(a).

Si A est fortement ultramétrique, nous écrivons
Pl(A) = P(4) n A, et GI(A) =6(a) n (1 + Al) .

I.18. PROPOSITION, = Soit A wune bigébre de Banach.

19 P(4) est une algdbre de Lie fermée dans AA tel que P(A) € o 1(0) = ker .

De plus, Pl(A) est une sous-algébre de Lie fermée.,

20 G(A) est un monoide fermé dans le monoide multiplicatif de

A tel que
a(s) € o~ 1(1) .

De plus, Gl(A) est un sous~groupe fermé,

Les démonstrations sont élémentaires & partir des définitions.

I.19. PROPOSITION. — Soit A wune bigdbre de Banach fortement ultramétrique. Alors

les fonctions exponentielle et logarithme induisent des fonctions inverses

logG
En particulier, Pl(A) est un sous-groupe de (a R *) .

Démonstration.

19 Soit a € PI(A) « Puisque ¢ est un Q@-morphisme, nous avons

c(exp(a)) = exp(c(a)) .

Mais

explc(a)) =expla® 1 + 1 ® a) = exp(a® 1) exp(1 ® a) ,

car a € P(A) , et on peut appliquer I.6 puisgue a ® 1 et 1 @ a commutent dans
A® A . Evidemment,

exp(a«@ 1) = (exp(a)) ® 1 et exp(l 2] a) =1Q® exp(a) .

d'ou finalement

c(exp(a)) = exp(a) X exp(a) o

2° 3imilairement, on voit que a € Gl(A) entraine c(log(a))=log(a)81+1®log(a) ’
en utilisant I.10, cette fois.

3% Nous avons alors les restrictions et co-restrictions eXpp et logG comme

indiquées dans la proposition. Tenant compte de I.5 ce sont des fonctions inverses.

Le reste est immédiat & cause de I.1le.

C'est le premier résultat de cette théorie ol la fonction exponentielle apparalt
avec une algébre de Lie comme domaine de définition. Dans notre exemple fondamental
FX) , ¢, o) (voir I.2 et I.16), nous avons X < Pl(A) = P(aA) d'aprds la défini-
tion. Soit TL(X) 1'algdbre de Lie frrmée engendrée per X dans AA . Alors
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T(X) € P(A) dtapres I.18, 1°, et X %y € Pl(A) dtaprés I1.19, quels que soient

X , v € X . Pour conclure que, en fait, x %y € L(X) , il faut que nous démon-

trions 1'égalité TL(X) = P(A) . Cela demande d'abord quelques observations sur les
bigdbres discrétes.

Soit A wune bigébre. La multiplication (p1 yeoey pn) P=3 D, ecePy ¢ P(A)n -3 A
induit un morphisme d'espaces vectoriels 3 g P(A) =5 A
plors P A=K, Pl a=%+PA), F A,
satisfaisant & F AFC A F 0 A

est primitivement engendrée si A

. n
$ posons o A=K+im o
eee ©est une filtration croissante,

, dite filtration primitive, Nous disons que A

Il

2 F' A . la définition o(p) =p® 1+ 187
pour p € P(A) entratne c(Fm A) =2 FF AQ FS A , sommé sur T + S

définissons une filtration sur un

=m ., Si nous
produit tensoriel d‘'algdbres filtrées par

F(A9B) =2F AQF A,

sommé sur Tr + s = m , nous obtiendrons que c¢ est un morphisme d'algdbres fil=-
trées.
Commengons par quelques observations sur des filtrations croissantes et les gra-

duations assocides. Soit A un espace vectoriel ; une filtration (croissante) sur
0 1

A est une suite F A S F A c

.es de sous-espaces vectoriels, et la donnée d'une

filtration sur A fait de A un espace vectoriel filtré. Si A et B sont des

t A-=B
est une application linéaire telle que f(Fm A) € ™ B y, m =0, 1, ¢¢e o Le pro-

espaces vectoriels filtrés, un morphisme d'espaces vectoriels filtrés f

duit tensoriel A ® B de deux espaces vectoriels filtrés est le produit tensoriel
de A et B avec la filtration définie par

T(A®B) =2 F AQF B, r+s=m,

On a évidemment une catégorie F-vect d'espaces vectoriels filtrés munis 4'un

produit tensoriel. Un espace vectoriel gradué est un espace A somme directe

AQ OA1 ® oe+ de sous-espaces vectoriels. Un morphisme d'espaces vectoriels gra-

dués conserve les sommants directs. Si A et B sont des espaces vectoriels gra-

dués, alors leur prodult tensoriel est gradué aussi, avec

(03B =2aA"®8%°, re+s=mn

Nous venons de définir la catégorie G-vect d'espaces vectoriels gradués, qui,
elle aussi, est munie d'un produit tensoriel,

G : P-vect == G-vect par
(aa)™ = ¥ a/7 L 4, m=0

le prolongement de ce foncteur défini sur des

suite exacte

Définissons un foncteur

9 1 geecey F-lA.:O

.
’

objets aux morphismes est évident. La

0= 1l AP B+ P A0 !B F A3 F B3G  A®C° B-30

nous permet de définir un morphisme

m

o : I .o F a2 c® B—=Gc"(A®B) ,
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pour r + s =m , par
m r—-1 S=1 _
p((a, +F " a)@ (b +F 13))_ar®1>$+2p+

P q
q=m=1 FFAQ® F*B,

Cela nous donne un morphisme naturel

®,p CA® GB -5 G(A® B) ,

qui est visiblement surjectif. Mais on peut démontrer (en comparant les deux fonc-

teurs additifs GA ® G(?) et G(A_® (?)?) sur des espaces vectoriels filtrés de

dimension - 1,, et en observant que chaque espace vectoriel filtré est somme directe
de sous-espaces filtrés de dimension 1 ) :

1.20, LEME. - @,p t GA® GB -3 G(A® B) est un isomorphisme.

Autrement dit, G est un "foncteur monofdal. Dans une catégorie d'espaces vec-

toriels, munie d'un produit tensoriel, nous pouvons définir des algdbres (uniféres).
des cogdbres, des bigdbres, parce que ces concepts sont caractérisés seulement par
des diagrammes comme (16) et leurs duaux qui comportent des morphismes de la caté-
gorie. Nous pouvons parler, ensuite, sans ambiguité, des algdbres, cogébres, bi-

gebres filtrées et des algeébres, cogdbres, bigdtbres graduées. Bn effet, nous avons
vu le résultat suivant.

I.21. LEMiE. = Si A est une bigébre, alors FA = Um Fm A est une bigeébre fil-

trée primitivement engendrée. On a P(Fa) = P(4a) .

Puisque le foncteur G conserve les diagrammes (16) et leurs duaux d'apreés 1.20,

on peut conclure que GA est une algdbre, cogébre, bigetbre graduée chaque fois que

A est une algébre, cogdbre, bigdbre filtrée.

I.22. LEMME. - Soit A une bigdbre filtrée par sa filtration primitive. Alors
GA est une bigébre gradude commutative.

Démonstration. - Nous avons

GA = GPA , et puisque TA est engendrée par
Ke1 + P(A) , alors GA

est engendrée par G1 A =(K.1 + PA)/X.1 . I1 suffit donc
de montrer que les éléments de

E,’SeGlA, a=3a+Kel y ¥®=0Db+K.1",

G1 A commutent deux & deux. Soient donc

8 , bepr(a),
alors ab € F2 A 3 mais

[a, b]=ab-baec P(a) « P! 4 d'apres I.18,

donc

T -TFa=[a,b]+F A=0.
I.23., LEMME. = Soit A une bigeébre graduée commutative engendrée par Ap + A1
si al e p(a) , alors P(a) s a0 + a

Démonstration. — Soit p € P(4) ; il faut démontrer p € al . soit P=PotP P, e e
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la décomposition de p en composantes homogénes ; on voit sans peine que P, € Pa,

m=0,1, 2, «eo o Donc il suffit de supposer p = p, € A" y - >1 et de mon~
trer m =1 ., Puisque AO + A1 engendre A , nous avons
p=> DjjeeePyy POUT une famille {pijeAlgP(A) sy di=1,eeesm 5 J=lyeaesk} o
Soit ¢ A® A -3 A la multiplication d'algdbre. Alors
we(p) =p(P® 1+ 1®@Dp) =p+p=2p.
D'autre part,
. =f::2 H - {‘.’\ I S
or, A étant commutative, m est un morphisme d'algébres, donc
=2 Il = M

I1 en résulte que ot P=2p . Mais p#0, et carK# 2, donc m=1

T.24. LEME. - Si A est une bigdbre filtrée telle que F' A < F° A + P(a) & FA

et que FA soit engendrée par Fl A , alors Fl A= FO A+ P(a) .

Démonstration. — Soit p € P(A) , et soit m minimal tel que p € F' A . T1 faut

montrer mg 1 . On vérifie que 1'élément p + P14 de @™ A est dans PGA .
Done Gl A € PGA + Puisque Fl A engendre FA , alors GO A+ G1 A engendre GA .

Aprés .23, nous avons Gl A = PGA , ce qui entralne m<g 1 .

1.25. PROPOSITION. - Soit A wune bigdbre. Soit V < P(A) un sous—espace vecto-

riel tel que 1l'algébre A est engendrée par K.l +V ., Alors V = p(a) .

Démonstration. = Définissons une filtration de A par FO A =K.l , Fl A=K.14+V ,

oA = espace vectoriel engendré par des produits vl...vk ’ :
V < P(A) nous déduisons c(V) S V® 1+ 1®7V , donc cette filtration est une fil-
tration de bigére. Le lemme précédent montre alors que K.1 +V =K.1 + P(A) .
Puisque V ¢ P(4) et K.1 n P(A) = {O} (atapres I.18, 1°), la proposition est dé-
montrée.

-~

viev, kgm. De

I.26. COROLLAIRE. - Soit (F(X) , ¢ , o) 1la bigdbre de Banach de I.16. Alors
P(?%X)) est la sous-algtbre de Lie fermée engendrée par X .

Démonstration. - Soit F(X) 1'algdbre engendrée dans '§CX) par X (1.2) 3
c'est en fait 1'algébre libre engendrée par X . On voit que clx(x)) € F(X)QP(X) .
Donc F(X) est une bigdbre. D'aprés la définition de ¢ , nous savons que
X

L

In

P(P(X)) . Soit L 1'algébre de Lie engendrée dans F(X) par X . Alers

n

p(Pr(X)) (I.15). Puisque F(X) est engendrée comme algdbre unifére par X , il
est engendré, a fortiori, par K.l + L . La proposition I.22 montre alors que

L = P(F(X)) . Donc T = P(F(X))™ . Tout revient donc & montrer

P(F(X)) ¢ P(»Xx))” .
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Soit p € P(F(X)) . Mais 'ﬁ(X) est le produit direct des sous-—espaces vectoriels
F(X)(n) des polyndmes homogénes de degré n , et on écrit p = Po + Py + eee s

v, € F(X)'\?Y . on vérifie que

e(pg)+o(p, )+eee = c(p) = pO1 + 18p = (pg®1 + 12p)+(pB1 + 18D,) +ovv

donc p, € P(F(X)) pour tous m . Puisque p = lim (p

(pg + oo+ pm) cela montre

I.27« COROLLAIRE, =
1 dans K[[g , n]].

€ %« | est dans 1'algdbre de Lie fermée engendrée par £ et

Démonstration., = On a

g« ne P (K[[g,m])) = P(x[[g,n]]) apres I.16, I.17, T.19 ;

alors I.26 achdve le corollaire.

Ce résultat nous donne la formule (7), formule fondamentalgsprErgiteptrtitahtenir
la formule finale de Campbell-Hauscorff. YA ATOIRE
Vi Tl ES PURES
5e Pigébres primitivement engendrées. Egppléments. T

s LT FOURIER
PV T A S S O A e & e et A A

Tandis que les résultats précédents suffisent pour la théorie de base des groupes
de Lie, nous avons touché, avec les bigdbres, un sujet fortement intéressant. On

peut complémenter la théorie sans grands efforts par les propositions que nous
allons énoncer sous le titre de compléments.

I.28. LEMIE (MILNORyMOORE). ~ Soit f : A ->B

un morphisme de bigébres gra-
duées tel que Ap

=K.l , et que PA = Al . Alors f est injectif si, et seulement
si, £l est injectif.

Démonstration. - Supposons £l injectif, posons

ker £ = 3% + 3L+ 32 4 ...

5
0 1 e ‘ m
alers J =J =0 , Montrons = 0 par récurrence sur n , Supposons que J =0

pour m<n j alors

ker(f?P @ ) =P @ 4%+ ”P@ 3% =0 pour p, qg<n.

n . .
Prenons x € J 3 puisque f est un morphisme de cogébres, nous avons

n .n s\ N
CBf—(f®-‘- cll,
alors,
0 =c2 fn(x) =(fg f)n cn(x) ’
B A
donc

%&)emﬂfgﬂn=f®Jn+f®Ao,

donc CA(X) =x'"® 1+ 1®x" . D'aprés la propriété de l'augmentation, nous avons
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[69)

19x=(ad® 1) cA(x) =ox')®1+1®x",

donc x" = x ., Similairement x = x' . Alors x € P(4) = Al « Donc xealng® = fo} .

Quel que soit 1'espace vectoriel V , on peut former l'algtbre symétrique S(V)
(1'algébre quotient de 1'zlgdbre tensorielle T(V) modulo 1'idéal engendré par les
Ry-wv , v , weETVEC T(V)) s alors S(V) a la propriété universelle que chaque
morphisme f ¢ V - A d'espaces vectoriels dans une algdbre graduée commutative
telle que im f &< A1 se prolonge d'une fagon unique en un morphisme d'algdbres
graduées f' : S(V) == A . Cela nous permet de noter que S{V) est une bigdbre
graduée telle que c(v) =v®1+1Q®v, veV .Dlaprées I.25 on voit V=P(S(V)),

et si le A ci-dessus est une bigébre, alors f' est un morphisme des bigébres,

dds que Al = P(a) .

Soit A une bigdbre primitivement filtrée, donc GA est une bigdébre commutative
telle que el A = paa (1.22, 23). Par la propriété universelle de sS(|paal) ( |.]

dénotant l'espace vectoriel sous—jacent), nous définissons un morphisme
) * s(|pcal) -5 qa

de bigdbres. On voit |Pea| = |pal .

1.29. THEOREME (MILNOR-MOORE). — ©, s(|PAl) =» GA est un isomorphisme.

Démonstration. - ®, est surjective parce que GA est engendrée par A1 = PGA .

Mais, d'aprés I1.28, est injectif.

P
Ce théoréme donne une description approximative de la structure des bigdbres pri-

mitivement engendrées ; dans le sens de I.29, elles ressemblent aux algébres symé-

triques (c'est-3-dire aux algdbres de polyndmes commutatifs). Aussi, I1.29 explique

le r6le de P(A) dans une bigdbre, notamment en quel sens P(A) "est libre dans

A ", On a un phénomdne de "liberté" pour l'ensemble G(A) des é1éments monoidaux

de A (qui est d'ailleurs plus facile & vérifier) : 1'ensemble G(A) est libre
(1inéairement indépendant).

lKais dans la proposition I.29, la structure de 1l'algébre de Lie de PA est déli-

bérément oubliée . Considérons une algdbre de Lie L et 1l'algdbre tensorielle

o(|z]) .

Posons U(L) = T(|L])/I , oo I est 1'idéal engendré par VW — WV — [V,w] ,
v,we€L,Sit A : L - AU(L) le morphisme d'algdbres de Lie canonique donné
par AMv) =v + I . Alors, pour chaque morphisme f : L —% AL d'algébres de Lie
tel que A est une algébre associative unifdre, on trouve un morphisme d'algébres
uniféres f' : U(L) == A et un seul tel que f' A =f . On appelle u(L) 1'alge-

bre enveloppante de L . Le morphisme
vir=3Av) @1+ 1®Av) : L -+ A(U(L) @ u(L))

d'algtbres de Lie donne un morphisme c @ U(L) == U(L) ® U(L) . Alors c¢ est une
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comultiplication qui fait de U(L) wune bigdbre telle que A1) P(U(L)) . De I.25
on daéduit A(L) = P(U(L)) ; notons que U(L) est primitivement engendrée.

Soit maintenant A une bigébre primitivement engendrée. Alors il existe un mor-
phisme dfalgébres p : U(PA) —> A unique qui se déduit du morphisme PA =3 AA
d'algébres de Lie. On vérifie que c'est un morphisme de bigtbres. I1 est surjectif
parce que A est primitivement engendrée. On utilise I.28 pour montrer que
Gp : GU(PA) —> GA est injectif, cela implique immédiatement que

p est injectif.
AMors on a le résultat suivant.

I.30. THRORFME, - Chaque bigébre primitivement engendrée A est canoniquement
isomorphe & la bigdbre enveloppante U(PA) .

On a un résultat paralléle pour des bigébres A qui sont engendrées par l'ensen—

ble G(A) des éléments monofdaux : elles sont isomorphes & 1'algdbre de monoide

K[G(A)] (ce qui est assez simple a voir).

Nous avons vu gue nous pouvons retrouver une bigébre primitivement engendrée A
4 partir de son algébre de Lie P(A) d'éléments primitifs. Est-il possible de re-

trouver une algébre de Lie L & partir de sa bigtbre enveloppante ? Nous avons
noté qu'on peut reconstruire ML) = PU(L) « On retrouve, en fait, L

Ctest contenu dans le théoréme suivant.

elle-méne.

I.31. THEOREME (POINCARE, BIRKHOFF, WITT). = L == A(L)
At Lo=3 (L) ).

(sous la corestriction

Pour la démonstration de ce théortme, il suffirait de trouver une représentation

fidéle L =3 AA . Les démonstrations connues utilisent des raisonnements récursifs

transfinis assez compliqués. (Dans sa thdse i la Tulane University, David WALLACE a

donné une démonstration directe de l'injectivité de A par des méthodes tout a

fait différentes.) Les théorémes I1.30 et I.31, ensemble, montrent que les catégo-
ries des algdbres de Lie et des bigdbres primitivement engendrées sont équivalentes.

Naturellement, le théoréme I.29 s'applique au cas de A = U(L) .

6. Automorphismes et dérivations.

Pour la théorie des groupes et des algébres de Lie, il est bon de comprendre le

rapport entre les automorphismes et les dérivations ; on peut traiter cette questim

dans le cadre de la théorie algébrique de la fonction exponentielle. Nous avons

besoin de quelques préliminaires.

I.32. DEFINITION. - Soit A une algdbre de Banach unifére sur X . Nous disons

qu'un élément a € A est exponentiellement engendré si la série exponentielle con-

verge absolument sur une boule ouverte contenant a , et si a est un é1lément de

la sous-algébre de Banach unifére engendrée par exp a .



1-20

I.33. PROPOSITION. -— Soit A wune algébre de Banach unifére fortement ultramétri-

que. Alors un élément a € A est exponentiellement engendré si, et seulement si,

aEAl-

Démonstration. - Puisque le rayon de convergence de la série exponentielle est 1

(1e corps de base étant discrétement valué), cette condition est évidemment néces—
saire. Montrons qu'elle est suffisante. Supposons donc a € Al . Nous pouvons suppo-
ser que A est engendrée par a . D'aprés I.4, il existe un morphisme unique
K[[g]] -3 A unique qui envoie X sur a . I1 envoie exp sur exp a j; pour mon-—
trer que a est contenu dans 1l'algébre de Banach unifére engendrée par exp a , il
suffit de montrer que g est exponentiellement engendrée dans K[[g]] . Mais K

est engendré par tout élément p = ay gl + a, §2 + ees tel que ay # 0 , parce
qu'on peut résoudre 1'équation fonctionnelle q(p(g)) = € par une série q=b1 Eteae

convenablement construite. Alors K[[g]] est engendré, comme une algdébre de Banach

unifére, par exp - 1 , donc par exp .

Nous utilisons un lemme purement technique, qui néanmoins refldte des propriétés

de la fonction exponentielle :

I.34 LEMME. - Soient A et L des algebres de Banach unifdres telles que ARACSL

de fagon que les fonctions xpb->x® 1, 1®x: A->L soient continues. Pour

a € A, posons

a=(a®1+1®a,a) €L x4 .

AMors exp a = (exp a ® exp a , exp a) . Pour toute sous-algdbre fermée unifdre

M de L x A, la relation ae M entraine (exp a ® exp a , exp a) €M, et si a

est exponentiellement engendrée dans L x A , alors on a l'implication inverse.

Démonstration. - Tenant compte de la permutabilité de a® 1 et 1® a et de la

continuité de x¢-3x® 1, 1®x : A->L on calcule

exp a = (exp a ® exp a , exp a)

(calcul qui est d'ailleurs analogue & celui de la démonstration de I.18, 1°), Le

reste est alors immédiat.

Les concepts d'automorphisme et de dérivation ont trait & une "algébre de Banach

non nécessairement associative" ; d'une fagon précise, nous avons la définition
sulvante.

I.35. DEFINITION. - Soit E un espace de Banach muni d'une application continue

bilinéaire (x , y) +->xy ¢t E x E =»E , nommée produit. Un automorphisme a de

E est un automorphisme continu d'espace vectoriel vérifiant 1'identité

a(xy) = a(x) a(y) .

Une dérivation 4 de E est un endomorphisme continu d'espace vectoriel tel que

d(xy) = a(x) y + xd(y) quels que soient x , y € E .
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Si E est un espace de Banach et L(E) 1'espace de Banach de tous les endomor-
phismes continus de E , on peut identifier le produit tensoriel algébrique
L(E) ® L(E) & une sous-algdbre de L(E & E) de fagon que (S3T)(x@y) = Sx=Ty .
Les applications Tie->T® 1, 1T : L(E) -3 L(® ® E) sont continues.

I.36. THROREME. - Soit E un espace de Banach muni d'un produit (I.35), et soit

d e L(E) . S5i 4 est une dérivation, alors exp 4 est un avtomorphisme. Si

(i®1+1®d,d) est exponentiellement engendré dans L(E & E) x L(E) (I. 32),

et si exp d est un automorphisme, alors 4

est une dérivation.

- . \ .’ ’ . . . A
Démonstration. — D'apres la propriété universelle du produit tensoriel &

nous
obtenons un morphisme m : E § E-3E, et un seul, tel que m(x ® y) = Xy pour

tous x , ¥y € E . Posons

M={(s,7) e L(BE®E) x L(E) : nS =Tn} .

Alors M est une sous—algdbre unifére fermée de L(B ® B) x L(E) . Nous calcu-
lons

dn(x ® y)

It

d(xy) ,

1]

(exp a) m(x ® y) = (exp a)(xy) ,
nd®1+10d)(x®y) =dx)y+ xd(y) ,
n(exp d ® exp d)(x ® y) = (exp d)(x) ® (exp d)(y) ,

nous en déduisons que d est une dérivation si, et seulement si, (d®1+1®4d,d)eM ,
et que exp 4 (étant toujours inversible) est un automorphisme si, et seulement si.

(exp d @ exp & , exp d) € M , Alors le théoréme résulte du lemme I.34.

Appliquons le théoréme au cas fortement ultramétrique. Convenons d'appeler un en-

domorphisme d'un espace de Banach une contraction stricte, si

el = sup{l2(x)]| 5 x| € 13.< 1

I.37. COROLLAIRE. - Soit E un espace de Banach fortement ultramétrique muni
d'vn produit. Soit 4 € L(E) . Si

d est une dérivation, alors exp d est un au-
tomorphisme., Si 4 est une contraction stricte et exp d

est un automorphisme,

alors d est une dérivation.

Démonstration. = D'aprés I1.36, nous devons montrer que (d® 1 +1®4d , a) est

exponentiellement engendrée pour une contrsction stricte 4 . Mais

lla®1+1®a, d)| gmax{lld® 1 + 14|, |}
d'aprés la définition du produit direct d'espaces de Banach, et
la® 1 +1®d| <max{ljlds 1|, |1 o4}

parce que 5 est ultramétrique. TMinalement

lae 1 =ll1ea] =la <1;
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done |[(d® 1+ 1®d, d)l| <1 et la proposition I.33 montre l'affirmation.

CONVENTION. - Si nous traitons des algébres de Banach A , nous avons une fonc-
tion exponentielle définie sur une partie de A , nommée exp . Mais si nous par-
lons aussi de 1'algébre de Banach L(|A|) de tous les endomorphismes continus de
1t'espace vectoriel sous-jacent |A| , nous avons aussi & considérer une fonction

exponentielle de L(!AI) . Nous convenons d'écrire celle-ci sous la forme T r-a-eT

a

4 fin dt'éviter toute confusion,

Par exemple nous avons le corollaire suivant.

I.38. COROLLAIRE, - Soit A une algébre de Banach unifére fortement ultramétri-

que, et soit 4 une contraction de iA}. Si d est une dérivation, alors exp d est

un automorphisme du groupe (A1 N *) (I.11), i. e, ed(x * y) = ed X % ed y . In~

. . . d .
versement, si d est une contraction stricte et e est un automorphisme de

(A1 , %) , alors d est une dérivation.

Démonstration. - Si d est une contraction, alors d(Al) S A, . Le corollaire

résulte donc de I.37, puisqu'une contraction a de IAl qui est un automorphisme

de A satisfait & p(a(x)) = a(p(x)) quel que soit p € k[[g]l] .

On a des dérivations et des automorphismes d'un type spécial. Le lemme suivant
est immédiat.

I.39. LEME. = Soit A une algébre de Banach unifére. Quel que soit a e A, la

fonction ada: A-24A, (adg(x)=[a, x]=ax - xa est une dérivation, et si
a est inversible, la fonction int a : A -3 A, (int a)(x) = axa"1 est un auto-

morphisme.

La fonction ad s est appelée la dérivation intérieure (définie par a ), et la

fonction int & , l'automorphisme intérieur (défini par a ). Evidemment, des déri-

vations intérieures peuvent &tre introduites dans les algébres de Lie,

I.40. LEMME. = Soit A wune algdbre de Banach unifdre fortement ultramétrique.

Soit a € Al s alors ada est une contraction stricte.

Démonstration.

(22 9 ()] = flax = xal| < max(ax] , fzal} < lla] || ,
alors
ledall < [lafl <1 .
Nous complétons maintenant les corollaires I.37 et I.38

I.41. PROPOSITION, - Soit A une algtbre de Banach unifére fortement ultramé-

trique, et soit a € A, . Alors

1
10 eada.= int(exp a) .
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20 eada(x) =axx% (- a) y quel que soit x € A1 .

Démonstration. — Posons L , R e L(|A|) , L x=ax, R =zxaj alors L_,
a a a a a

Ra sont des contractions strictes (Cf. la démonstration de I.40) et ada= La - R
Puisque A est associative, La et Ra commutent, donc

Ra_La Ra —La !
=e =e e d'aprés 1.6 (appliqué a n(lal) ).

ad a
e

Mais on voit que
R -L q
e e %x) = X;,qﬂi%k-cﬁl— aP xa% = (exp a) x(exp - a) = (int a)(x) ,

d'ou le 1°. Supposons alors que X € Al « On trouve
exp(a * x * (= a)) = (exp a)(exp x)(exp~9 = eada(exp x) = exp(eada(X))

dtaprds I.11 et le 1° ci-dessus (Cf. aussi la démonstration de I1.38). En prenant le
log nous en déduisons le 2°,

La relation I.41, 2° est une sorte de linéarisation de 1l'opération % dans cer-

tains cas ; par exemple elle entraine un nouveau corollaire.

T.42, COROLLAIRE. — Soient A une algébre de Banach fortement ultramétrique et

N une sous-algébre de Lie fermée de !\A1 « Alors N est un idéal de .'\A1 si, et

seulement si, N est un sous-groupe distingué de

A ;3 s'il en est ainsi, on a la
relation a + ¥ = a * N pour les classes de (Al ’ *) suivant (N , *) .

Démonstration. — On sait que N est un sous—groupe de (Al , %) d'aprés I. 14.
Si N est un idéal de AAl , alors (ad a)N &€ N , donc edd ay ¢y pour chaque
a €A, , done (W, %) est distingué d'aprés I.41, 2°.

Inversement, si (N , %) est distingué, on trouve eadaN <
€ .
a Al

N quel que soit

Posons

M={sen(la]) ; snen}.

Alors eadae M, et M est une sous—algdbre unifére fermée de L(IAI) , parce

que N est fermé. Suivant I.40 et I.33, ada est exponcentiellement engendré dans

M3 donc ada€ M , I1 s'en suit que N est un idéal de AAl .

Finalement, la relation (edaN c N

entratnent

et la formule de Campbell-Hausdorff (I.14)

axnea+N et —ax(a+n)en

guels que soient n €N .
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