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8éminalre DUBREIL 1471
(A1lgdbre) . ’
26e année, 1972/73, n°® 14, 12 p. 21 mai 197>

 CONDITION Gq D' ISCHEBECK~AUSLANDER
ET CONDITION Sq DE SERTE

par Michel PAUGAM

Le but de cet exposé est de montrer bridvement que la condition Gq , définie
dans [12] et [ 1] pour les anneaux, peut également &tre définie pour les schémas lo-
calement noethériens et pour les modules. De plus, elle posséde les mémes proprié-

tés que la conditior Sq de Serre.

Tous les anneaux considérés sont commutatifs unitaires et noethériens. Tous les

modules sont unitaires,

0. Préliminaires.
la o e a W W W 0 N W W

0.1. Définition ([2], § 2). - Soient A un anneau, et M un A-module de ty-

pe fini, Une suite x = (x1 » Xy y eee s xn) d'éléments de A est appelée une N-

M

suite si xM # M et si x;, n'est pas diviseur de zéro dans M/(xo,xl,...,xi_1

pour 1£ig<n, ou Xy = o .

0.2. Définition ([2], 2-10). - Soient A wun anneawu, M et N deux A-modules
de type fini, et ¥ = ann M ., Supposons %.N # ¥ . Alors toutes les N~-suites maxi-
males contenues dans ¥ ont le m&me nombre d'éléments que l'on appelle le N-grade

de M , et que 1l'on note gradeﬁ M.

0.3. Définition [22]. - Soit A un anneau local. On dit qu'un A-module de

type fini non nul M est un module de Gorenstein si profA M= dimA M= diA M. On

a alors

diA M= prof A =dim A .

M désigne la profondeur du A-module M ([9], 16—4), di

prof M désigne la di-

A
mension injective de M .

A

Pour M = A , on retrouve la dIfiziion dcz cnmiaux “e Gorenstein ([27, 4-1).

0.4. Définition ([2], § 2). - Soient A un anneau et M un A-module ; on

appelle résolution injective minimale de M wune suite exacte

g - — B (M) Si,p
0 -+ M -5 Ey(M) == ... —E (M) Li+1(M)-9...
telle que, pour tout i >0, Ei(M) est une enveloppe injective de ker di .
Si M est de type fini, on montre que
M) = M) E
E, (1) Thespec(s) w,(p, M) B,(8/p) ,

"ol pE  désigne une somme directe de . copies de E et EA(A/p) egt 1ler T oo
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injective de A/p (voir [2], 2-4, 2-6 et 2-7 pour les propriétés des wu, ).

Tour les modules de Cohen-Macaulay ({97, 16-5), on conna’t 1z proposition sui--

vante :

0.5. PROFOSITION ([10], 6.3.3, p. 139) et ([13], ..24). - Soient A et B

deux anneaux locaux d'idéaux maximaux rospectifs. w , n , Soient k le corps ré-

— p——-

siduel de A , « : A == 3 un homomorphisme local tel que B soit A-plat, et M

un A-module de type fini non nui ; pour que M ® B soit w: B-module de Cohen-

Macaulay, il faut ot il suffit que M soit un A-module de Cohen--Macaulay et que

B®, k soit un anneau de Macauiay.

A
De plus, si dim F =m ey si dim B® k =n , alors
B , A ke
B (P s M® B) = (i M)-u? (n/=B , B9, k) .

1l Résultgli%.

Nous allons établir un résultat similaire 3 celui de (0.5) pour les modules de

Gorenstein. Démontrons d'abord deux lemr:s.

1.1. L.'ML., - Soieng A _<_e_§_ B .deux ar.eaux locgux artiniens ¢ soiert ¥ I-

——

corps résiduel de A, ot 9 : A -=D un homomorphisme local tel que B soit un

A-module plat. Soit I un A-module ‘e type fini non nul. Si I est un module in-

jectif et si B ®, k est un anneau d= Gorenstein, alors I 8A B est un B-module

A

injectif.,

Preure., - Cowwe dim A=dim B=0, A et B son. des anneaux de Uohen-Macau-

lay (D'aprss (0.5), I ®, B est uz B-ucdule de Cohen-Macaulay). Montrons que
I, B est B-injectif. Soit £ le corps résiduel de B . Soit EA(k) (resp.
EB(L)) 1'enveloppe injective du A-module k (resp. du B-module £ )o Si m dé-

signe 1l'idéal maximal de A , on a :
“i(m , I) =0 pour i#0 ([227, 3.11 (ii)).

et EA(I) =1I= po(m , I) EA(k) . Mais 1'on 2 par ailleurs EA(k)4®A B ==EB(£) ,
car B est A-plat ([13], 6.15, page 80). On en déduit :

A . A
I9, B=ug(m, I) B,(k) 3, B=>us(m, I) E5(s)

et I® B est un B-module injectif puisque somme directe de P-modules injectifs.

1.2, LEMIE. = Soient A un anneau local de profondeur =1, M un A-module

de type fini non nul. Soit x un élément au radical de A , non diviseur de zéro

dans M ni dams A . Alors I est de Gorenstein sur A .si, ec seulement si,

N/xii est un (4/xA)-module de Gorenstein.

Preuve. - Sous les hypothdses faites ci-dessus sur x , on sait que les foncteurs

' r—1

ry - - v zas s - . .
Bxt (. , u) ev oIxt oo, B/sl, 8471 53s sac 1e entégomie des (A/xA)=modrles e
LA

., X
ani 4 LA

type fini sont isomorphes pour » > 1 L1991



D'autre pari, on sart que ¢
rro” Lfsa = prof A - 1 et pvof M/xM = prof M - 1 {97,
et 1'orn o toujours ¢ prof A€ dim A et pro” M dim M < dim A o De plus, si
diy H<+e (resp. aiA',m M5l < + @) alo:s
diA M = prof A (resp. diA/xA M/xl = proi A&/xA ).
1951 M est un A4-10dule Ge Gorenstein, on 4y puisque dim A >
?xtj]iA(. , W/xl) = 0 pour r > dim A ;
par suite
Ay ron M/xi g dim 4 - 1 .
Or dim A -~ 1 = prof . - 1 = pror 4/xA , donc
i)/ H/xil = dim A/xA = prof i/xA (car dim A/xA < diu A - 1 ).
Er’in,
prof M/xM = prof M - 1 = di A/xA M/xM et prof M/xM < dim M/xM < dim A/xA
entralnent :

prof M/xM = dim M/xM .

29 Inversement, si M/zM est un (A/xA)—module de Gorenstein, alors ¢

]

prof M = prof M/xM + 1 = prof A/xA + 1 = prof A

prof M = dim M/xM + 1

et comme dim #/xM < dim il £ dim M/xM + 1 = prof M < dim M , on a
prof M =dim M .
Ve méme, on a : dim A/AA dim A £ dim Q/X‘ + 1 =proi' A, =t par suite
dim 4 = pror A .

Reste & prouver que M est de dimension injective finie sur & . On utilise 1la
suite spectrale ([5], p. 348, Cas 3) :

A | &n ,
Extf;/xA(Torq(A/XA , N) , #/xM) == Ext, (N , 1/xM)

qui dégéndre (puisque la dimension projective de A/xA est 1 ) et on a la suite
exacte ¢

r M
cee == EktA/KA<XN ’ XM) "‘PEXtA(N ) I‘l) ﬂ‘-Eth’xA(TO ( <A Py N) ﬁ)

r+1 M r+1 M (P
—-‘;Ech/xA( y =) - — Extp (W, o) —-‘;Eth/XA(Torl(}i , N, xM)..; ..

Si diA/xA M/x¥ = p , on en déduit que
Eth(N , M/xM) = 0

pour r > p + 1 et pour tout A-module de type fini N . De la suite exacte
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0 =M =3 M == U/xH == 0 )
on obtient alors une suite exacte

M r b4 r r M
Exti’l(N , o) = Bxty (W, ) 2 Bxty(N , M) — Exty (N , )

qui montre que Eth(N , M) = 0 pour r assez grand et pour tout A-module de

type finl N , donc di, M <+ » , et diA M = prof A .

A

1.3. THEOREME. - Soient A et B deux anneaux locaux, k le corps résiduel

de A, 9: A--B wn homomorphisme local tel que B soit un A-module plat.

Soit M un A-module de type fini non nul.

(1) Si M est de Gorenstein et si B«@A k est un anneau de Gorenstein, alors

M ®k B est un B-module de Gorenstein, et l'on a

diBM8B=diAM+d1 B® k.

B3k

(ii) Si M® B est un B-module de Gorenstein, M est un A-module de Gorenw

stein.

Démonstration. -

(1) M étant un A-module de Gorenstein, A est un anneau de Macaulay d'aprds
(0.3). En vertu de (0.5) on peut donc supposer que A et B sont des anneaux de
Macaulay et que M ®, B est un B-module de Macaulay. Soit X une A-suite et une

A
M-suite maximale., Comme B est A-plat, x est aussi une B-suite. Posons

A' = A/xA , B' =B/xB, M =MNzM.

Soit y wune (B! X k)-suite maximale, alors y est aussi une B'-suite ([13],
1.23), et si 1'on pose B" = B'/yB' , B" est A'-plat ([13], 1.23), et 1'on a :

B'®,, k

n -
B ®A' k —TXB' ®A' k; *

I1 en résulte que y est une B'-suite maximale puisque

dim B" = dim A' + dim B" ® ,

k est un anneau de Gorenstein de dimension nulle (puisque

k=0 ([10], 6.1.2).

Mais alors B" ®s

B'®,, k =B8, k est un annesu de Gorenstein).

Par ailleurs, M' est un A'-module de Macaulay injectif d'aprds [22], 3.9 ou

12, Le lemme (1.1) indique que M'®

K B" est un B"-module de Cohen-Macaulay in-

jectif,
Si y = (y1 y see y yr) s On a la suite exacte de A'-modules
0 == B! _f.l.., B' -3 B'/y, B' =50 .
Comme B'/y1 B' est A'-plat, on en déduit la suite exacte
0 —M'®, B' -5N'g®, B' -3 M'Q,, (B'/y1 B') =30

et on en conclut 1l'isomorphisme

u' 9, (8'/y, B') = (u ®,, B')/(y,.(w' ®,, B'))
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et en outre gue y1 esth (M' @;, B')—régulier.

Par ricurrence sur r , on a 1l'isomorphisme
M ®A’ B == (Ml ®A' B! )/(y(yy 'A' Bt))

et le lemme (1. 2) implique que M! ®A’ B' est un B'..module de Gorenstein. Hais on
a aussi M'9,, B' = (h.g%.B)/(E(M<3A B)) et puisque x est uwne A-suite et une
~suite, c'est aussi une B-suite et une (Mﬂg B)—suite, et (1.2) indique que
M:gA B est un B-module de (Gorenstein.

D'autre part, dimB(Mg; B) = dim M + dim B9 k ([10], 6.1.2). La derridre as-
sertion de (i) découle alors de (0.3).

(ii) Supposons MIWA B de Gorenstein. Posons diB(H 9 B) := p . Pour tout A-mo-

dule de type fini N , on a

mxt, (N , 1) 3, B = Hxtl(N 2, B, U9, B) =0 pour i>p ([20], prop. 18, IV, 31).

Comme B est fidélement plat, on a
Ext,(N , M) = 0 pour i > p
et par suite,
diA M<p.
Ea outre, dim M® B = dim B implique dim M = dim A et dim M=di M , Par ail=-

leurs, on saitv que M est de Cohen~Macaulay (0.5), d'ou

prof M = dim M =di M ,

1.4, DéfINITIOH. Soit (A ’ m) un anneau lgggl de Cohen-HMacaulay de dimension

n . On appelle rang d'un A-module de Gorenstein M 1le nombre uﬁ(m,, M)

Cette terminologie est utilisée par REITEN [18] qui a étudié 1'existence des mo-

dules de Gorenstein de rang 1 (ou modules canoniques de [13] ; voir aussi [23]).

1.5, TJQ“REME. - Soient A et B deux anneaux locaux de Cohen-Macaulay, k

le corps résiduel de 4 , et 9: A-=B un homomorphisme local tel que B soit

A-plat. Soit M un  A-module de type fini non nul. Alors pour que M'g B soit un

B-module de Gorenstein de rang 1 , il faut et il suffit qgue M soit un A-module

de Gorenstein de rang 1 et quz B gh k soit un anneau de Gorenstein.

Démonstration. — Si M est un A-module de Gorenstein, et si B ®A k est un an-

neau de Gorenstein, alors Ml@m}B est un B-module de Gorenstein d'apras (1.3), et

de rang 1 d'aprds la dernidre assertion de (0.5). Etablissons la réciproque.,

Q%01 ddm A= 33n B - et si M ®A B est un B-module de Gorenstein de rang
1, alors M ess un . nesule da Gorcan -in ¢ veeoto de (1,2 ii) et ce rang 1
(0.5). En outre, B® k est un anneau de Gorensve.n 1'1v23 ls théo-dne de Dieu-
donné ([2], 2.8, p. 12).
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20 8i dim A > 0 , on sait (1.3 (ii)) que M est un A-module de Gorenstein ;
scit x une A-suite et une M-suite maximale ;3 x est aussi une B-suite. Posons

A' = A7A ) B' = B/xB et W

M/ zM
Scit ¥ une (B! gA, k)—suite naximale ; on sait g.e Y est ~ussi une B'-suite

et, comme dens la preuve de (1.3) si 1'on pose B" = B'/Z?‘ , M! ®A' B" est un

B'-module de Gorenstein de rang 1 , car si dim M9® B =,
BN - - .
wo(M®, B) =ug (' p,, B)  ([2], 2.6).
D'apres le premier cas, B" ®A' k est un anneau de Gorenstein, et comme on a

1'isomorphisme 3"® , k = (B %4 x)/(y(B D0 k)) , B'®,, k=Bt cst un en~

A'
neau de Goremstein (..2).

1e6e THﬁORﬁME. - Soient A et B deux anneaux locaux, m 'id“4al maximal de

A, ¢ A~3B un homomorphisme local tel que B soit A-plat. Alors 3 est un

anneau de Gorenstein si, et seulement si, A et B/mB sont des anneaux de Goren-

gtein.

Preuve. — Prendre M = A dans (1.5).

Le théortme (1.3) généralise donc un résultat de HARTSHORNE ([11], prop. 96, page
297), WATAN:BE ([263, I, th. 1) et KUNZ-HERZOG ([13], 6.14).

Terminons ce paragraphe par un lemme utile pour la suite.

1.7. LEMME. - Soient A un anneau, M un A-module de type fini et

O—':lI -’;SEO"'-,\---Q "‘)El - K

une résolution injective minimale de M . Alors

{a) p e Ass(Ei) =$;ai(p , M) >0,

(b) Si pe Supp M et si dim M =i, alors u(p, ) >0,

b

Pretve.

(a) Soit v € 4ss B

suite

i alors il existe une suite execte 0 == A/p - Ei , et par

HomAp(k(p) , Eip) #0 , ou k(p) = Ap/pAp .

Mais comme

Exti (x(p) , Mp) °’H0mA (k(p) » By ) ([2], preuve de 2.7).
b P p
on a

go(p , Ei) = pi(p y M) # 0 dtaprés ([2], 2.7).
(b) Soit pe Supp M tel que dim M_=1i .
y

Soit p; € eee $; € Py =p une chaine saturée maximale de Supp M . Alors 0y
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est minimal dans Supp N , donc p, € Ass M et po(pi , M) >0 dtaprds (a) ; mais

on en déduit que “i(p , ¥) >0 par ([2], 3.1).

2. La condition Gq .

Soient A un anneau, M un A-module de type fini, et q un entier. On dit que

M vérifie la condition Sq de Serre si

prof Mp 2 min(q , dim Mp)

pour tout idéal premier p de A .

Dans tout ce qui suit, q désigne un entier non nul.

2.1. PROPOSITION. = Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes pour un A-module M de type fini non nul,

(i) Pour tout idéal premier p de A tel que prof Mp <q, Mp est un Ap-

module de Gorensteine.

(ii) M vérifie la condition Sq de Serre, et pour tout idéal y du support de

i, tel que dim Mp <q, Mp est un Ap—module de Gorenstein.

(iii) Pour tout A-module de type fini L , gradey Eth(L » M) > min(q , ) .

Démonstration. - L'équivalence de (i) et (ii) est immédiate. Montrons que (ii)

entratne (iii). Posons E = Extr(L . M) . o1 gradeI E est infini, il n'y & rien &
prouver ; sinon, soit p € Supp E . I1 suffit, d'aprés [1], 4.3, de prouver que

gradeM A/p 2 min(q , T) . Soit
d

r
) eoe == [ === T = eee

- M - -
el I0 Il r r+1

une résolution injective minimale de M . Considérons le complexe

0 — Hom(L,M) -- Hom(L,I;) — «. == Hom(L,I ) 3 Hom(L,I_ ) = ses

r+1
et, pour r =1 , la suite exacte

0->ind _, -dker T —3Ext” (L, W) =0 .

1
D'aprés [ 3] (chap. II, prop. 16, p. 133) on a
Supp Ext (L , M) < Supp ker E; c Supp Hom(L , Ir) pour r =1 .
I1 est d'autre part clair que Supp Exto(L , M) < Supp Hom(L , IO) . Comme
p€ Supp B, pe€ Supp L n Supp Ir pour r >0 3
d'aprés [4] (prop. 7, p. 136), 1 g€ Ass I, telque gqabp .

Mais q € Ass Ir implique pr(q ’ M) >0 d'apreés (1.7.a) s de plus M #C en
vertu de [2], 2.7, et aussi qo # M (NAKAYAMA). De méme, on a Mp 40 et wﬂ#.M,

Par (0.2), on sait que gradeM A/q et gradeM A/p sont finis. Comme

grade, A/q = inf {prof m,o, v e V(g (L1], 4.5)
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on a gradeM A/q-s gradeM A/p puisgue V(p) c V(q) « I1 suffit donc de montrer que
grade,, A/y 2 min{q , T) .

Si r =0, il n'y a rien & prouver. Supposons r =1 , et soit b e V(q) 3 on
sait que b € Supp M .

Si dim Mb < min(q , T) , alors Mq est un Ac-module de Gorenstein, donc
{
b >

,,,-,i(q , M) = 0 pour i # dim :vzq ([22], 2.5)

" ‘ . . /7 AR
et en particulier dim ¥ < r implique ur\q , M) =0 y O q € Ass Ir =$ur(q,d)/o
(1.7) ; on a donc nécessairement dim ", > min(q , r) et, d'aprds (ii), on en dé-
duit

prof Mb z-min(q , T)
et finalement
gradeM A/q 2vmin(q , r) .
Réciproquement, prouvons que (iii) implique (ii). Montrons d'abord que
prof Mp 2 min(q , dim Mb) pour tout » e Spec 4 .
Si Mp =0, il n'y a rien & prouver, car prof Mp =+o ([9], 16.4.5.).

Soit pe Supp M, et posons dim M =1r . D'aprés (iii), avee L = A/p , ONn a

gradey E min(q , r) . Par ailleurs,

dim M= Su(p , M) >0 3B, = mxt (AP, ), #0 ({23, 2.7)

donc p =Amn E , et p.M# M indique que gradem E est fini (0.2), On déduit de
[1], 4.5 que prof Mp > gradey 1 > min(q , ¢inm Mb) .

Soit maintenant » € Supp M tel que dim Mn <q 3 Mn est un A_-module de
Cohen-Macaulay puisque M vérifie S_ . D'aprés [22],.3.3, il suffit de montrer
que ;.uj:'(p , M) =0 pour i >dim q. Or s'il existe i > dim M tel que
ui(p ,'M) #0 , on en déduit comme ci-dessus que gradey, Exti(A/pﬁ, M) est fini,

et de [1], 4.3, on déduit que
dim Mp = prof Mp > min(q , 1)

ce qui est contradictoire.

2.2, DEFINITION. - Soient A un anneau, et M un A-module de type fini non

nul. On dit que M vérifie la condition Gq (ou qgue M est un G -module) s'il

possdde les trois propriétés équivalentes de la proposition (2.1).

Remarques. - Pour M = A , on retrouve la définition des Gq—anneaux de [12].

D'autres caractérisations des G ~modules sont données dans [17] (Voir [21]).

2.3+ PROPCSTTTON,. - Soient 4 un anneau, M un A-module de type fini non

nul, et (a) une A-suite et wne fi-suite., Soit q > 2 .81 M est un Gq-module,

M/aM est un (Gq_l)-module sur 4/ai .
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I1 suffit d'utiliser le fait que, dans la catégorie des (A/aA)-modules de type
fini, on a les isomorphismes de foncteurs [19]

1

Loy wan) powr r 31

T N r—
ExtA(. , M) mExtA/

et ensuite la propriété (iii) de (2.1).
Si p est un idéal premier de A , on désigne par k(p) le corps résiduel de

A L]
P

2.4. PROPOSITION. - Soit « : A ——= B un homomorphisme d'anneaux tel que B

soit A-plat, et soit M un A-module de type fini non nul, alors

(1) 81 @ est fid»lement plat et si M®, B est un G -module, M estum G -

module,

(i) Si M est un Gq-module et si pour tout idéal premier p de A, B N 1(p)

est un Gq—anneau, alors M gﬁ.B est un Gq—module s'il est non nul.

Démonstration.

(i) soit p € Supp M, et soit q un idéal premier minimal au~dessus de P ([14],
5.D, th. 4, page 33).

p=q"1(q) 2 qe % (supp 1) = Supp(M ® B) ([3], chap II, § 4, n° 4, prop.19)
et
(u 3, B) By Bq = (M ®, Ap) @, 13q =M ® Bq .

? TP

Comme

dim(Bq ®Aa k(p)) = prof(Bq 8, k(p)) =0,

) . P
on a en vertu de [10], 6.3.1,

rof(M_ ®, B ) = prof M
PP %, b
car Ap -—be est un morphisme plat et local. Si prof IVI\3 < q-, alors
o CID: <
rrof(IpfaAb Bq) o,
donc Mp 8A Bq est de Gorenstcin, et Mn est un Ap-module de Gorenstein d'aprés
oy P '
(1.3 (ll))c

(i1) Soit q € Supp(M® B) tel que prof(l & 13)q <q et soit p=o¢(q) .

On a € Supp M d'aprés la formule ci-dessus. L'homomorphisme Ap -—9Bq est

plat et local, et en ouire

prof(Mp 8, Bq) = prof Mp + prof(Bq ® k(p)) < q ([10], 6.3.1).

Or prof M < q entraine que M_ est un A -module de Gorenstein et de méme
prof(B & k(p)) < q implique que B @ k(p) est un anneau de Gorenstein (hypo-

thdse). Le théoréme (1.3) indique que (Mo B)q est un Bq—module de Gorenstein.
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2.5, THEORHIE, - Soit @ : A - B un homomorphisme d'anneaux tel que 3B

soit A-plat,

(i) 81 ¢ est fiddlement plat et si B est un an nneau, alors A est un Gq-

anneau.

: (ii) Si A est un Gq—anneau et si B.&A k(p) est un Gqfanneau pour tout idéal

premier p de A, alors B est un Gq—anneau.

2.6. CORCLLAIRE., - Si A est un Gq~anneau, 1'anneau des polyndmes & une in-

déterminée A[X] est un Gq—anneau.

2.7+ COROLLAIRE., ~ Soit G wun groupe abélien fini 3 8si A est un Gq—anneau,

alors A[G] est un Gq—anneau.

Preuve. - Avec les notations ci-dessus, on a les isomorphismes d'anneaux
ax]2, k(p) > x(p)[x] et alc]®, k(p) =k(p)c]
or k(p)[X] est un anneau régulier ([9], 17.3.7), donc de Gorenstein, et
ai k(p)el=0

d'aprés [6] (§ 4, Cor 9', page 7). Le théoréme (2.5) permet de conclure.

2.8. COROLLAIRE. - Soient k un corps commutatif, A une k-algébre, k'

une extension de k de degré fini, et soit A' ='A®, k' . Alors A' est un G -
k —_— — q

anneau si, et seulement si, A est un Gq—anneau.

En effet, ou sait que le morphisme canonique p ¢ Spec A' -=% Spec A est fidd-
lement plat ([10], 2.2.13), et 4! ®A k(p) “‘k(p)xgk k' est un anneau de Goren-
stein d'aprés [26] (cor. 2, p. 416).

2.9. THEOREME (r0SSUi{ et REITEN [7], prop. 3). - Soient A wun anneau local,

et z un élément A-régulier. Si A/xA  est un Gq-anneau, alors A est un Gq~

anrieau.

2.10. COROLLAIRE [7]. - Si A est un G -amneau, 1'anneau des séries formel-

les & une indéterminde A[[X]] est un Gq—anneau.

Signalons & cette occasion que la démonstration du corollaire 1 de [16) est er-
ronée. Le résultat énoncé est celui du corollaire (2.10), prouvé par les deux au~

teurs ci-dessus, qui ont aussi établit indépendamment (2.4).

Comme dans [10], 5.7.2, on peut définir la condition G pour les schémas loca~
lement noethériens (voir [16]) et compte tenu de (2.4), elle vérifie les mémes pro-

priétés que la condition Sq .

Les G_ anuneaux ont été utilisés pour 1'étude de la qg-torsion des modules ([12]

et [15]) et d'autres caractérisations ont été données dans [7].
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Nota., - Le théordme (1.3) a 4té &tabli dgalement par R. Y. SHARP [25].
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