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Journées d'Algdbre [1972, Paris ]
Demi-groupes. Anneaux (P. DUBREIL)

28 juin 1972

LES u-DEMI-ANNEAUX

par Antonio ALMEIDA COSTA

i. Introduction.

Les demi-anneaux ont été introduits par H. S. VANDIVER [31]. La somme n'est pas
commutative, il n'existe pas généralement 1'élément zéro et, m8me si cet élément
existe, on ne parle pas d'élément symétrique d'un élément. Malgré tout, moyennant
des définitions convenables d'idéal & droite, & gauche ou bilatdre [3], [11], [20],
[21], i1 y a beaucoup de résultats de la théorie des anneaux qu'on peut transposer
pour les demi-anneaux, sans faire appel & des hypothéses supplémentaires. On parle,
par exemple, d'idéaux nucléaires [3], [26], d'idéaux premiers et semi-premiers [ 3],
[20], [21], [26], d'idéaux & droite ou & gauche minimaux [11], ainsi que des théo-
ries du radical classique et du radical de LEVITZKI [3], [8]. En ce qui concerne le
radical de K6THE, on devra supposer la somme commutative [ 3], et, sous cette méme
hypothése, S. BOURNE a réussi & faire une théorie semblable & celle de PERLIS=-
JACOBSON [9], d'ailleurs complétée plus tard [12]. On trouve des compléments de
cette théorie dans les mémoires [19] et [23], tandis que dans le mémoire [24] les
radicaux de BROWN-McCOY sont objet d'étude. La théorie des radicaux supérieurs et

inférieurs de BAER est aussi facilement transposable pour les demi-anneaux [ 3].

Dans les questions faisant intervenir les morphismes, si 1l'on veut les placer
dans le méme plan de généralité, on est loin d'obtenir des résultats satisfaisants
[7], [10]. Quelques auteurs ont alors admis des restrictions pour les idéaux choi-
sis, sans en obtenir toutefois des résultats présentés d'une facon simple analogue
& celle des anneaux [18], [19], [22]. Toutefois, on doit signaler que J. P. ALLEN,
en introduisant certains morphismes et certains idéaux, a pu obtenir un théoréme
tout & fait semblable au théordme d'homomorphisme des anneaux [1]. A ce sujet, on
trouve une étude d'ensemble chez Margarita RAMALHO [29].

En réalité, il faut qu'on ajoute de nouveaux axiomes aux axiomes des demi-anneaux,
pour qu'il soit possible dtarriver & des conclusions constituant une théorie accep-

table, en tant qu'analogue & une théorie d'anneaux d'un certain type.

Par exemple, sur des conditions fortement restrictives, on trouve chez BOURNE
[16] une théorie de WEDDERBURN-ARTIN.

Melle NORONHA GALVAO a fait une théorie approfondie des demi-anneaux réticulés,
en donnant une théorie de NOETHER~KRULL de représentation d'idéaux au moyen d'idéaux
primaires et primaux [26]., On trouve d'ailleurs chez AIMEIDA COSTA [5] quelques
compléments & la théorie développée par Melle NORONHA GALVAO.

On doit aussi & ce dernier auteur des résultats intéressants sur les demi-anneaux



J1-02

réguliers [25], et, sous l'hypothd®se d'une somme commutative, ces demi-anneaux ont
été objet d'une étude chez SUBNAMANIAN [30].

Au demi-anneau des nombres naturels est consacré un article de Melle NORONHA GAL-
VAO et ALMEIDA COSTA [27] ; et, sur les demi-anneaux noethériens, sous 1'hypothése

d'une somme commutative, on trouve quelques résultats chez ALLEN [2].

Un ordre d'idées différent est développé dans le travail de POYATOS SUAREZ [ 28],
puisqu'il s'agit d'une théorie de semi-modules sur des demi-anneaux, qui s'inspire
de la théorie des modules sur des anneaux ; et dans l'article [17], on voit trans-
posés aux semi-anneaux beaucoup de résultats concernant les demi-groupes, ceux-ci
pouvant d'ailleurs 8tre considérés comme des demi-anneaux particuliers [17]. Il est
d*ailleurs hors de doute que la théorie des demi-anneaux peut 8tre fortement in-

fluencée par 1'Ecole de P. DUBREIL sur la théorie des demi-groupes.

Enfin, on doit & S. BOURNE [13], [14], [15] le développement de plusieurs ques—

tions concernant les demi-anneaux topologiques.,

Nous allons nous occuper pour le moment d'une fagon détaillée des w-demi-anneaux,
en faisant usage des travaux [4], [26], et, d'une manidre plus particulidre, de
l'article de AIMEIDA COSTA [6].

2. u-systémes. u~condition.

Soit © un demi-anneau. Un ensemble M= {a , b, ¢, b, ...} d'idéaux de &
est dit un p-systéme, si, en prenant o , be M, il existe un idéal g tel que
agb € M . Et unensemble B={a, b, ¢, ...} d*idéaux de & est dit un Tm—-sys—

téme, si, prenant @€ ™, il existe un idéal | tel que gafa € P

Tout p=systéme est un m-systdme. D'une fagon réciproque, si P est un T-sys~
téme, soit q € P o I1 existe | tel que qafa € P . Ensuite, il existe g tel que
bgb = ¢ € P, ete. L'ensemble {a , b, ¢, ...} est un p-systdme. Par conséquent,

tout m-systéme est un ensemble réunion de p-systémes.

L'ensemble vide d'idéaux et 1'ensemble de tous les iddaux de & constituent des

exemples de y-systémes.

Parmi les p-systémes, on distingue les p~-systdmes particuliers mb » dont voici

la caractérisation : 1l'ensemble réunion uo des idéaux n'appartenant pas a MB ne

contient aucun idéal appartenant & mb o La définition d'un mesystdme particulier

mb est analogue.

Soit B un ensemble d'éléments de & . Le symbole C(B) signifiera 1'ensemble
des idéaux de & qui ne sont pas contenus dans B . Par conséquent, mb = c(uo) ’
ou P, =Cluy) .

Exemples. - L'ensemble vide d'idéaux est un p-systéme particulier. La totalité
des idéaux de G , avec exclusion de 1'idéal vide, est aussi un p-systdme particu—

lier. Si p est un idéal premier, C(p) est un p-systéme particulier, et, si ¢
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est un idéal semi-premier, C(r) est un Tm-systéme particulier.

Nous étudions encore un cas intéressant de m-systéme particulier. Prenons une
famille c(ua) , (0e A), de p-systimes particuliers. L'ensemble réunion
U c(ua) , qui est sans doute un m~systéme, est un m-systéme particulier, comme
nous allons le voir, Si bB est un idéal qui n'appartient pas & la réunion, alors
bB Sy quel que soit o€ A, et ona U bB < ua . Alors, si bgs U bB est un

idéal, puisque b & ua , Vo€ A, onen conclut
Uec(u ) =cU .
bgUcu,) et Uclu) =cUs)
D'ailleurs, il est simple de reconnaltre qu'on a aussi U c(ua) = C(n ud) .

Cela posé, nous introduisons ce qu'on appelle la w-condition de la maniére sui-

vante : En prenant un p-systdme d'idéaux et une deuxiéme famille {al} , (Ae1),

d'idéaux, 1'hypothése que les G sont ordonnés par inclusion et qu'aucun d'eux

n'a un sous-idéal appartenant au w-systime entraine, pour 1'idéal U g cette

méme propriété.

3. p=demi-anneaux.
e e oV o il N o S ¥ o

Un demi-anneau & vérifiant la p-condition prend le nom de p—demi-anneau. On
en trouve des exemples dans les demi-anneaux vérifiant la condition de chaine as-
cendante pour leurs idéaux, tels que le demi-anneau des nombres naturels ou les an-
neaux semi-simples d4'ARTIN-NOETHER.,

Nous donnons & suivre un exemple de m-demi-anneau qui ne vérifie pas la condi-
tion de chafine ascendante. Soit Eb le demi-anneau des nombres réels > 2 , Ce

demi-anneau a les propriétés que voici :

1° Soit b wun idéal de 62 . b admet une borme inférieure bO , qui peut ou

non appartenir & b . Tout nombre 2bO + 1 > 2bO appartient & b , puisque, si
. rd . - - - ’
bO € b vérifie la condition bO < bO + (ﬂ/Z) , On a
bo + (n/Z)

2by + M = 2(bo + (V2)) = b(').2-—-g-g——-= b(')(e +A) €b .

2° La condition de chafne ascendante n'est pas vérifiée dans Eb , comme on le

voit en prenant la suite d'idéaux {bn] , (n=1,2, 3, «es) , avec

ne-1
= > -
bn {XEGZ l X/B n } ¢
3° En prenant deux idéaux a et b dont les bornes inférieures sont a. et

0
bo » respectivement, la borne inférieure de 1'idéal gob , compte tenu que les é1é-

ments du produit sont des sommes finies > ay bi ’ (ai € a, bi € b) , est le

nombre 8, bO o

4° Si 1'on prend un w-systéme d'idéaux M= {a , b, ¢, ee.} , dont 1'ensemble
des bornes inférieures est M = {a. , bo » Co ees} , il est simple de reconnaftre

que M est un m-systime d'éléments de & .

5¢ M contient des nombres aussi grands que l'on veut. En effet : si ay € M
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est la borne inférieure de a €9, il existe un idéal g tel que qga = b€ M
alors, la borne inférieure de b est b, > a® o Ensuite, il existe un idéal |

0
tel que bfb =ce W, et la borne inférieure de ¢ est cy > bg > a4 , etc.

6° Soit b wun idéal quelconque. En prenant un p-systéme MM, il existe toujours
des idéaux appartenant & Tt contenus dans b . En effet : Si bO est la borne in~
férieure de b , nous savons que tous les nombres > 2b0 appartiennent & b 3
alors, il suffit de prendre un idéal wm € 9 dont la borne inférieure soit m0>2bO

pour que m S b

7° Puisqu'il n'existe pas une chaine {ak} , (Ae L), d'idéaux domt chaque ay
ne contienne pas un idéal d'un p-systéme donné, et puisque si 1l'on prend le =
systéme vide d'idéaux la w-condition est automatiquement satisfaite, Gb est en

effet un p=—demi~anneau qui ne vérifie pas la condition de chafne ascendante.

Remarque 1. - Au lieu de EE y on peut prendre le demi-anneau des nombres réels

2 Ty > 1 « Le raisonnement précédent subsiste.

Remarque 2. = On ne peut pas prendre le demi-anneau GH des nombres réels > 1 ,
car nous aurions Ef =<61 » €t le seul idéal 61 constituerait un w=-systéme, donc
le m-systéme M correspondant serait composé du seul nombre 1 . D'ailleurs, il
serait simple de trouver une chatne d'idéaux {“k} , (M el), chacun d'eux # GH ’

mais tels que U 6 =6, .

4, Démonstration de deux lemmes.

Nous démontrerons deux lemmes trés utiles pour arriver & la proposition générale
qui constitue une caractérisation des u-demi-anneaux. Ces lemmes, bien qu'ils por-

tent sur les m-syst®mes particuliers, font intervenir des demi-anneaux arbitraires.

LEMME 1. - Dans un demi-anneau quelconque, soient ?b = c(uo) un m-systéme pait-

ticulier, et g un idéal ne contenant pas un sous-idéal appartenant a Ry - Alors,

il existe des idéaux maximaux Yy contenant o et n'admettant pas un sous-idéal

appartenant a ‘]30 . Ces idéaux maximaux sont semi-premiers.,

Partons de $O et de o . L'ensemble partiellement ordonné des idéaux qui con-
tiennent o et ne contiennent aucun sous-idéal appartenant & $b est inductif,
car, si {g)\} » (A e L), est une chatne de tels idéaux, 1'idéal Yy = U Y, , ommp-
te tenu de gh csU,, VAel, est contenu dans uo » donc tous les sous-idéaux
de Y% sont contenus dans uO et n'appartiennent pas a ﬁb « Soit Y un idéal
maximal au sens de 1'énoncé. En prenant b2 Sy, onaaussi b<y, car, au con-
traire, il existerait m < (9 ’ b) appartenant a ?b y et, moyennant un choix con~

venable de 1'idéal g , on aurait mgm € $b y ainsi que

mgmg(g,b)(layb)gl),

ce qui est une contradiction.
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LEMME 2. - Dans un demi-anneau quelconque, pour que l'ensemble réunion  de

certains idéaux soit 1'idéal semi-premier minimal appartenant & 1'idéal a , il

faut et il suffit que C(r) soit un Tm-systdme maximal, parmi les m-systémes par-

ticuliers $O = c(uo) qui ne contiennent aucun sous-—idéal de a .

La condition est nécessaire : Si ¢ est 1'idéal semi-premier minimal appartenant

& a , l'inclusion a & ¢ montre que C(p) est un T-systéme qui ne contient au-

cun sous-idéal de o . Supposons maintenant
B = Cluy) = c(r)

un deuxiéme T-systéme particulier ayant la m8me propriété. En désignant par Yy ,
d'aprds le lemme précédent, un idéal maximal, parmi les idéaux qui contiennent a
et n'admettent pas de sous-idéal qui soit un élément de ?b , nous savons que Y
est semi-premier. Les inclusions @ Sy et y< r , cette derniére conséquence du
fait que Y a fortiori ne contient pas un sous-idéal appartenant a C(g) , mon-
trent qu'on a Yy =y , donc C(g) = C(g) « D'autre part, $O = C(g) , donc une con-

tradiction.,

La condition est suffisante : Prenons ¢ et C(r) conformément & 1'énoncé. Nous
avons @ S r o Parmi les idéaux qui contiennent a et n'admettent pas de sous-
idéal appartenant & C(r) , choisissons un idéal maximal Yy . Nous voyons que
6 S YS ¢ . Puisque 3y est un idéal semi-premier, C(g) 2 C(g) est un m-systéme
particulier. La maximalité de C(r) méne & C(y) =c(g) , donc & y=¢ , et ¢
est un idéal semi-premier. Et il n'existe pas un idéal semi-premier £y tel que

r > pl 2 a , car ceci contredirait a nouveau la maximalité de C(;) .

Au numéro suivant, nous revenons aux p~demi-anneaux.

5« Propriétés des p-demi-anneaux.
ANARANPPPAPS A AP AR A~

A c8té de la u-condition, on peut introduire une m—-condition, dont 1'énoncé est
le méme que pour la u-condition, sauf qu'on doit remplacer le p—systéme d'idéaux

par un T-systéme. Un demi-anneau vérifiant la m-condition est un T=demi-anneau.

THEOREME 1. - Tout TM-demi-anneau est un p-demi-anneau et réciproquement.

Sans doute, un Tm-demi-anneau est un p-demi-anneau, compte tenu que tout -
systéme est un T-systime. Réciproquement, si & est un p~demi-anneau, en prenant
un T-systéme P , supposons {ax} ’ (k € L) y une famille ordonnée par inclusion
et telle qu'aucun des 6, ne contient un sous-idéal appartenant & P ; alors, il
en est de méme par rapport & chaque u-systéme 9& de la réunion P =U m& , donc
u a, me contient aucun sous-idéal appartenant & 1'un quelconque des ﬂb donc ap-
partenant & P .

Soit, dans un p-demi-anneau, une chatne {EU} , (o€ s), d'idéaux semi-pre-
miers. La famille des idéaux contenus dans un [, au moins, vérifie les propriétés

suivantes :
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1° Si 8, et 85 sont des idéaux de la famille, (ga ’ gB) est un idéal de 1la

famille 3

2° Si 8y appartient & la famille, il en est de méme de tout idéal g & 8y }

3° L'ensemble complémentaire des iddaux de la famille est un T—systéme.

Cette derniére propriété tient au fait qu'un idéal de 1l'ensemble complémentaire
n'est contenu dans aucun t, » donc appartient & tous les C(pc) et a 0N C(EJ) :
réciproquement, tout idéal de cette intersection, appartenant & tous les C(go) ’
n'est contenu dans aucun By o or N C(go) est un Tm-systéme, puisque, si un idéal
appartient & cette intersection, il en est de m8me d'une puissance arbitraire de

G .

LEMME 3. = Dans un p~demi-anneau, si 8= {ga} , (aen) , est une famille

d'idéaux satisfaisant aux conditions 1° & 3°, 1'ensemble réunion U 8y = 7 est un

idéal de la famille, et c(y) = $0 est un m-systéme particulier, exactement le

m-systéme de la condition 3°,

D'abord, § est évidemment un idéal. Puis, $ est un ensemble inductif, car, si
{gk} , (A e L), est une chatne d'idéaux appartenant & & , le fait que chaque 8y
n'admet pas un sous-idéal appartenant au Ti-systéme entratne pour 1'idéal U 8 la
méme propriété, comme on le voit en tenant compte du théordme 1., Si § est un
idéal maximal dans 9 , on aura | = U g, parce que 1'hypothése gB ¢ 7, pour un
certain B € A, entrainerait (g5 y ¥) € & , en contradiction avec la maximalité
de § . Nous voyons d'ailleurs que C(T) = $O est un m~systéme particulier, exac-

tement complémentaire de la famille @ .

Les raisonnements qui précédent le lemme et le lemme lui-méme permettent de don-

ner 1'énoncé suivant.

THEOREME 2, = Dans un p-demi-anneau, si [gj} , (0 es), est une chatne

d'idéaux semi-premiers, on a U [, =¢,. » pour un certain Te€ S, et on a aussi

T
cU ) =Ncle,) .

En particulier, toute chalne ascendante d'idéaux semi-premiers est finie,

En ce qui concerne proprement 1'égalité (U gj) =N C(gj) y nous remarquons le
fait suivant ¢ si qe N C(gc) , alors q € C(EJ) y Yoe€es,done ¢ by o

Voe€eS . En conséquence, qa ¢ t = U £y » c'est-d-dire a € C(U ro) .

Ce théoréme 2 et le théordme qui va suivre contiennent les propriétés caractéris-
tiques des p~demi-anneaux, comme le montrera le théoreme 4, qui constitue notre

résultat fondamental,

THEOREME 3. - Dans un p~demi-anneau, tout p—systime (m-systéme) maximal €

(maximal $), parmi les p-systémes (n—systémes) qui ne contiennent aucun sous-

idéal d'un idéal qa , est un m-systime (T-systeéme) particulier, donc de la forme
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D= My = c(uo) [de la forme P = Py = c(uo) 1.

Partons de a et de % « Si l'on tient compte de la p-condition, on reconnalt
qu'il existe des idéaux maximaux p contenant @ et ne contenant aucun sous-idéal
appartenant & T . Un tel idéal p est premier, car, au contraire, on pourrait
trouver des idéaux b et ¢ tels que bc S p, avec b ¢ P, ¢ ¢ p o Les idéaux
(p , b) et (p , c) admettraient, respectivement, des sous-idéaux m1 et m,
appartenant & M, et il existerait un idéal g tel que ® g W, € M o D'autre
part, on aurait ml q m2 < (p ’ b)(p , c) S p , ce qui donne une contradiction. Par
conséquent, C(p) = mh est un p-systéme particulier qui contient tout idéal ap-

partenant & M . La maximalité de ce dernier implique m?=fﬂb .

6. Théoréme fondamental.

La proposition ci-dessous contient, comme nous l'avons déja dit, notre résultat

fondamental,

THEOREME 4, -~ & est un p-demi-anneau, si et seulement si & vérifie les deux

conditions suivantes :

1° Tout m=systéme maximal qui ne contient aucun sous-idéal d'un idéal a est un

T~systéme particulier ;

2° Toute chaline ascendante d'idéaux semi-premiers est finie,

Les théorémes 2 et 3 assurent la partie "nécessaire™ de ce théoréme 4. Quant & la
"suffisance®, soit {gx} , (A eL), une chatne d'idéaux, et soit P un Tm-systéme
qui ne contient aucun sous-idéal des Gy On doit montrer que ‘3 ne contient au~
cun sous-idéal de U g, - Falsons correspondre a chaque g, le m=systéeme maximal
Py qui contient P et ne contient aucun sous-idéal de ay e L'hypothése 1° en-
traine $k = C(uh) , et uk est un ensemble réunion d'idéaux tel que C(uk) est
maximal parmi les T-systémes particuliers qui ne contiennent aucun idéal qui soit
sous—-idéal de 8 - Alors LI)t est 1'idéal semi-premier minimal appartenant & gy *
Si c
d'idEZux ::mi—premiers, et on a uT =U uk , pour un certain T € L . Or

U % = L’uk =4

et par conséquent, U g, ne contient aucun idéal appartenant a c(uT) , donc &

, uh 2 g, =2g umontre que uu 21, , donc {uX}XGL est une chaine

P . Le théoréme est démontré.
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