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Séminaire DUBREIL (Algdbre) J11-01
25e année, 1971/72, n° Ji1, 15 p.
Journées d'Algdbre [1972. Paris]]

Demi~groupes. Demi-groupes ordonnés
(M.~L. DUBREIL-JACOTIN)

30 juin 1972

COMPLEMENTS SUR LA STRUCTURE DES DEMI-GROUPES DUAUX

par Alain GERENTE

Les notations utilisées ici sont celles de [ 3], et nous renvoyons le lecteur a
cet article, ainsi qu'a [5], pour un rappel sur la définition et les propriétés des

demi-groupes duaux utilisfes ici sans démonstration.

Si S est un demi-groupe dual, S contient au moins un idéal maximal ; nous
étudions, dans le paragraphe 1, la structure des demi-groupes duaux contenant un
seul idéal maximal j; si S est un tel demi-groupe, et si on note EX 1'ensemble
des idempotents non nuls de S , les sous-demi-groupes e S e , o e parcourt
B y sont des demi-groupes duaux isomorphes entre eux (corollaire 1.5) s de plus,
la structure de S est entitérement déterminde par la donnée de E* etde eSe H
en fait, S est isomorphe & mp(e Se B , B ;s A) (théordme 1.2) ; récipro--
quement, si S est isomorphe & mP(T s I,I3 A),ou I estun ensemble non
vide et oi T est un demi-groupe dual avec élément neutre, alors S est dual avec
un seul idéal maximal (corollaire 1.7). Nous voyons ainsi que les demi-groupes
duaux avec élément neutre jouent le m8me rdle, pour les demi-groupes duaux ayant un
seul idéal maximal, que les groupes pour les demi-groupes de Brandt.

Si S est un demi-groupe, l'ensemble R (resp. T) des ®-classes (resp.
£-classes) de S est muni de la relation d'ordre classique OR (resp. bL) a
savoir, si a et b sont des éléments de S , Ra.s Rb (resp. La £ Lb) si et
seulement si au aS<sbubS (resp. ausSashbu Sb) . Le paragraphe 2 est consa-
cré & 1'étude des relations Op et O; lorsque S est dual, Ces notions nous
permettent de donner un certain nombre de conditions nécessaires pour qu'un demi-
groupe soit 1'idéal maximal d'un demi-groupe dual avec é1ément neutre. Ce probldme
est important, car la construction de demi-groupes duaux avec élément neutre (donc
des demi-groupes duaux avec idéal maximal unique) sera presque entidrement résolue
lorsque nous connattrons des conditions nécessaires et suffisantes simples pour

qu'un demi-groupe soit 1'idéal maximal d'un demi-groupe dual avec élément neutre.

1. Structure des demi-groupes duaux contenant un seul idéal maximal.
WW“WWWWWW

Un demi-groupe S est un demi-groupe de Brandt si, et seulement si, S est iso-
morphe a un demi-groupe de matrice de Rees mO(G s I,I3 A),od G estun
groupe avec zeéro, I est un ensemble non vide, et A = (aij)ieI,jeI est la I x I
matrice ainsi définie :

si 1#£3, 85 = 0

e élément neutre de @ .
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Une généralisation de ce type de demi-groupe consiste & remplacer G par un
demi-groupe T avec zéro et élément neutre e , A étant définie comme ci-dessus j
nous noterons mO(T s I, I3; A), cedemi-groupe de matrice de Rees ; d'autre

part, considérons la loi de composition suivante sur T x I x I :

(o i, ) si A i .
(1) (a;i,X)(b;j:p.)=S g ?
2(ab I M) si A=3 .

I1 est clair que T x I x I est un demi-groupe, et que l'ensemble {0} x I xTI

est un idéal de T x I x I ; on vérifie, sans trop de difficultés, que
(TxIxI)/({O}xIxI)

est isomorphe a mp(T s I, I3 A), dou le lemme suivant.

LEMME 1.1. — Soient T un demi-groupe avec O et élément neutre e , I un en-

; = i .. =0 i
semble non vide, A <aij)ieI,jeI la I x I matrice telle que alJ si
i#j,et a,,=e si i=j;onmmit T xIxTI de la loi de composition dé-

1
finie ci~dessus en (1). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(A) S8 est un demi-groupe isomorphe & ﬂP(T s I, I A)

(B) S est un demi-groupe isomorphe & (T x I x I)/({0} x I x I) ;

un tel demi-groupe S est appelé demi-groupe de Brandt généralisé,

s \
THEOREME 1.2. - Un demi-groupe dual S ayant un seul idéal maximal est un demi-

groupe de Brandt généralisé.

Soient e un idempotent non nul de S , E* 1'ensemble des idempotents non nuls

de S ; nous allons construire un isomorphisme & de

(e Se xE® x Ex)/({o} x B x BY)

X

sur S, e S e x EY x EX étant muni de la loi de composition suivante :

(0; i,h) si f .
<a;i,f><b;g,h>=g(b S .f”
ab ; 1, S1 =g o

Pour éviter toute confusion avec le zéro de S , nous noterons O Ile zéro de
(e Se xE xE)/({0} x E* x EY) .

Construction de & . - Il suit de 1l'hypothése que E' est contenu dans une seule

O-classe de S , donc, pour tout idempotent f non nul et distinct de e , LerlR
est non vide ; nous pouvons choisir un élément quelconque, noté Ap s dans Le n Rf;
e admet un inverse Pe dans Re nL., d'ou

Pr ap =€ et qpp, =°f ([1] 1emme 2.12 et théortme 2.20) ;

enfin, posons q_ =p_ =e . Soit & 1'application de (e S exB xE")/({0}xE"xE™)

dans S , ainsi définie
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3(0) =0 ;
Si aeeSe~ {0} et (f, g€ E" x B , a; £,8)= e apg

& est injective : Remarquons d'abord que si a est un élément non nul de e S e,
et si (f ’ g) appartient a EX x B ’ 3(a s £, 8) # 0 3 en effet, dp apg ap~
partient & L aR , clest-d~dire D, ([ 3] théoréme 44).

Considérons maintenant deux éléments non nuls de e Se , a et b, quatre é1é-
X
ments f , f', g, g' de E tels que U o = bpg, s alors ap 2P, #0 3

compte tenu de la localisation de dp 9 Qe o pg ’ pg.

fo = Q.f » f! Q.fl = qf' ’ pg g = pg ’ Pg| g' = pg| H
done g, apg appartient & £ S g \ {0} , Up bpg, appartient & f' S g' \ {0} ,
et £ Sgnf'sS g n'est pas réduit & {0f ; d'oh f =f' et g=g' ([5] lemme

5.1) 3

s nOUS avons

(qf ap = qp bp ) entratne (pf 9 8P, 9, = Pp U bpg qg) ,
f

s0it eae = ebe , c'est-d~dire a =b et (a H ’ g) = (b s ', g') .

& est surjective : Comme &(a ; f , g) appartient & £ S g ( a dans eSex{0}
et (£, g) dans E* x E* ), il suffit de montrer que s(eSer{0} ; f,g)=fSgr\{0} .
Si D est une ®-classe non nulle 26 S, Dne Se estnon vide ([3] théoréme
4), et E- contenu dans une seule ®-classe ; soit x dans DnNne S e ’

— l z \
DneSe= He x Hc ([3] théoreme 4e), donc 3(Dne S e s £,8)= dp HexHe pg H

mais
9 B, =H =L nR, et H p =H =R 0L ([1] théortme 2.17),

dtou

Il

3(DnesSe; £, g) L, N Rg ) x (L n Re) DnfSg

puisque exe = x ([ 3] théoréme 4e) (e Se~{0}) ;f,g) =fSg~ {0} suit

XY

facilement.,

$ est un homomorphisme : Soient a et b deux éléments non nuls de e S e ,

f, 8, h, i des idempotents non nuls de S , nous allons voir que
(a; £,8) 8b; h,i)=0(as; £,e)(bs h,i)].
Supposons g#h; (a; £,g)(b; h,i) =0 , d'oh

(a; £,g)p; h,i)]l=0;

e

or gla s £, g) 8(b; h , i) = dp apg 4, bpi =0, car pg 9y appartient &
SghS = {0} . Supposons g =h ;
3(a;f,e) 8(bsg,i)=q, ap, 4, bp;=q, aebp;=q. abp;=s(ab;f,i)=g (a;f,e)(bse,i)] .
Nous allons étudier maintenant sous quelles conditions sur T , mp(T s I,I 5 4)
est dual, Si S est dual et possdde un idéal maximal unique, ﬁp(eSe E' ; Ex; A)

est dual, mais e S e n'est pas quelconque.
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THﬁORﬁME 1.3, - Soient S un demi-groupe dual ayant un seul idéal maximsl, e

un idempotent non nul de S ; alors e S e est un demi-groupe dual.

Si A est une partie non vide de S , nous définissons 1l'annulateur a gauche de
A dans e Se , £*(4), et 1'anmulateur & droite de A dans e S e , T (4),

par les propriétés suivantes :
2*(A) = {xeeSe; xo=0}, r*(A) = {yeesSe; ay=0}.
D'ou
L*(A) = L(A) neSe et r*(A) = r(A) nNesSee

Soit L wun idéal & gauche de e S e , nous allons démontrer successivement que

L vérifie les propriétés suivantes :
1° SLneSe=1L;

20 »(L) = r(sL)

~e

30 4Mr(L)]=1
4o ¥e™(1)] = 4*x(1)] .

Preuve du 1°, = Si x appartient & SLne Se , il existe s dans S et 4

.e

dans L tels que x =sf ; conme ex =%x , X = esf = esef et x appartient a

eSel,donca L ;alors SLneSe&lL, et l'inclusion inverse est immédiate,

Preuve du 29, = (L c SL) entratne (r(L) 2 r(SL)) s soit x un é1ément de
r(L) , Ix =0, donc SLx =0, et x appartient a r(SL) , d'od =r(L) = r(SL) .

3° découle de 1° et 2°, car
2¥[r(L)] = 2*r(sL)J=4[r(SL)JneSe=SLneSe=L.

Preuve du 4°, - (r*(L) € r(L)) entratne (*[r*(1)] 2 £*[x(1)]) , donc il suf-
fit a'établir que £ e Se n r(L)] = 2¥[r*(1) ] < 4™ r(L)], c'est-a-dire que, si
x est un élément de e S e tel que x[e Se nr(L)]=0, alors xr(L) = 0 ; mais
S=U(fs 3 fekE") ([5] théordme 3.10), et x(fS) = 0 pour tout idempotent £
distinct de e (car xe = x ) ; il suffit donc de montrer que x[r(L) neS]=0 .

Soient y un élément non nul de r(L) neS , g 1'idempotent tel que
ve=y3; {(heB*; shn Dy non vide} est égal & E n Dg ([3] théordme 4a) ;

compte tenu de 1l'hypothése faite sur S, e appartient & E n Dg , donc Dy n Se,
et en particulier Ry N Se = Ry nesSe sont nonvides ; soit a un é1lément de
Ry nesSe, il existe o dans S tel que y = ag ; R(L) , étant un idéal &

droite, contient Ry » donc a appartient 3 R(L) ne S e ; alors xa =0 , dtou
xy =xag =0 et x[r(L) nes]=0.,

Finalement si L est un idéal & gauche de e S e , il suit des 3° et 4° que
£*[r*(L)] = L ; on montrerait de m8me que, pour tout idéal & droite R de e Se ,
* * ’ ’ r3 |
[ 4 (R)] =R ; e Se n'étant pas réduit & 0 (car e # 0 ) est un demi-groupe
dual.,
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LEMME 1.4. - Soient S un demi-groupe, e et f deux idempotents de S5 appar-

tenant & la m8me @-classe ; alors les demi-groupes e S e et f S f sont isomor-

Bhe .

Comme e® f , Re n Lf

il existe un inverse a' de a dans Le n Rf , d'ou aa' =e et a' a=f°f ([1]

est non vide ; choisissons un élément a dans Re n Lf;

lemme 2.12 et théordme 2,20) ; soit & 1'application définie sur e S e telle que

3(x) = a' xa ; comme af =a et fa' =a', sle Se)cfSf.

& est injective : Soient x et y deux éléments de e S e tels que a'xa=a'ya,

alors,
aa' xaa' = aa! yaa' ,
d'ol exe = eye , clest~d-dire x =y .

Sf, z=7fzf =a' aza' a = s(azat) H

g
H

% est surjective : Si 2z appartient 3

or aza' appartient & e S e puisque ea=a et a'e =a.
3 est un homomorphisme : Soient x et y , deux éléments de e S e s

a' xaa' ya = a' xeya = a' xya = &(xy) .

3(x) a(y)
Donc % est un isomorphisme de e Se sur f ST .

De ce lemme et du théoreme précédent, on déduit immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE 1.5, = Soient S un demi-groupe dual ayant un seul idéal maximal, e

et f deux idempotents non nuls de S ; alors eS e et f ST sont des demi-

groupes duaux isomorphes.

THEOREME 1.6. - Soient T un demi-groupe avec zéro et élément neutre e , I un

ensemble non vide, A = (aij)iei,jeI lg I x I matrice suivante : aij =0 si
i#£j, a,.=e si i=7j; alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1] —

(A) T est un demi-groupe dual,
(8) ®%(r

(¢) »%r; 1,1

e
L |

-
[am ]

-e

A) est un demi-groupe dual,

-e

A) est un demi-groupe dual ayant un idéal maximal unique.

Enfin, si (4) est vérifiée, l'ensemble des idempotents non nuls de mp(T;I,I;A)

est équipotent & I, et si f est un idempotent non nul de mp(T s I,I; a),
TTWP(T s I,I; A)]T est isomorphe & T .

Compte tenu du lemme 1.1, nous pouvons, dans la démonstration, remplacer
0 - —
m(rs; I,I; A) par T=(TxTxI)/({0}xIxI);nous noterons 0 le zéro

de T, £, R, ® Iles £-équivalence de Green, R-équivalence de Green et ®-

équivalence de Green sur T .

Pour simplifier nous écrirons (a ; i , j) les éléments de T(ae T ;

(i, j) €I xI) en convenant que les éléments (0 ; i, j) [(i, 3) e I x I]
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sont égaux, et représentent le zérode T , 0 o Si C et D sont deux parties de
I, et B une partie de T contenant le zéro de T , nous noterons (B s C, D)

1'ensemble
0yu {(x; ¢,a) ; xeB~{0}, ceC, deD}.

(B) =>(C) : On voit facilement que {(e i, i) ;3 i€ I} est l'ensemble des

e

idempotents non nuls de T ; soient (e 5 i, i) et (e j, j) deux d'entre
eux (ie I, je I); alors:
_ S(e HE i)e s i, 3) = (e 5 i, J)
(e5 i,i)R(es 1, 3) , car o o
fes 1,3 1,0 =(c5 1,1)
(e ;s 1, j)(e N j) = (e ;3 1, j)

(e5 3,308 (es 1,3), car _ o o

(e 3,1)es 1,3 =(3 5,3

donc (e 3 i,i)® (e 3 3§, 3) , c'est-a-dire que deux idempotents non nuls
quelconques de T sont ®-équivalents j il est clair que si T est dual, T pos—

séde un idéal maximal unique.
(C) =>(A) : soit (e s i, i) un idempotent de T (i € I) s alors
(e 1 ,i)T(ey i,i)=(eTe; i,1i)=(13 i,1i);
1'application de (T ; i , i) sur T quia (x, i, i) associe x est claire-

ment un isomorphisme de (T 3 i, i) sur T3 (T ; i ’ i) étant dual d'apres

le théoréme 1.3, il en est de méme de T .

(4) = (B) ¢ soit A [resp. A] une partie de T [resp. T] , nous noterons
,G(A) et r(A) [resp. -Z(K) et -IT(K)] 1'annulateur a gauche et ltannulateur a
droite de A dans T [resp. de A dans T]; si (a; i, j) est un élément non
nul de T » on voit facilement que 1'idéal & gauche engendré par (a s 1, j)

dans T n'est autre que (Ta s I, j) .

gauche de T , et
i) s (T3 1,14)

Dans la suite de la démonstration, L désignera un idéal &
pour tout élément i de I , nous poserons -I—'i =Ln(r; I,
est clairement un idéal & gauche de T , donc ii est un idéal & gauche de T .
Compte tenu de la forme des idéaux principaux & gauche de T , fi peut se mettre
sous la forme (Li s I,1i), ou L; est un idéal & gauche de T . Nous allons

montrer que £ r(-fi)] =-L'i .
(@) N 0} ={(a 5 5,k) 5 aeT {0} (§,0) eIxI; (1, 5 Li)(a; j,k) = 0};
-si 343, (1,5 T,i)(as 3,k =0,domc (T; IN{i}, I)e=T) ;

-si i=3j, (Li; I,i)a; i, k) =0 si, et seulement si, L,a=0,

c'est-a~dire si a appartient a r(Li) y d'ou :
‘E(ii) =(T; IN{i}, 1) u(r(Li) ;s i, I) .

Soit maintenant (b ;3 m , n) un élément non nul de E[‘f(fi)](b e T\ {0} ;
(n,n) €IxI), Alors
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(@) (b3 m,n)(r; IN{i}, I)=0
et
(g) (b3 m, n)(r(Li) s i, I)=0.

Si n#1i, n appartient & I\ {i} et (o) entratne (b3 m, n)(T ;s n, 10,
clest=d~dire (bT ;3 m, I) =0, donc bT =0 ; T é&tant dual, b serait nul

contrairement & l'hypothése faite sur b .

Donc n=1i et (p) entratne (b ; m, i)(r(Li) s i, I) =0, clest-a-dire
(br(Li) s m, I)="0, donc br(Li) =03 b appartient & ﬂ,[r(Li)] clest-a~dire
L; , et E[-r'(fi)] c (Li s I, 1) =fi ; comme 1'inclusion -fi ;E[—r'(fi)] est
vraie dans un demi-groupe quelconque, f[?(fi)] = T’.i .

Nous allons établir maintenant que 2[7(T)] =T ; il suffit clairement de montrer
que Z[r(T)]=T .Si T est réauit 3 {0}, T(T) =T et (@] =2(T) = {0} ,
car si (a; i, j) est un élément de T tel que (a3 i, j)(T; I, 1I)=0,
nous avons al =0 , donc a=0, T étant dual. Supposons L non réduit & {0},

alors J ={iel; Ii # {0}} est non vide ; T = UjeJ Lj , d'ou

I) =TU. . T ?(’L'j) ([5] page 461) ;

jeJ 73 T njeJ
nous avons vu ci-dessus que :
?(_I:j)=(T? I\{j} 9I)U(T(Lj); j:I) ’
donc njeJ r(-ﬁj) est égal a
Viers(Ts 15 DI vl (=) 5 5, DI

Soit (a3 k, 4)(ae T\ {0} (k, £) € I xI) un élément non nul de

2[x(T)] ; alors

e

('\() (a s ko, JZ,)(T HE R I) =0 pour tout i de I NWJ
et
(8) (a3 x, z)(r(Lj) $ i, I) =0 pour tout j de J .

Si 4 appartenait & I ~J , (y) entratnerait (a ; k, £)(T; £, I) =0,

c'est-a~dire aT = 0 , en contradiction avec a non nmul et T dual.
Donc ¢ appartient & J , et il découle de (8) que
(a3 ¥, )(x(x); 2,1)=0,

clest-a~dire ar(LJz) = 0 , donc appartient & ,a[r(Lz)] =1, , et (a3 k, 4) est
un élément de fﬁ , donc de L , et nous avons démontré que, pour tout idéal & gau-
che T de T, Z[r(T)] =1 ; un raisonnement analogue montrerait que, pour tout

idéal & droite R de T, T£(R)]=F; T n'étant pas réduit & {0} est dual.

Le reste du théoréme se démontre sans difficulté. Du lemme 1.1 et des théordmes

1.2 et 1.6, nous déduisons immédiatement le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 1.7. - Soit S un demi-groupe ; les propriétés suivantes sont équiva-

lentes

(A) s est dual et contient un unique idéal maximal,

. 0
(B) S est isomorphe & un demi-groupe de matrices de Rees (rs IT,I3 2,

ou T est un demi-groupe dual avec élément neutre e , I est un ensemble non

vide, et A = (aij)iel,jel est la I x I matrice suivante : 84 = 0 si i#3J,
a..=e si i=3j,

1J
(C) S est isomorphe & un demi-groupe (T x I x I)/([O} x I x1I), ou T estun

demi-groupe dual avec élément neutre, I est un ensemble non vide, et T x I x I

est muni de la loi de composition suivante :

Si (a,b)eTxT et (i ,2,3,p €IxIxIxI, alors

(a3 4,00 ; j,u)=§(o; Pew) st A

.o

(ab; i,p) si A=3.

2e ﬁtude des @-classes et des J-classes contenant deux f~classes ou deux R=

classes comparables.
L e W Y

Les relations d'ordre partiel qui existent sur l'ensemble des £-classes et sur
1'ensemble des QR~classes d'un demi-groupe S ont été rappelées dans l'introduc-—

tion. Nous allons introduire deux définitions :

DEFINITION 2¢1e = Une J=classe I d'un demi-groupe est dite stable & gauche

(resp. stable & droite) si 1'une des conditionms suivantes, qui sont équivalentes,

est vérifide

(4) il n'existe pas, dans I , deux £-classes (resp. R-classes) distinctes et
comparables,

(B) 1'ensemble des E£-classes (resp. R-classes) contenues dans I admet un 16—

ment minimal.,

Une J-classe stable de chaque c8té est dite stable,

L'équivalence de (A) et (B) se démontre en utilisant la remarque qui suit le lem~
me 6.44 de [2]. Alors un demi-groupe est stable & gauche (resp. stable & droite,
stable) si, et seulement si, chacune de ses J-classes est stable & gauche (resp.

& droite, stable) (voir [2], p. 31-32).

DEFINITION 2.2, - Une O-classe D d'un demi-groupe est dite élémentaire a gau-

che (resp. & droite) si D ne contient pas deux £~classes (resp. R-classes)

distinctes et comparables.

Une ®-classe élémentaire de chaque c8té est dite é1émentaire.

Alors un demi-groupe est élémentaire & gauche (resp. élémentaire & droite,
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élémentaire) si chacune de ses ®-classes est élémentaire & gauche (resp. & droite,

élémentaire) (voir [2], p. 32).

Dans un demi-groupe quelconque, si D est une @-classe réguliére et élémentaire
dtun c8té, D est élémentaire et est une J-classe (donc une J-classe stable)
(voir [4]) 3 si J est une J-classe stable, J est une @-classe (se démontre
comme le début du théordme 6.45 de [2]). Cependant si D est une ®-classe non ré-
gulidre et non élémentaire & gauche, l'ensemble des f-classes contenues dans D
peut admettre des éléments minimaux et maximaux, et si J est une J-classe non
stable & gauche, l'ensemble des £-classes contenues dans J peut admettre des
éléments maximaux. Nous allons voir que ce n'est pas le cas dans un demi-groupe
dual et que d'autre part, il existe des conditions simples portant sur un élément
& , permettant de savoir si D est élémentaire d'un cbté et si Ja est stable

d'un c8té.

Dans un demi-groupe dual S , on voit facilement que toutes les @-classes régu-
lidres sont élémentaires, donc sont des 9J-classes stables ; S contient également
des J-classes stables sans élément régulier ; on voit en effet sans difficulté que
si N est un idéal O-minimal de S , N N\ {0} est une J-classe stable (pour
prouver la stabilité, utiliser le lemme 6.4 de [5] et le fait que tout idéal con-
tient un idéal O-minimal & gauche et un idéal O-minimal & droite). D'autre part,
si une J-classe J_ ( a dans S ) vérifie (Ja)2 nJ, # ¢ , le facteur principal
associé J(a)/I(a) est O-simple ; dans ce cas ol Ja n'est stable d'aucun cbté,
ou Ja est une O-classe régulidre, donc est une J-classe stable (voir [3] corol-
laire 2.1).

Compte tenu de ce qui précéde si une @-classe Da est non élémentaire & gauche,

a gpartient a SN N , N étant la réunion des idéaux O-minimaux de S .

/ \
THEOREME 2.3. = Soient S un demi-groupe dual, s* 1'intersection des idéaux

maximaux de S , a un élément non nul de S, e et f 1les idempotents tels que

a=7fa=a , D la @-classe de a . Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes
(A) D est élémentaire 3 gauche [resp. & droite ],
(B)

'(C) a n'appartient pas & (S ~ Hf)aHe [resp. He a(s ~ He)] .

n'appartient pas 2 S a(s ~ 87) [re p. a (s~ s¥)as™],

o

(A) =>(B) + D étant élémentaire i gauche, supposons qu'il existe un élément x
de S* et un élément y de S ¥ tels que a = xay ; on voit facilement que ¥
appartient & eS ([5] théorémes 3.10 et 3.11), donc & eS n (S~ s™) = R, ; alors
ay appartient & R ([3] théordme 4b) et L, s L

1'égalité La = La serait
en contradiction avec x élément de S~ ([ 3] théordme 3c), donc D contient deux

~e

£-classes distinctes et comparables contrairement & 1l'hypothése,
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(B) => (C) : Supposons qu'il existe x dans S et y dans He tels que

a=xay 3 x appartient a S s™ d'aprés (B) ; alors
(f(ay) = ay et =x(ay) # 0) entraine (x élément de Lf) ([ 3] théordme 4c) ;

si x appartenait a Lo N Hy , a = xay serait un élément de D~ Dn fSe ([3]

théordme 4e), ce qui est absurde.

(¢) =>(a) : Supposons D non élémentaire & gauche ; il existe un élément p de

He tel que La < La s donc il existe x dans S tel que a = xaf 3§ a n'appar-
tient pas & L_ x est un élément de S* ([ 3] théordme 4c).

B ?
COROLLAIRE 2.4. = Sous les mémes hypothdses qu'au théordme précédent, les pro-

priétés suivantes sont équivalentes ¢

(o) D est élémentaire,

(B) {(X y V)3 x€S, yeS, a=zxay}c (Sx * Sx) U (Hf x He) R

Ce corollaire se déduit du théordme précédent en remarquant que 1'égalité a = xay
avec y dans S N\ s et x dans S implique y dans He ; en effet,
xa(s \ [8* u Re]) =0 ([3] théordme 4b) et,si, y appartenait & R~ H , xay

serait un élément de D ~ D nSe ([3] théordme 4e), ce qui est absurde.

Dans un demi-groupe quelconque, l'ensemble des £~classes, contenues dans une ®-
classe non élémentaire & gauche, peut contenir des éléments minimaux ou maximaux.

Ce n'est pas le cas dans un demi-groupe duval.

THEORMME 2.5. - Soient S un demi-groupe dual, et D une ®-classe non élémen-

taire & gauche. Alors l'ensemble des £-classes de S contenues dans D ne pos=-

séde ni élément minimal, ni élément maximal j; plus précisément, soient a un é1é-

ment quelconque de D , et f 1'idempotent de S tel que af = a ; il existe un

f
infinie strictement décroissante de ﬁ—clggses de D ,agt tel que

élément B de H, tel que La > LaB > 1L 5 > eee > L > e s0it une chaine

La < L -1 < L _2 < LN ) < L -n < e 0
‘ ap ap ap 1
soit une chafne infinie strictement croissante de £-classes de D ( B étant

l'inverse de B dans le groupe He ).

Supposons D non élémentaire & gauche ; alors O ¢ D , et il existe deux 41é-
ments a et b dans D tels que L, < La et a Rb ; soient f et g les
idempotents de S tels que af =a , bg =Db ; supposons g #f 3 alors Sb € Sg ,
Sa & 8f et Sf nSg = {0} entrainent SansSb={0}; a et b étant non nuls,
La et Lb ne sont pas comparables contrairement & l'hypothdse. Donc g =f et b
appartient & R, n Sf j alors il existe un élément B dans Hf tel que b = ap
([3] théortme 4e).

Comme L, < La , il existe un élément x de S* tel que b =xa ([3] théordme

40) ; mais b = ap = xa implique bR = xap = xb j; alors bg appartient & Sb ’
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donc LbB < Lb ; mais LbB = Lb impliquerait =x dans S s™ ([ 3] théoreme 3c),
d'ol Lb < Lb , c'est=a-dire L 5 < LaB < L s on montre de méme que L n<L -1
(n entler p031t1f) donc (L 2§nEN\{O} est une chaltne infinie strlctemgnt 6
décroissante de £-classes de .B 1nfer1eures a L ( aB appartient & D ,
d'aprés le théoréme 4b de [3]) Soit B l'1nverse de p dans le groupe Hf H

ag = xa implique a = xaB , d'ou L gL 1} L, =1L 1 étant en contradic—

tion avec n élément de S~ ([3] theoreme B30) L < 1P .y sun argument analo-
gue & ce qui précéde montrerait que (L n)neN\{O} est uﬁe chatne infinie stric--

tement croissante de £-classes de D s&perleura;a La .

La construction de ces deux chaines de S£-classes a été faite en supposant seule-
ment qu'il existait une E£-classe de D strictement inférieure & La s i1 suffit
donc, pour achever la démonstration du théoréme, de montrer que D ne contient pas
de S£-classe minimale (parmi les £-classes de S contenues dans D ). Soit Lc
une f-classe de D différente de La s nous pouvons prendre c¢ dans Ra 3 alors
il existe un élément d de R, tel que c¢ = ad.(as = xa) entraine (aBd:xad=xc)?

f

' A . . o— 7z re x
dtou LaBd < Lc H LaBd < Lc suit, comme ci-dessus, de x ¢elément de S , donc

D ne contient pas de £~-classe minimale.

COROLLAIRE 2.6. — Soient S un demi-groupe dual, e un idempotent non nul de S

tel que le groupe maximal contenant e , He y S0it un groupe périodique ; on note

E* 1'ensemble des idempotents de la @-classe de e ; alors toutes les ®-classes,

contenues dans SE [resp. EX S ’ B SEx] » sont élémentaires & gauche (resp. ~

é1émentaires & droite, élémentaires).

On sait que les sous—groupes maximaux d'un demi-groupe T , contenus dans une
mdme @®-classe, sont des groupes isomorphes (voir par exemple les théordmes 2.22 et
2.25 de [1]). Donc si f est un élément de B , Hf est un groupe périodique. I1
suit du corollaire 4.2 de [ 3] que SE* est réunion de @-classes ; soit D 1l'une
d'entre elles, il existe un élément a de D tel que a = ae ([ 3] théordme 4a) ;
supposons D non élémentaire & gauche, He contient un élément g tel que

(z )neN\{O} o
malg étant périodique, il existe un entier positif m tel que B =e , d'ou

soit une chafne infinie strictement croissante de £-~classes de D 3

asm = ae = a , en contradiction avec L n > L .
ag a
COROLLAIRE 2.7. - Soit S un demi-groupe dual dont tous les sous-groupes maxi-

maux sont des groupes périodiques ; alors S est élémentaire.

Nous allons faire une étude analogue pour les J-classes d'un demi-groupe dual.

THEOREME 2.8, = Soient S un demi-groupe dual, Sx 1'intersection des idéaux

maximgux de S , a un élément non nul de S, e et f les idempotents tels qwe

a=ae="fa, et J la J-classe de a . Alors les propriétés suivantes sont équi-

valentes
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(o) J est stable & gauche [resp. & droite] ,

(B) a n'appartient pas & S aS [resp. sas™],

(c) a n'asppartient pas & (S » Hf)aS [resp. & Sa(s He)] .

(B) =>(¢) : I1 suit du théordme 4c de [3] que (S [s™ u Lf])a = 0 ; comme les
éléments x de (Lf \ Hf)a vérifient fa =0, a ne peut pas appartenir a

(Lp N H)asS , done &[S~ (s™ u H.)JeS .

(B) = (A) : Supposons J non stable & gauche, La ne peut &tre minimale dans
1'ensemble des FS-classes contenues dans J (définition 2.1), donc il existe un
élément b de J tel que Lb < La s b appartenant a Sa - La , i1 existe =z
dans S tel que b =za ([3] théordme 4c) 3 comme aJb , il y a deux éléments x

. by x
et y dans S tels que a = xby , d'ol a = xzay , et a appartient a S” aS .

(a) =>(B) : J étant stable & gauche, supposons qu'il existe x et y dans S
tels que a = xay ; on voit facilement que ay appartient a J et que La < Lay H
. IS X

compte tenu de l'hypothése faite sur J , La =L , donc x appartient & S ~ S

ay
([3] théordme 3c).

COROLLAIRE 2.9. - Sous les mémes hypothd®ses qu'au théordme précédent, les proprié-

tés suivantes sont équivalentes @

(4) J est stable,
(B) {(X ’ .V)

(c) {(x,y); xeS, yesS, a=nxa}c Hp x H «

xay} c (S ~ Sx) x (S \Sx) ,

xeEsS, yesS, a

-e

COROLLAIRE 2.10. - Sous les m&mes hypothdses qu'au théoréme précédent, J n'est

stable d'aucun c8té si, et seulement si, a appartient a s* as™ .

Si J n'est stable d'aucun cbté, il existe x et y dans s™ , o et p dans
S tels que a = xXay-= Bay (théordme 2.8). D'ou a = xpayx , et il est clair que

xp et yo appartiennent a s . La réciproque suit immédiatement du théoréme 2.8,

Un demi-groupe dual S non O-simple contient toujours des éléments nilpotents
autres que O , car tout élément d'un idéal O-minimal de S contenu dans S* est
nilpotent (voir [ 3], démonstration du corollaire 1.1) ; d'autre part, on voit faci-

lement que tout élément nilpotent est contenu dans s* .

COROLLAIRE 2.11. — Soient S un demi-groupe dual, et S 1'intersection des

idéaux maximaux de S . Si S* est 1'ensemble des éléments nilpotents de S , S
est stable.

Soit a un élément non nul de S . Supposons par exemple qutil existe x dans
s et y dans S +tels que a = xay , alors a = " ayn pour tout entier n .
Soit m 1'entier tel que % =0 , alors a = x° aym =0, donc a n'appartient

pas a 8% as » et Ja est stable & gauche. On montrerait de méme la stabilité a
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droite.,

by

COROLLAIRE 2,12, - Soient S un demi-groupe dual, J une J=classe stable a

droite et non stable & gauche. Alors chaque ®=-classe contenue dans J est élémen-

taire 3 dreite et non élémentaire & gauche.

X
Soit a un élément de J , a appartient a s™ as , donc il existe x dans S
et y dans S tels que a = xay ; maig y appartient &a S s™ , sinon a se-
rait un élément de S as” , et J ne serait pas stable a droite ; alors a appar-

tient & S~ a(s ~ Sx) et la ®-classe a ne peut &tre élémentaire a gauche.

D'ou le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.13. - Soient S un demi-groupe dual, D une ®=-classe élémentaire

de 85, J la J-classe contenant D . Alors, ou bien J est stable, ou bien J

n'est stable d'aucun c8té ; en particulier, un demi-groupe dual élémentaire est

stable si, et seulement si, il est stable d'un cdté.

Remarque. - On peut démontrer, en s'appuyant sur le théordme 4 de [3], qu'un demi-

groupe dual, dont les sous-groupes maximaux sont triviaux, est élémentaire.

Dans un demi-groupe quelconque, l'ensemble des £-classes contenues dans une J-
classe non stable & gauche ne contient pas d'élément minimal (voir définition 2.1),
mais peut posséder des éléments maximaux (demi—groupe bicycle par exemple). Ce n'est

pas le cas dans un demi-groupe dual.

COROLLAIRE 2.14. - Soient S un demi-groupe dual, J une J=-classe non stable a

gauche., Alors J ne contient pas de £-classe maximale parmi les £-classes de S

contenues dans J .

Soit a wun élément de J , a appartient & s™ aS , donc il existe x dans s™
et y dans S tels que a = xay , d'ou La.s Lay . x étant dans S~ , La < Lay
([3] théordme 3c) ; il est clair que ay appartient & J , donc L, n'est pas un

élément maximal de l'ensemble des £~classes de S contenues dans J .

Nous avons vu au paragraphe précédent que la structure des demi~-groupes duaux
ayant un seul idéal maximal était entidrement déterminde par la structure des demi-
groupes duaux avec élément neutre. Soit S un demi-groupe dual avec élément neutre,
S* son idéal maximal s 5/8° est isomorphe & H v {0} , donc S apparait comme
l'extension de S~ par un groupe avec zéro. La question se pose donc de savoir &
quelles conditions un demi-groupe avec zéro et non réduit & {0} , T , est 1'idéal
maximal d'un demi-groupe dual avec élément neutre ; un tel demi-groupe ne posséde
pas d'idempotents non nuls ; de plus, l'ensemble des éléments a de T , tels que
al =0 , coincide avec l'ensemble des éléments b de T tels que Tb = O , et
n'est pas réduit & {0} (C'est l'unique idéal O-minimal du demi-groupe dual avec
élément neutre construit & partir de T ). Le théoréme ci-dessous précise la struc-

ture des classes de Green de T .
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THﬁbRﬁME 2.15., = Soient S un demi-groupe dual, S* 1'intersection des idéaux

. rey 2 X X X
maximaux de S , a un élément non nul de S ; on note Da et Ja la @-classe

de a et la 9-classe de a dans S . Alors :

(a) D; = {a} ’

(v) Si la J-classe de a dans S est stable d'un c8té, JZ = {a} ,

(c) 8i 1a J-classe de a dans S n'est stable d'aucun cbté, J; = Ja y et J;

est une J=classe de S non stable d'un c8té, donc contenant une infinité d'é1é-

ments.

(a) Si la B-classe de a dans S n'était pas réduite a {a} , il existerait
trois éléments b, x, y de S telsque a=xb et b=ya , d'od 1'égalité
a = xya avec xy &lément de S~ , ce qui est en contradiction avec le théoréme 3a
de [3]. On voit de m8me que la R-classe de a dans S* est réduite 3 {a} , d'ol
D: = {a} .

(b) Supposons J, stable d'un cBté ; si J; contient un élément b distinct de
a , a appartient & S bs* us®bubs” , donc l'une des égalités suivantes est
vérifide ¢

1 a = xby ( x et y dans s ) H

2° a = xb ( x dans 8~ )

3 a=by (y dans 87 )

-e

De m8me, b appartient a s as*usta u as” , et nous avons soit
4° b=zat (z et t dans 8™ ) ,s0it

50 b==za (2 dans 8™ ) , soit

6° b=at (t dams S°) .

2° et 5° [resp. 3° et 6°] ne peuvent avoir lieu simultanément, sinon a et b
appartiendraient & la m&me E£~classe (resp. R-classe) de s s alors, en combinant
les égalités vérifides, on voit que a appartient 3 S~ aS™ y Ce qui contredit
1'hypothése faite (corollaire 2,10).

(¢) Si J n'est stable d'aucun c8té, a appartient & S* as™ s S as™ étant

un idéal de S contenant a , S~ aS® = SaS o s J; = J, suit imédiatement.
Ja n'étant pas stable & gauche, il existe b dans Ja tel que a = xb avec x
dans 8™ s les £-classes dans s étant triviales, la £-classe de a dans g™
est strictement inférieure & la f£-classe de b dans S , donc J; n'est pas

stable & gauche. On montre de méme que J; est non stable & droite,
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