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Séminaire DUBREIL 9-01

(Algdbre)
25e année, 1971/72, n° 9, 7 p. 6 mars 1972
BASCULES ASSOCIATIVES
par Gérard VIENNOT
Introduction,

Le but de ce travail est d'introduire la notion de bascule associative, qui inter-
vient dans certaines situations rencontrées en théorie algébrique des demi-groupes,

ou dans certains problémes de factorisations des monofdes libres [2].

Sous-jacente & la notion de bascule associative est celle de bascule (Voir défi=-
nitions au § 1). Les bascules fournissent un support commode dans certains problé-
mes d'algdbres de Lie libres, en relation avec les monoides libres (voir [5]). On
peut également mettre en évidence quelques propriétés non triviales de nature com—

binatoire de ces objets (Voir [6]).

Le principal théoréme de cet exposé (théordme I ) donne la forme générale des
bascules associatives vérifiant certaines conditions de minimalité. Cette forme est
le type (S) (voir définition 2.1). Lorsque la bascule associative ne "bascule
pas', onaen fait une représentation d'un demi-groupe par des translations. Le type

(S) apparatt alors comme une certaine généralisation de ce cas particulier.

Enfin, au § 4, nous énoncons le lien entre le théoréme I et un probléme posé par

M. P. SCEUTZENBERGER (voir [6]).

Les démonstrations complétes des propositions ci-dessous seront exposées dans un

travail ultérieur,

1. Bascule associative : Définitions générales.
Définition 1.1. - Une bascule est un triplet T=(a, B, ¢) dans lequel A et
B sont deux ensembles disjoints et ¢ une application de B x A dans A UB .
Pour a €A, b eB, nous noterons aussi o(b , a) = (b y 2) .
Définition 1.2. - Soient T = (A, B, @) et T' = (A' , B! , ®') deux bascules.

Un morphisme f : T -3 7' est une application de A U B dans A' U B' telle que
£(4) s a', £(B) € B' et

Vaes, V¥beB, £, a)) = ((b), £(a)) .

Nous noterons fA et fB les restrictions de f a3 A et B respectivement,

Définition 1.3, = Une bascule associative (ou b. a.) est une bascule T = (A,B,¢)
dans laquelle A et B sont des demi-groupes dont les lois sont "compatibles"

avec la loi de bascule ¢ , c'est-d-dire :
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(b , aya! = (b , aa')
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Ya,ateAsi (b, a)eh %
[ (' , (b, a)) =

£
| (G, a8y, aly = (b, aa')
¥vb, be B [si (b, a) eB

b*(d , a) = (b* b, a)

Définition 1.4, = Soient T = (A, B, @) et T' = (A' , B' , ¢') deux b, a. Un
morphisme de bascule associative est un morphisme de bascule f : T ==T' , tel
que fA : A -=A' et fB : B« B' soient des morphismes de demi-groupe.

Nous pouvons alors parler de la catégorie des bascules (resp. b. a.). On défini-
reit aisément les notions de sous—-bascules, bascule image, image réciproque, con=-

gruence de bascule, bascule quotient, et les notions similaires pour les bascules

associatives,

Exemple 1 :'"Produit de translation"de deux demi-groupes. = Soient A et B deux

demi-groupes, et p une représentation de B dans le monoide des translations a

gauche de A . Soit T 1la bascule T = (A, B, ) avec ¢ définie par
o(b , a) = u(v)(a) .

Alors T est une b. a. Réciproquement, toute b, a., telle que (B, A) € 4,
correspond & une représentation d'un demi-groupe dans le monoide des translations

d'un autre.
Soit D 1'ensemble A x B muni de la loi de éomposition
Va,a'eA, ¥b,b'eB, (a, Dd.da, p) = (aud)(a') , bt) .

D est le produit de translation (gauche) de A par B, et est en fait un demi-
groupe (voir [3] et [4]). On pourrait aussi définir le produit de translation de

deux monofdes.,

bExemple 2 : b, a. libre engendrée par'une bascule, = Pour X ensemble, nous no-

+ . . rd 3
tons X le demi-groupe libre engendré par X . Soit T une bascule, T=(A,B,w) o
Nous définissons la bascule Tt = (A+ ’ B+ ’ ¢+) avec ¢+ défini par récurrence

sur la longueur des mots ¢
pour a€A, bedB, o (b, a) =¢b, a);
pour « € At , B € Bt » en écrivant ¢y =ao' , B=p'b, a€A, bBEB,
@ (b, a) , o') si (b s a) €B et a' #£e ,
g'(m , a) si (b, a)e€B et o' =¢,

+
CP(B’Q)=<+
@(B':(b,a>01') si (b,a)EA et B'#ey

. (b, a)e' si (b, a)ehr et g

1l
o®
.

+ .
T" est en fait une b. a. et, en notant i 1'injection canonique i T —arT+ ’



(i , T) est solution du probléeme universel d'applications

Pour tout morphisme

te un, et un seul, morphisme

Exemple

joints tels que

2

2

f+

£ (de bascule) f
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TP =S, S étant une b, a., il exis-

de b. a. rendant le diagramme suivant commutatif :

i

s

f

\
+
A\

: Soient D wun demi-groupe, et U

triction du produit de

T

N

et V des sous-demi-groupes dis-
VOoeUuV .Soit T=(U, V, ) 1la bascule définie par la res—

D a VxU , Alors est une b. a.

A toute bascule associative, on peut associer un demi-groupe D(T) par :

D(T) est 1'ensemble A x B, pour T = (A, B, ¢) , muni de la loi :

Yya,ateA,Vdb, b' € B, 2

On vérifie que D(T)

2. Bascule de type (S)

(a, b).(a®, b)=(al®, a') , b*) si (b, a') €A ,

est un demi-groupe.

(a, b)(at , b')=(a , b, a"hb') si (b, a') €B.

Définition 2.1. - Une bascule (resp. b. a.) T = (A , By ¢) est dite de type

(s) si, et seulement si, il existe deux suites finies de parties (resp. d'idéaux

bilatéres) Bl s Ay peees A,

telles que

A, €A

(S) 1 2
vVi,1gign, (B,Ai)gAiuBi_l;(Bi,A)gAiuBi.

e e ; An+1

et B

O ?

=A; f

=B, B, B

0

1 2

B1 seeey Bn de A et B resgpectivement,

.OQQB =B
n

Ces conditions sont en fait symétriques. Si on supposait les suites strictement

croissantes, il y aurait évidemment quatre cas possibles.

PROPOSITION 2.1« - Une b, a. est de type

type (8)

en tant que bascule.

La preuve repose sur les lemmes suivants

Soiemt T = (a, B, ¢) une b. a. et A1 secey

suites de

finissons

]
By

Bl
P

parties de

(s)

par récurrence les suites suivantes

g

fbeB, (b,AnAcS A%}

B
b

c

B!
b

’

b

A s A!
b

r _
A1 =

'
Ap+1

si, et seulement si, elle est de

n

{ae s,

= {a € A,

A+1 ’ Bo ’ B]_ gecey Bn deux

A et B respectivement, vérifiant les conditions (S) . Dé-

(B, a)s A}

(B, a)ynsBs Bé}
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- sA& Ic_;i.
LEMME 2. Ai est un idéal de A tel que 3B, A1> Al

Soit p > 1, et supposons que ¥ q, 1< q<p, on ait : B& idéal bilatére

de B, Aa idéal bilatére de A , avec

1 [ ]

On a alors les lemmes suivants

UB'' et (B, A'YyS A'UB' .
VBl et (B A S AV By

LEMME 3, - Bé est un idéal de B .

LEMME 4.

B? A gA'UB'.
B ? » Y B

LEMME 5, = A! est un idéal de A .
p+1

LEMME 6.

1 < ! ] °
(B ,Amq> .%ﬁlu}%

. i i ? t '
LEMME 7. - Vi, 11, Bi—l c B Eﬁ_ Ai = Ai+1 .

La proposition suivante est une conséquence de la proposition 2.1 :

PROPOSITION 2.2, - Soit T une bascule. T est de type (S) si, et seulement
si, la b. a. T+ est de tzze (S) .

Enfin la proposition suivante est évidente :

PROPOSITION 2.3. = Pour une bascule (resp. b. a.), la propriété "8tre de type

(8) " est stable par morphisme direct et réciproque.

3, Un théoréme de structure.

THEOREME I. - Soit T = (A, B, @) une b. a. telle que ¢

B vérifie la condition de chafne ascendante pour les idéaux,

B vérifie la condition de chaine descendante pour les idéaux principaux & gauche.

Alors la b. a. est de type (S) .

Donnons un résumé de la preuve

Notations., = Soit D wun demi-groupe. Nous notons par xly la relation de divi-

sibilité & droite : y € D1 X o Cette relation est une relation de préordre, dont

1'équivalence associée est la relation de Green 3 gauche £ de demi-groupe D

(voir [1]).
Soit T=1(a, B, @) une b. a. Pour b € B , nous définissons :
A(b) ={aenr, (b, a)enr}.
Notons p 1la relation sur B associée

b'(p) BT A(bt) = A(bY) ,

It
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p est une équivalence compatible & droite avec la loi de B .

LEMME 1. - La relation £ est plus fine que p .

Définissons par récurrence :

B, =4, Bp+1={b€B, fueB,ona: ub(p) b ou ubeBp}.

Nous avons alors les lemmes suivants (pour une bascule vérifiant les conditions

du théoréme I,

LEMME 2., - est une suite croissante d'idéaux non vides de B .

{Bp}p21

ILEMME 3, = 3 ne€e N tel que Bn B .

Il

Définissons maintenant Ap = (Bp y AY N A .

LEMME 4. - Vp=>1, (<Bp y A S AU Bp)-»—.>(<BP+1 , A) Boyq Y Bp+1) .

LEMME 5, = ((Bp , A) ¢ by v Bp)=>(<B , Ap+1) SA LU Bp) .

P+l
La proposition 2.1 permet alors de conclure.

Remarquons que l'on aurait le théoréme dual en prenant les conditions de minima-

1ité sur A .

Une bascule (resp. b. a.) T = (A sy B, w) est dite finie lorsque A et B 1le

sont. On a alors le corollaire suivant,

COROLLAIRE 1. — Toute b, a. finie est de type (S) .

On verra au § 4 un exemple de bascule associative finie.

COROLLAIRE 2. - Soient D un demi-groupe, U et V des sous-demi-groupes sim-

ples et disjoints tels que (VU) s Uu V , Alors si V vérifie les conditions de

chaines du théordme I, on a

VigU ou VUV,

4. Applications & un Erobléme de factorisation des monoIdes libres.

Un probléme posé par M. P. SCHUTZENBERGER sur les factorisations des monofdes li-
bres construites en [2] se ramdne & trouver la forme générale des bascules de type
(R) , clest-a~dire les bascules T telles que la bascule T admette une image
finie (en tant que bascule). Ce probléme est résolu en [6]e En fait, nous avons la

proposition suivante,

PROPOSITION 4.1. - Une b. a. a une image finie en tant que b, a. si, et seulement

si, elle a une image finie en tant que bascule.

Cette proposition, la proposition 2.3 et le corollaire 1 du théordme I permettent
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alors de donner la condition nécessaire de [6 ]

PROPOSITION 4.2. — Toute bascule de type (R) est de type (8) .

On peut en fait démontrer que toute bascule admet une image minimum, et que
+

1'image minimum T+ ge T est en fait une b. a. (en prenant comme loi pour les
. + + .

demi-groupes le quotient des lois des demi-groupes A et B par les restric-

tions correspondantes de la congruence définissant T+ ). Lorsque T est finie de

type (s) ’ T+ est alors une b. a. finie (voir [6]), et on peut effectivement

calculer sa "table',

Exemple. = Soit T 1la bascule définie par la table :

T al a2 aB
o 8 P
b2 al a3 a2

T+ = (U , Vo, W) avec les tables respectives de la bascule T et des demi-

groupes U et V , définies par :

;I a, a, ag U a, a, &3 v b1 ‘Bl b2 52 b2 b2
bpoe o 21 1% %1 A by | Py Py Py By by By
b1 b2 a, & b1 a, | a; &, & b1 b2 b1 b1 b2 b1 b1 b2
b2 a, az &, ag |a; a3 & b2 b1 bl b2 b2 b2 b2
b2 b2 a; a, aj b2 b2 b1 b1 b2 b2 b2 b2
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