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Séminaire DUBREIL 7-01
(Algdbre) ..
25e année, 1971/72, n° 7, 9 p. 31 janvier 1972

CONGRUENCES PARFAITES ET QUASI-PARFAITES

par Maurice NIVAT

(rédigé avec la collaboration de Michéle BENOIS)

1. Introduction.

Nous définissons ci-dessous une classe de congruences sur un monoide libre qui
jouit de propriétés de décidabilité remarquables. Ces congruences ont été considé-
rées pour la premidre fois, semble-t-il, par M. NIVAT & l'occasion de ses travaux
sur les langages algébriques. Un langage algébrique qui joue un r8le fondamental
dans toute la théorie est en effet le langage de Dyck que 1'on définit comme classe
d'équivalence du mot vide dans une congruence parfaite, congruence que les mathéma-
ticiens connaissent bien puisqu'il s'agit de celle qui permet de construire le

groupe libre comme quotient d'un monoide libre.

Nous ne donnons ci-dessous que les propriétés fondamentales, renvoyant & la bi-

bliographie pour les applications.

2. Définitions : Systémes parfaits et quasi-parfaits.
Lan e o o o ¥ W W W N V] MM‘WWW’W\N

Soit ¥ wune partie finie de X¥ x x* , o X™ est le monoZIde libre engendré par
lt'alphabet fini X .

Nous notons 1 1'élément neutre de X* , clest-a~-dire le mot vide et, pour tout
f e x* s nous notons Ifl sa longueur, c'est-a-dire le nombre de lettres de X
qui composent f .,
Nous posons, pour tout f , g e x* R
1° feeSia, gex*, (w,v)evus ! tels que f =quf et g =ovB.
2.1 désigne la partie de X¥ x X* formée des couples (u , V) tels que (V,H)EZ.

2° f=»g&Sfevg et |f| > gl .

z z
P frHe&yfegre et [f] = |gf .
Nous désignerons par <—§-¢ ’ -%-9 ’ t——;—t » respectivement les fermetures transi-—
tives et reflexives de q’-z-:-y ’ -E-y y €t T « Par définition 4—%—9 est la con-

gruence engendrée sur X* par ¥ . Le plus souvent, quand aucune confusion n'est a
craindre, nous omettrons l'indice ¥ » et utiliserons les symboles &= s =, =

et leurs "étoiles",

Le mot f € X* est dit irréductible pour ¥ si, et seulement si, {e | f —i-)g}

est vide.
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Le systéme ¥ de générateurs de la congruence é%? est dit quasi-parfait si, et

seulement si, la condition suivante est satisfaite :

(c1) Pour tout couple de mots , h , h' , irréductibles pour %,

*'h*h'
hesd bl =h =

le systéme ¥ est dit parfait si, et seulement si :

(c'1) Pour tout couple de mots, h , h' , irréductibles pour T ,

h(—%-)h':%h=h’ .
I1 est immédiat que ¥ est quasi-parfait s'il est parfait.

Une congruence @ sur X* sera dite quasi-parfaite (resp. parfaite) si, et

seulement si, il existe un systéme quasi-parfait (resp. parfait) ¥ tel que
= * .
C) GET§

3. Chaines.

Soit ¥ un systdme de générateurs. Nous appelons chaine allant de f en g,

. 3 . -
toute suite de mots Wy eee s Uy de X" satisfaisant :

10 u1=f,

o =
2% Uy T €
30 pour tout i =1, o0 4 k, u, & u,

Clairerent, pour tout couple de mots, f , g , de x* ’

f ¢%y g & il existe une chaine allant de f en g .

Une chalne Uyop ooy W, est dite décomposable si, et seulement si, il existe

deux indices 1 <igjgk+ 1 tels que :

o
1 u1 —a‘uz

0 K3 I LN ) -‘ -
2 ulHul+1H o U-J ’

—'9 oo e "", ui ’

o]
3 uj(-uj+1(—— oo-é‘-ul{_‘_l .

Par définition, la longueur de la chafne Uy g osee sy Uy, est égale & k .

THEOREME 1. - Le systéme 3y est quasi-parfait si, et seulement si,

(c3) pPour toute chatne Uy s U,y Ug de longueur 2 , il existe une chatne dé-

composable allant de u, 2 uj .

Nous établissons d'abord un lemme.

IEMME 1. - Le systéme ¥ est quasi-parfait si, et seulement si :

(c2) Pour toute chatne u
lant de u1 a uk+1 .

yoese s Wy il existe une chaine décomposable al-

1
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Démonstration. - De fagon évidente, toute chaine décomposable Uy g oeee y Yy o

allant d'un irréductible uy 4 un irréductible W satisfait, pour tout
1 =1, eee 9 k, uic—q ui+1 . Nous avons ainsi (C2)=§ (Cl).

Réciproquement, soient f , g eX* tels que f ¢%3 g . Construisons, tant que

cela est possible, la suite fl =f, f2 9 soe fk+1 en prenant, pour tout
i=1, eee 3 k, fi+1 e {h l fi -5 h} . Cette construction s'arréte quand on ar-
rive a wn mot f, . tel que {n | frerg = n} # # ; autrement dit, S est ir-

réductible.

De la m8me facon, on construit la suite g, = g , gﬁ ) see o gz+1 , telle que
g, =&, e gL+1 , et g£+1 est irréductible. Il est immédiat que fk+1 et
8,,, SOt congrus dans ¥y, D'ou, par (C1), it hihigz+l et, par suite, il
existe une suite h1 = fk+1 ’ b2 y eee s hm+1 =8 . telle que, pour tout
i=1,ooo,m, hiHhi"‘l
La Suite fl H] f2 goeeey f ] hl geeey hm+1 9 gz 9 gz-l ’..C, gl eSt bien une
chalne décomposable allant de f en g ., Ainsi (c1) = (c2), et le lemme est établi,

Remarque 1. = La démonstration du lemme 1 fournit un algorithme pour décider,

étant donnés f et g dans x* , si f %3 g ou non. En effet, étant donnés les

irréductibles f, . et €41 » OO sait décider si f . rﬁhlgb+1 ou non, puisque,
' 3 s ‘ . rd . \
s'il existe une chaine d'irréductibles h1 9 cee o hm+1 allant de fk+1 a gz+1 ’

il en existe une de longueur inférieure &

(om0 e

Démonstration du théordme 1. — Il suffit de montrer que (€3) = (C1). On considdre

pour cela une chalne Wyp oeee s Wy allant de f =u, en g = W4 » OO f et

1
g sont supposés irréductibles, et on suppose de plus |f| > lg]:.

- Ou bien, pour tout i =2, .o, k+1, [ul<lul,
~ Ou bien il existe un i > 2 , tel que Iuil > lull .

ler cas, —= Ou bien pour tout i =1, .0 , k¥, Uy Uy et il n'y a rien a
démontrer ; ou bien il existe un indice h tel que, pour tout i =1 ,.eey, h =1,

uy ui+1 et w, - Uy ° Mais, par (C3), il existe une chatne décomposable

allant de Wy a Uy,q » C€ qui implique quiil existe Vet tel que U1 ™ Vhy
( Vit est le deuxidme élément de la chaine décomposable en question). Répétant

1'argument, on peut trouver Vh~2 tel que uh_2 —e'vh_z en considérant une chafine

by

décomposable allant de W o @ « On construit aingi une suite de mots

\'
h-1
Vo Vo0 eee s Vet telle que, pour tout i =1, eee y h =1, U SV, . Mais

1'hypothése d'irrdductibilité de u, entraine qu'il n'existe pas v, tel que

1
u1 -e'vl « C'est donc que, dans la suite Uy oy oo s Upaq 0 il n'existe pas d'in-

dice h tel que uh - uh+1 , et 1'on a bien f -y g .

2e cas. = Montrons qu'il existe une chafne allant de f & g , de hauteur infé-
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rieure strictement & la hauteur de u1 geeey uk+1 . La hauteur de u1 gesey uk+1

eat égale & max{fu.l | i=1, «ee 5 k + 1} . Considérons alors h minimum tel
1

que Iuh| soit maximum : il existe certainement aussi £ tel que

Up P Uy g P e P,y Uy =S UL

et 1'on a, par définition, LN AN

Par (C3), il existe une chaine décomposable allant de W a W dont nous

désignerons 1l'avant-dernier élément par Vet Certainement W = Vi et

tout é1lément de la chatne est de longueur strictement inférieure a |uh+1| = Iuhl .

De la m8me fagon, il existe une chafne décomposable allant de Vi1 a Wio o

telle que, si désigne 1l'avant-dernier élément, W =¥ Vo et tout élé-

v
h+2
ment de la chaine est de longueur strictement inférieure a |uh+2| = luhl . Pour—

. . . 151
suivant cette construction, on construit Va1 ? Vigo ? cer 2 Y, tels qu'i

existe une chaine allant de LI a Vv, dont tous les éléments sont de longueur

inférieure a Iuhl et u, -V, .

I1 ne reste plus qu'a remplacer la chaine de longueur 2 v, — u, -e‘uz+1 par

une chaine décomposable allant de v, & W pour obtenir une chafine allant de

f en g et de hauteur strictement inférieure & celle de Uy g eee y Wy oo

Le théoréme 1 a un important corollaire.

COROLIAIRE 1. — Il existe un algorithme pour décider, étant donné un systéme ¥ ,

s'il est quasi-parfait ou non.

.

Démonstration. — Soit S 1'ensemble des chatnes de la forme (u , abc , v) ou

(u, ab) et (bc , v) appartiennent & ¥ u 2—1 et b# 1 . L'ensemble S est
manifestement fini puisque ¥ 1l'est, et pour chaque chaine (u s abc , v) de S,
on peut décider s'il existe une chaine décomposable allant de u en v (par la

remarque 1). Notre corollaire découle ainsi du lemme suivant.

LEMME 2., = ¥ est quasi-parfait si, et seulement si,

(C4) Pour toute chalne de S , soit (u , abe , v) , il existe une chatne décom-

posable allant de u en v .

Démonstration. = Toute chaine de longueur 2 non décomposable (h1 R h2 ’ h3)

est telle que
hy =0y 8 By = 38,8
o By may b By hy=a3b38y,
ou (a1 , bl) et (a3 , b3) éléments de ¥ U ¥ L satisfont
soit Iall = |b1| ’ IaB' > |b3| ’

soit la | > fv |, lagl 2 |psl .
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Or, si Iall > iaB 33’ , nous pouvons écrire

hy=o3a3a 8 B3
et il est clair que, si h{ = @3 by, b, B, , la chaine (h1 » b, h3) est une
chaine décomposable allant de h1 en h3 « En effet, h1 = o3 b3 a, al 31 et
h3 = o3 a3 a, b1 Bl . Le méme phénoméne se passe si 'QBI > a8l .

Autrement dit, quand a, et a3 ne se chevauchent pas, la condition (C3) est

1
trivialement vérifiée.

Si au contraire a1 et a3 se chevauchent, il est clair qu'il existe o , B

tels que h, = oup , h2 = ofBp et h3 = avf pour quelque chaine (u , £, v) € s,

1
et 1l'existence d'une chaine décomposable Wy oy eee W allant de u en Vv en-
traine 1'existence d'une chaine décomposable AUy By oeee o B allant de h1

en h3 . Ainsi (c4) = (€c3), et le lemme 2 est établi, ainsi que le corollaire.

COROLLAIRE 2. - Il existe un algorithme pour décider, étant donné un systéme ¥ ,

s'il est parfait ou non.

Démonstration. - ¥ est parfait <y est quasi-parfait, et il n'existe pas de

couple (f , g) eT, f et g irréductibles et de mme longueur.

En effet, s'il existe (f , g) ex, |f| =lgl, £ et g irréductibles, %
n'est pas quasi-parfait. Si réciproquement, ¥ est quasi-parfait sans &tre parfait,
il existe au moins deux irréductibles congrus h et h' , tels que h REqh' : ce
qui impose l'existence de (f , g) ez, |f| = |g| , ot f est facteur de h ,

donc irréductible. £ étant quasi-parfait, g est alors aussi irréductible.

COROLLAIRE 3. — Il existe un algorithme pour décider, étant donnés deux systémes

L et %', si les deux congruences qu'ils engendrent sont identiques (Nous disons

alors que I et ' sont équivalents).

Démonstration. — Le corollaire résulte de la remarque 1. En effet, la congruence

é%% est plus fine que la congruence ﬁ%ﬁ (c'est-a-dire, pour tout f , g

febesredye),
si, et seulement si, pour tout (a , b) €, on a a ﬁ%ﬁ b, et il existe un algo-

rithme pour en décider puisque ¥ est fini.

On décide de la m8me facon si e%%; est plus fine que <9%% o« In fait, nous avons
une propriété plus forte qui fait 1'objet du paragraphe suivant : il est possible,
étant donné un systéime ¥ » de construire un systdme %' équivalent, rev&tant une
forme canonique telle que deux systémes sous forme canonique sont équivalents si,

et seulement si, ils sont égaux.

4. Systémes précanoniques.
MMIMM’\MW

Définitions. - Le mot f € X¥ est dit primitif dans ¥ si, et seulement si,



7-06

pour tout o , B ,u , v,
f=oup et u—=2vdeg=p=1.

Nous dirons que la chafne Uy oy eee y W de ¥ , allant de f en g , utilise
le couple (u , v) de T si, et seulement si, il existe i e {1, ..0,%},

a,BEX*,telsque ui=guB, u = qvf ou ui=O(VB, u. = QuBf .

i+1 i+1

Nous appelons couple homogdne de longueur n de £ , tout couple (f ’ g) €z

tel que lfl = |g| =n . Le couple homogéne (f , g) de ¥ est dit essentiel si,
et seulement si, toute chaine décomposable, allant de f en g dans ¥ , utilise
un couple homogéne de longueur |f]| = lg| ¢ on remarque immédiatement que cette
condition implique que f et g soient irréductibles. Si Uy oy eee s Wiy est
une chaine décomposable de £ , allant de f en g , pour un couple essentiel
(f, g) , il existe i € {1, «ec , Xk} tel que (ui , ui+1) ou (ui+1 , ui) est

un couple de % .

Nous dirons enfin que le syst®me quasi-parfait ¥ est précanonique si, et seule-

ment si,
1° Les couples homogdnes de ¥ sont tous essentiels.
2° Les couples inhomogénes (f , g) , ou |f| # lg|l , ont comme composante de

plus grande longueur un mot primitif.

LEMME 3. = Si £ est un systéme quasi-parfait, il existe un systéme précanonique

Z' contenu dans T et équivalent & ¥ . Il existe un algorithme pour calculer un

tel systéme ' , £ étant donné.

Démonstration, - Supposons que (f , g) soit un couple homogéne de T et que

(£, g) ne soit pas essentiel. Montrons que le systime X! =3 - {(f ’ g)} est

quasi-parfait et équivalent & ¥ .

L'équivalence est immédiate car, si (f , ) n'est pas essentiel, il existe une
chaine décomposable de ¥ allant de f en g , et n'utilisant pas de couple homo-
géne de longueur n = Iff = lgl « BEn particulier, cette chatne n'utilise pas le
couple (f ,y &) » et c'est donc aussi une chatne de %' . I1 s'ensuit que f %59 g
et immédiatement 1'équivalence de ¥ et 3! .

Remarquons maintenant que les deux ensembles Irr(Z) et Irr(Z') de mots irré-
ductibles dans £ et ' sont identiques. En effet, si h Irr(y) &tait réduc—
tible dans £' , il existerait un mot h' plus court que h tel que h.é%%rh' ’
et ceci implique h réductible dans ¥ » qui est quasi-parfait,

Inversement, " h € Irr(2') et h réductible dans % " implique qu'il existe
un couple (u , v) de Tuy !, lul > |v] et o, Bex* tels que h = oug .

Le couple (u y V) appartenant aussi & §©' u Z'-l » h est réductible dans 3! .
I1 reste & montrer que, pour tout couple d'irréductibles, (h , h') € Irr(E') ,

hs—%-}h’z}hr-zi,—oh' .
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Clairement,

3* Lis
h%—;h'ﬁ,heiah'ghhiqh'

il existe donc une chatne décomposable allant de h en h' dans £ , n'utilisant
que des couples homogdnes. Si cette chaine n'utilise pas (f, g) , ctest aussi une
chafne de ' , et donc h +-*§-4 h' . Si elle utilise (f , g) , on substitue 2
chaque maillon utilisant (f , g) , une chafne n'utilisant que des couples homo-
génes de longueur inférieure a |f| = Igl , chalne qui existe puisque (f ’ g)
n'est pas essentiel. La chaine ainsi obtenue est une chaine de £' et h 7%—4h‘ .

Le systéme %' est quasi-parfait.

Supposons maintenant que % u s~ contienne un couple (f , g) , ou |f] > |gl

et f n'est pas primitif. Nous considérons comme ci-dessus
2':2\{(f,g),(g,f)}.

Le mot f n'étant pas primitif, il existe o , B , u , v tels que f =oug,
ap #1 et u -ET)N'. Y étant quasi-parfait, il existe une chafne décomposable de
¥ allant de ovB en g , chaine qui n'utilise pas le couple (f ’ g) puisque
tous ses éléments sont de longueur strictement inférieure a lfl . C'est donc aussi
une chatne de ! et, puisque (u , v) ' u Z'-l , on en déduit f %%e-g .

L'équivalence de £ et IT' en découle immédiatement.

Nous avons comme ci-dessus Irr(s) = Irr(g') (trivialement), et, si h , h!
sont deux irréductibles de L' tels que h %§A h! , nous avons aussi h.e%a h' ,
donc h b%q h' et h ﬁ%dih' » puisque T et I' contiennent les mémes couples
homogénes.

Finalement, en supprimant dans Z soit un couple homogéne inessentiel, soit un
couple inhomogéne dont la plus longue composante n'est pas primitive, on obtient un
systéme ' quasi-parfait et équivalent & ¥ . Il est clair que 1'on peut recom-
mencer l'opération sur %' , et ainsi de suite jusqu'a trouver une partie de T
qui ne contient plus de tels couples. C'est le systime précanonique équivalent & ¥

cherché,

Q. E. D,

5. Systémes canonigues.

Définition. - Le systdme quasi-parfait T est dit canonique si, et seulement si,
1o (f,g)lez=(g,f) =,

20 (f,g)ex, g&gph, |tl > gl et |l >n|=(r,n)esx.

3 (f,glex, g‘-—%—qh, I£] = |g] = |h] et (£, h) essentiel = (f,h)ex .

4° Tout couple homogéne de ¥ est essentiel.

50 Pour tout couple inhomogéne (f , g) de I ’ lfl > Igltgnf primitif.
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THEOREME 2. — Au vu du lemme 1, on peut supposer % précanonique.

Pour obtenir X' canonique et équivalent & ¥ on rajoute des couples formes en

vertu des régles 1°, 2°, 3°,

-si (f,g)ex, g;-"g-:-;h, l£| > lg]l et |£] > |n| , 1e couple (f , h)

rajouté satisfait bien la condition 5° 3

-si (f,g) ez, g h%%‘h , If| = |g] = |n] , il peut se faire que le couple
(f , h) soit inessentiel s'il existe une chaine de ¥ allant de f & h et
n'utilisant que des couples homogénes de longueur strictement inférieure a
|f| = lgI . Mais on peut décider si c'est le cas avant de rajouter (f , h) & T©.
Procédant ainsi, en rajoutant les couples un & un, on obtiendra un systéme canoni-
que au bout d'un temps fini puisque le nombre de couples que 1l'on peut rajouter est
fini, chacun d'entre eux ayant comme composante de plus grande longueur la compo—

sante d'un couple de T .

THEORIME 3. - Deux systémes canoniques sont équivalents si, et seulement si, ils

sont identiques.

Démonstration. - Supposons ¥ équivalent & £' ., Soit (f , g)eyvx, If|l>lgl.

I1 existe une chafne décomposable allant de f en g dans ' soit u, = £,

Uy s ooy uk+1 = g .+ Supposons que (£, u2) n'appartienne pas a ' . Il existe
alors o, B, u, v telsque f=oup, aB#1, (u , V) €Tt et lul > Ivl .
Mais (u , V) et su s v s et 1l'existence d'une chafne décomposable v

by 1
Vo s eee s v2+1 =V , allant de u en v dans I , montre que u est réductible

=u,

dans I , ce qui contredit le fait que f soit primitif puisque u est un facteur

propre de f .

Nous avons donc (f y U,) € L' , mais aussi (f , g) en vertu de la condition 2.

5)
Soit maintenant (f , g) ez, (f , ) homogdne de longueur n . Le couple

(£, g) étant essentiel, f et g sont irréductibles dans ¥ , et donc aussi

dans Z' (évidemment). D'ou l'existence d'une chatne décomposable u, = £,

Us 9 eee Wepg =8 allant de f en g dans IT' , et n'utilisant que des cou-

ples homogénes de X! , Si cette chaftne n'utilise que des couples homogénes de lon-

gueur strictement inférieure & n , soient {(hi ’ ki) | i € I}, il existe aussi

dans X une chaine décomposable allant de f en g et n'utilisant que des cou-

ples homogénes de longueur strictement inférieure 3 n . En effet,

(hi , ki) € 5'=$h, +-;-§-. k; o

et toute chatne allant de hi a ki dans I ne peut contenir que des mots de
longueur strictement inférieure & n . Ceci contredit le fait que (f , g) est es~

sentiel dans T .

Nous savons ainsi qu'il existe un i€ {1, .u. , k} tel que (ui , ui+1) ext,

Prenons le plus petit. Si (ui s €) n'était pas essentiel dans ¥! , on montrerait,
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par 1'argument ci-dessus, que (£, g) ne serait pas essentiel dans ¥ contraire-~

ment & 1'hypothdse, et de méme si (f , g) n'était pas dans ' .

Nous avons ainsi montré que X © £' . En inversant les r8les parfaitement symé-

triques de £ et %' , on montre L' <% , et donc T =%' .

Q. E. D.

6. Conclusion.
las o e o oV W W )

Les systémes parfaits et quasi-parfaits générateurs de congruence posent certai-
nement plus de problémes que nous n'en avons résolus. Trouver des conditions assu~
rant 1'algébricité des classes, et étudier les propriétés des ensembles algébriques
ainsi obtenus, ce qui était le but initial, fait 1l'objet des travaux d'Yves COCHET.
Etudier la décidabilité de quelques problémes classiques sur les monoides quotient
d'un monoide libre, quand la congruence en question est parfaite ou quasi-parfaite,
fait 1'objet des travaux de Michéle BENOIS. Le r8le des congruences parfaites dans
un certain nombre de questions de théorie des langages et d'algorithmique a été mis
en lumiére par Philippe BUTZBACH : il s'agit de 1'équivalence des grammaires sim—
ples et de celle des schémas récursifs libres. De nombreuses questions demeurent

ouvertes. Signalons le probléme suivant :

Existe-t-il un algorithme pour décider de 1'égalité de deux classes de congruen—

ces parfaites ou quasi-parfaites ?

Nous conjecturons une réponse positive.
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