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Séminaire DUBREIL 5-01

(Algébre) . .
25¢ année, 1971/72, n® 5, 9 p, 17 janvier 1971

GROUPES RETICULES SINGULIERS

par Samuel WOLFENSTEIN

Soient @ un groupe réticulé, et e son élément neutre. Un élément s de G
est dit singulier, si s >e , et si (s =tu avec t , u > e) implique (tAu =e).
Aingi, si G = M Zi , ou chaque Zi est une copie du groupe ordonné des entiers
relatifs (on dit, dans ce cas, que G est un "produit direct d'entiers"), les é1é-
ments singuliers de G sont les éléments non nuls, dont chaque composante est
égale soit & 0 , soit & 1 . Si chaque élément strictement positif de G majore

un élément singulier, on dit que G est un groupe singulier. Ainsi, tout produit

sous—-direct d'entiers qui contient le produit direct restreint est un groupe sin-
gulier. Un de nos résultats principaux sera une caractérisation des groupes archi-
médiens singuliers au moyen d'une représentation canonique par des fonctions pres=-
que Tinies (X étant un espace topologique, :E la droite achevée, on dit qu'une
application de X dans E; est presque finie si elle est finie dans une partie
dense de X ) dont les valeurs finies sont des entiers. Ce résultat s'apparente au
théoréme classique de BERNEAU [1] sur la représentation des groupes réticulés ar-
chimédiens par des fonctions presque finies définies sur un espace de Stone, mais
la méthode employée est assez différente. I1 ne semble d'ailleurs pas que la mé-

thode de BERNEAU donne une caractérisation des groupes singuliers,

1. Introduction.

Les groupes singuliers furent rencontrés pour la premiére fois par IWASAWA dans
son étude des groupes ordonnés complets [4]. Un tel groupe C est évidemment réti-
culé et archimédien, donc commutatif. Si D est son sous-groupe divisible maximum,
IWASAWA montre que D est un facteur direct de C , dans le sens des groupes réti-
culds, clest-d-dire qu'on a C =D x S , avec S = D* (1l'ensemble des éléments
x € C , tels que, pour tout d €D , 'xl A ld] =e ), et que S est un groupe
singulier (évidemment complet). Malheureusement, IWASAWA a cru pouvoir démontrer
que cet S est un produit sous-direct d'entiers, faute corrigée un quart de siécle
plus tard par CONRAD et McALISTER [ 3]. Toutefois, le "théoréme" d'Iwasawa est
"presque" vrai, dans le sens précisé plus haut ; et la conclusion devient vraie
sous des hypothése; plus fortes sur C , par exemple, que C soit, en plus de
complet, hyper-archimédien (cas traité dans notre paragraphe 5) ou complétement dis=
tributif (cas traité par READ [5]).

Rappels. = Dans tout ce qui suit, G est un groupe réticulé. Un sous-groupe de
G , qui en est en m&me temps un sous-treillis, est appelé un L-sous-groupe de G .
On note C(G) 1'ensemble des £-sous-groupes convexes de G o 3i Ce€ C(G) est

distingué, on dit que C est un g-idéal de G . Pour C e G(G) , on note [G/C]g
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1'ensemble des classes & gauche de C , ordonné par la relation x <y , s'il
existe ce C, tel que x < yc . L'application X =3 xC définit un homomorphisme
de treillis (ou de groupes réticulds, si C est un g-idéal). Si [G/C]g est to-
talement ordonné, on dit que C est un sous-groupe premier de G . On montre que

tout sous=groupe premier contient un sous-groupe premier minimal.

Soient g€ G, et C € &G) , maximal entre les éléments de C(G) qui ne con-
tiennent pas g , alors on dit que C est un sous-groupe régulier de G , et que
clest une valeur de g . On note val g , l'ensemble des valeurs de g . I1 résulte
du théordme de Zorn que, pour g #e , val g # §§ . On montre que tout sous-groupe
régulier est premier,

Pour C e G(G) régulier, on note c¥ 1'é1ément de c(e) qui couvre C . Si
C=c” , on dit que C est une valeur normale., S'il en est ainsi, C*/C est un

groupe réel (c'est-a-dire, isomorphe & un sous-groupe du groupe ordonné R ).
Les résultats suivants sont démontrés dans [6 .

l.1. = Soit € € €(G) régulier. S'il existe dans [G/C]g un élément qui couvre

C , alors C est une valeur normale.

le2. = Soient x , y € G , strictement positifs., Si xM < yM pour tout Meval x,

alors x<y .

2. Eléments singuliers et groupes singuliers.

2.1+ PROPOSITION, = Soit s € G+ - {e} , alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) Pour tout sous—groupe premier minimal M de G , tel que s £ M, sM couvre
M dans [G/M]g .

-1

(ii) Pour tout teG ,telque t<s, st At=e.

(1i1) Pour tout tee , sAtigt .

Démonstration.

(i) implique (ii) : En effet, si s =tu , avec t A u> e y il existe un sous-

groupe premier minimal M de G , qui ne contient pas t A u, et s >uM>N,

(ii) implique (iii) : En effet, si la condition (ii) est vraie, on a, pour tout
t e G+

= s(s A t)_l A(sAt)
-1

®
|

]

s(s \Y, t-l) A (s A t)

(e v st-l) A (s A t)

(1R

(e/\S/\t)V(st-ll\s/\t)
1

]

ev (st™ At).
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- 2
Ainsi, st 1 ANtg<e,et snt &t

(iii) implique (i) : BEn effet, s'il existe un sous-groupe premier minimal M et

2
un élément positif t , tels que sM > tM >M , alors t° M > tM , et
(s A t2)M = inf(sM , t° M) > tM ,

ce qui contredit la condition (iii).

2.2, Définition. - Un élément strictement positif s € G , qui vérifie les trois

conditions équivalentes de la proposition 2.1, est dit élément singulier de G .

Notation. — Dans tout ce qui suit, S désigne 1'ensemble des éléments singuliers

de G, M={vals; ses}.

2+.3. Propriétés des éléments singuliers.

(i) Tout M e M est un sous-groupe premier minimal.
(ii) Tout M € M est une valeur normale, et M*/M =7 .
(iii) Pour s , t €S, val sA t =val s n val t ,
val s vVt =val st =val suval t ,
val s(s A t)—l =val s -val t .
(iv) Pour tout se S, te G, (e <t gs) implique (te 8) .

(v) si, pour tout ie I » S5 € S ,et sl s = \/Si y alors s €S .,

Démonstration.

(i) est immédiat d'aprds la condition (i) de la définition, et (ii) est une con-
séquence du 1.1. (iii) résulte du fait que les éléments de M sont deux & deux non
comparalbles. Enfin, (iv) et (v) résultent de la condition (iii) de la définition,
compte tenu (pour (v)) des lois de distributivité infinie dans les groupes réticu—

1és.

2e4. PROPCSITION. - Soit G un groupe réticulé, alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) Pour tout g e G - {e} , il existe s €S, tel que g2 .
(i1) Nm= {e} .

Démonstration. — Posons V=NMN. Ve c(a) , donc, pour établir (ii), il suffit

de montrer que V ne contient pas d'élément strictement positif., Or, si g 2> s ,

avec s €85 , et Mevals, MeMl et g¢ M ,donc g¢ V., Ainsi, (i) implique
(ii).

Réciproquement, si V = {e] et g>e , il existe Me M y tel que gM>M . On
a Mevalt , avee t€ S . Si on Pose s=gANt, g=s ,et s€8 .

2.5. Définition. - Un groupe réticulé, qui vérifie les deux conditions équivalen—
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tes de la proposition 2.4, est appelé un groupe singulier.

Rappelons qu'un g~sous-groupe G d'un groupe réticulé H est dit dense, si
chaque élément strictement positif de H majore un élément strictement positif de
G « I1 est bien connu que tout groupe réticulé archimédien peut &tre plongé, comme
L-sous-groupe dense, dans un groupe complet G , dont chaque élément est la borme
supérieure d'éléments de G . G » qui est déterminé & un isomorphisme prés, est
appelé le complété de G . Il est montré, dans [3], que, si G est un g-sous-
groupe dense du groupe complet H , a peut 8tre identifié avec le g-idéal de H

engendré par G . En particulier, tout g-idéal de H est complet,

2.6. PROPOSITION., - Soit G un g-sous-groupe dense du groupe réticulé H ,

alors

(i) Pour tout ge€G, g est singulier dans G , si, et seulement si, g est

singulier dans H ,

(ii) Pour que G soit singulier, il faut et il suffit que H soit singulier.
9

Démonstration.

(1) L'implication dans un sens est évidente. Supposons donc g singulier dans
G, g=uv , avec u,veﬂk,ﬁ,mrvwwmmqm'uAv>e.AMm,ﬂ
existe t€G, tel que uAv>t>e . g majorant t2 ’ t2 serait un é1ément
singulier de G . Mais t2 A t2 = t2 >t , ce qui est en contradiction avec la con-

dition (iii) de la proposition 2.1.

(ii) La suffisance est évidente. Supposons donc que G soit singulier et soit
h e H+ -~ {e} , alors, il existe g €G, tel que h>g >e , et, par la singula-~
rité de G , un élément s , singulier dans G , tel que g 2 s . Mais, par ce qui

précéde, s est également singulier dans H .

Remarque. - Compte tenu des observations qui la précédent, cette proposition ra-
méne 1'étude des groupes singuliers archimédiens & celle des 4~sous—groupes denses

des groupes singuliers complets.

3e Définition d'une topologie sur I .

Dans tout ce qui suit, G est un groupe singulier.

3.1. PROPOSITION. - {val s ; s e S} est une base de topologie sur M .

C'est évident d'aprés les (iii) et (iv) du 2.3.

Dans tout ce qui suit on suppose M muni de cette topologie,

3.2. PROPOSITION. - T est un espace séparé,

Démonstration. - Soit Mi € val S; » 8; € S, pour i=1, 2, et M1 # M2 .
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Soient g, € M“; -M , &,€ M'; - M, , et posons
-1,
ti =&, A S 9 u, = ti(t1 A t2) , 1=1, 2.

Alors, u; € S, Mi e val u; , pour i=1,2,et

val u1 n val u2 = val u1 A u2 = val e = ¢ .

3.3. PROPOSITION. -~ Pour tout s € S, val s est compact.

Démonstration. = Soit s € S , et soit T S tels que

val sclU {val t ; te T} .

Soit C 1le 4-sous-groupe convexe de G engendré par T ., Alors, s € C . En
effet, si s ¢ C, il y aurait M€ val s , avec C < M , et, par conséquent,
M¢ val t , pour tout te€ T . Il en résulte que s < 8y eee S, » &VEC 8y €T,
i=1, ese y n, et, par conséquent,

c:Un
val s i=1 val S5 e

344, COROLLAIRE. = M est localement compact.

3.5. PROPOSITION, - Pour que G soit archimédien, il faut et il suffit que, pour

tout ge G, {(Mell; ge M*} soit dense dans T .

Démonstration. — Supposons que, pour un g€ G , {(Mel ; ge M*} ne soit pas

dense. Cela veut dire qu'il existe s e€ S , tel que g ¢ M* , pour tout M € val s .
On a donc |g| M>s M pour tout M e val s , et pour tout ne Z . Il résulte de
la proposition 1.2 que |gl > g™ , pour tout entier n , et que G n'est pas ar-
chimédien.

Réciproquement, si, pour £ , g > e , < g 5 pour tout n , soit s €S , tel
que f >s , et on a, pour tout M e val s , et pour tout entier n , gM > st M .

M¥/M  étant archimédien, il en résulte que g ¢ u* .

Rappelons qu'un espace topologique X est dit extr&mement discontinu, si 1'adhé-
rence de toute partie ouverte de X est ouverte, ou, ce qui revient au méme, si

1'intersection des adhérences de deux parties ouvertes disjointes de X est vide.

3.6. PROPOSITION. - Si G est complet, M est extrémement discontinu.

Démonstration. - Soient 01 et O2 deux parties ouvertes disjointes de M, On

0; =U{val s ; s e8.}, avec slcsms;, s2csns;.

Supposons, par 1l'absurde, que M € 0, n O2 . Cela veut dire que, pour tout

1
teS ~-M, il existe 8; € Si y 1i=1, 2, tel que 55 A t > e , autrement dit
que S n (Si U SS) M. Soitdonc t€ S -M, et posons v = \/{s ANt se Sl}.

Comme on vient de voir v > e 3 par la propriété (v) du 2.3, v e S . Mais, pour
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tout s' e 8, ,

2
vAs'= {sAtAs'; se€ 81} =e .
Ainsi, v € M ., Soit maintenant s € S1 . Alors
e £ tv—'1 AsAnt,
-1

= e , parce que Vv est singulier,

I1 en résulte que tv-l €S n S; cM, et, enfin, t € M, ce qui est absurde,

4 ReErésentation des groupes singuliers archimédiens.

4.1, PROPOSITION., - Soit G wun groupe singulier et complet, Alors, pour tout

geG~ {e} , il existe s(g) e s , tel que val s(g) = Mel; g¢ My .

Démonstration. - On va montrer que s(g) =>\/{s €S ; sg lgl} répond & la

question. En effet, c'est un élément singulier (2.3, propriété (v)), et il est
clair que, pour tout Me M, si ge M , s(g) € I . Supposons donc que g ¢ M ’
soit te€ S ~-M, et posons u = |g| ANt . Alors u ¢ M . Mais s(g) >u, donc
s(g) ¢ M, et Me val s(g) .

Notation. = On notera Py * M?/M ~>7Z , 1'isomorphisme dont 1l'existence est

énoncée dans la propriété (ii) du 2.3.

4. 2. LEMME. - Soit G wun groupe singulier et complet, alors, pour tout g € G

et pour tout ne z, {(Me W ; (g) = n} est ouvert.
Py £8v_ouvert

Démonstration, - Si n =0, il s'agit du complémentaire de wval s(g) . Or,

val s(g) .est compact (proposition 3.3), donc fermé. Considérons donc le cas n >0,
le cas n < 0 étant pareil., On peut aussi supposer g >e , puisque, pour n >0 ,

¢M(g) =n si, et seulement si, @M(g+) =1n .

Soit done g >e , et on va définir une suite (finie ou infinie) d'éléments sin-

guliers S, » telle que val s, = Meml ; mM(g) n} . On pose

=g, s(g)™, s =se_ ) s(z)7t.

€y =€ s & n -1

n+1
On voit facilement que, pour tout Me val g ,
eyle,) = (oyle) =n) vo,

donc

val s(gn) ={Mem; ¢M(g) >n} ,
et

val s, = Menm,; @M(g) =n} .

I1 est clair que tous les S, sont singuliers ou nuls.
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Dans tout ce qui suit, Z désigne le complété de Z . Si X est un espace topo-

logique, une application de X dans 7 est dite presque finie si elle prend des

valeurs finies dans une partie dense de X . On note Cpf(X ,'7) 1'ensemble des
fonctions continues et presque finies de X dans 7 .81 X est extrémement dis-

continu, on montre facilement que Cpf(X , Z) est un groupe singulier et complet.

Soient maintenant X un espace extr8mement discontinu, O une partie ouverte
dense de X , f ¢t O = Z une application continue, alors f peut &tre prolongée
de fagon unique en une fonction de Cpf(X , Z) . Nous avons donc le théoréme sui-
vant.

4,3 THﬁOﬁﬁME. - Soit @ un groupe réticulé. Alors, les conditions suivantes

gont équivalentes :

(i) G est singulier et complet.

(ii) I1 existe un espace localement compact et extrBmement discontinu X , tel

que G est isomorphe & un g-idéal de Cpf(X ,'Z) .

(iii) I1 existe un espace extr8mement discontinu X , tel que G est isomorphe a

un g-idéal de cpf(x » Z) .

En effet, par ce qui précéde, si G est singulier et complet, et si, pour tout

g € G , on note Og ={Mel; ge M*} , alors il existe une unique

w(e) e (0, 7) ,

telle que (u(g))(M) = mM(g) , pour tout M e Og . On vérifie immédiatement que
us: G —eanf(m , Z) est un homomorphisme injectif. u(a) , étant un g-sous-
groupe dense et complet d'un groupe complet, en est un g-idéal. Ainsi, (i) impli-
que (ii), (ii) implique trivialement (iii), et, puisque, pour X extr@mement dis-
continu, Cpf(X , Z) est singulier et complet, il en est de m8me de chacun de ses

L~-idéaux.

Compte tenu de la remarque suivant la proposition 2.6, nous avons, comme consé-
quence immédiate de ce théoréme, la caractérisation suivante des groupes singuliers

archimédiens.

4.4, THEOREME. - Soit G wun groupe réticulé, alors, les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) @ est singulier et archimédien.

(ii) I1 existe un espace (localement compact et) extrémement discontinu X , tel

que G est isomorphe & un g-sous—groupe dense de Cpf(X , Z) .

5. Groupes singuliers hzger—archimédiensQ

Suivant A. BIGARD, nous appelons hyper—archimédien un groupe réticulé G , qui

vérifie les conditions équivalentes
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(i) Toute image homomorphe de G est archimédienne,
(ii) Tout soug-groupe premier propre de G est minimal (donc maximal) .
(iii) Tout sous-groupe régulier de G est un sous-groupe premier minimal.

Pour la représentation des groupes hyper-archimédiens dans le cas général, on

consultera [2]. Dans le cas d'un groupe singulier, nous avons le résultat suivant.

5.1« PROPOSITION. - Tout groupe singulier hyper-archimédien est un produit sous-

direct d'entiers.

En effet, si G est hyper-archimédien, alors, pour tout Me & , M* = ¢ , donc
MaG,et /M=% .85i, en plus, G est singulier, NM = {e} , et 1'homomor-

phisme canonique de G dans M G/M est injectif.

CONRAD et McALISTER ont remarqué que le sous—groupe d'un groupe réticulé G , en-

gendré par S , en est un ¢-idéal commutatif. On peut en dire un peu plus :

5.2. PROPOSITION. - Si un groupe réticulé G est engendré par ses éléments sin-

guliers alors,

(i) ¢ est hyper-archimédien.

(ii) Le complété & de G est engendré par ses éléments singuliers (et donc

hyper-archimédien).

Démonstration.

(i) Si G est engendré par ses éléments singuliers, et si M e val g , avec
g € G, alors il existe s €S , tel que s ¢ M, et par congéquent, M € val s .

Ainsi, tout sous-groupe régulier de G appartient & M,

(ii) Soit h € G, , alors hg S, eee S , 0h les s; sont des éléments singu-

A
liers de G , donc de G o Ainsi, h = t1 eoe tn y avec e £ ti $8;5 . Les ti
7 3 . . ’ ~ rd ’ e
étant tous singuliers ou nuls, il en résulte que G+ est engendré par ses éléments
singuliers, Mais on sait qu'un groupe réticulé est engendré par ses éléments posi-

tifs.

Si X est un espace topologique, on notera Cb(X , Z) 1l'ensemble des applica=-’
tions continues et bornées de X dans Z . Pour X extr8mement discontinu, c'est
un  g-idéal de Cpf(X , Z) » donc un groupe singulier et complet. On vérifie sans

peine qu'en plus il est engendré par ses éléments singuliers.

’ LY
5.3. THEOREME. - Soit G un groupe réticulé, alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) ¢ est hyper—archimédien, singulier et complet.

(ii) I1 existe un espace (localement compact et) extrémement discontinu, tel que

G est isomorphe & un g-idéal de Cb(X y 7).
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(iii) G est complet et engendré par ses éléments singuliers.

En effet, si la condition (i) est vérifide, et si u : ¢ — cpf(x , Z) est
1'application définie dans la démonstration du théoréme 4.3, alors chaque é1lément
de u(G) est une fonction finie & support compact (4.1 et 3.3), donc bornée. Ainsi,

(i) implique (ii), et les autres implications ont déja été &tablies.

5¢4. COROLLAIRE., - Soit G wun groupe réticulé., Alors, les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) G est singulier et son complété est hyper-archimédien.

(ii) Il existe un espace (localement compact et) extrémement discontinu X , tel

que G est isomorphe & un f-sous-groupe dense de Cb(X , 2) .

Si l'on a pas, pour les groupes hyper-archimédiens, un analogue du théordme 4.4,
c'est parce que le complété d'un groupe hyper-archimédien n'est pas nécessairement

hyper-archimédien,
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