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Séminaire DUBREIL 4-01

(Algdbre) - .
25e année, 1971/72, n° 4, 13 p. 10 janvier 1972

LES SOUS-GROUPES D'UN GROUPE QUASI—RéTICULE

par Karl M, VAN METER

Premiére partie
L e N et e e o

Dans un groupe ordonné G , nous définissons une valeur N dans G comme un
sous-groupe convexe filtrant (un sous=groupe Ce. f.) de G maximal parmi les sous-
groupes c. fo de G qui ne contiennent pas un certain élément g de G ; dans ce
cas, nous appellerons M une valeur de g dans G . Appelons EKG) 1'ensemble de

toutes les valeurs dans G , M(g) 1'ensemble de toutes les valeurs de g dans

G , et ’@*(g) 1l'intersection de toutes les valeurs de g dans G . D'asutre part,
appelons M¥ l'intersection de tous les scus-groupes c. f. de G qui contiennent
strictement la valeur M , et G(g) 1'intersection de tous les sous-groupes c. f.
de G qui contiennent g . Nous dirons que deux éléments a et b de G sont

quasi-disjoints s'ils sont positifs et si a e’ﬂ*(b) et b€ gf(a) + De plus, pour

un sous—-groupe c¢. f. quelconque K de G , nous dirons que K + g [et g + K]
est positif s'il contient un élément positif de G . On vérifie facilement que ceci
définit une relation d'ordre sur 1'ensemble R(K) [et E(K)] des classes & droite

[2 gauche ] de K dans G .

Soit G wun groupe ordonné. Nous dirons que G est un groupe quasi-réticulé si

tout élément g de G admet une représentation de la forme g=a-b, avec a

et b quasi-disjoints. De plus, nous dirons que G est un groupe s~quasi-réticuld

si tout élément g de G admet au moins une représentation de la forme g=a=->»
avec a et b quasi-disjoints, et a + b =b + a . Nous avons déja donné un exem~
ple d'un groupe quasi-réticulé qui n'est pas un groupe #=quasi-réticulé ([8],

exemple 3,1), et un exemple d'un groupe #-quasi-réticulé non abélien qui n'est pas

un groupe réticulé ([7], exemple 3.1).

Le concept d'un groupe quasi-réticulé abélien (en anglais : "abelian pseudo lat-~
tice ordered group") a été introduit pour la premiére fois, dans la littérature ma-
thématique, par P. CONRAD [1]. Plus tard, J. R. TELLER [6] a obtenu d'autres résul—
tats concernant cette nouvelle structure ; notamment, tout groupe quasi-réticulé

abélien est un groupe de Riesz.

Nous utiliserons les résultats suivants, démontrés dans [7] : Soient G um
groupe ordonné, K un sous-groupe c., f. de G sy et g=a-~-b avec a et b

quasi-disjoints. Alors, on a les propriétés suivantes :

(1.1) Pour tout élément x de G qui n'appartient pas & K , il existe M de
M(x) tel que MoK ;
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(1.2) Pour tout élément non-zéro x de G , Eﬁx) 4 7 et, d'autre part, K est
égal & l'intersection de toutes les valeurs dans G qui le contiennent ;
(1.3) 1(a) nM(e) =4 et Mla) ul(v) = Hg) 3

(1.4) G(a + 1) = {xe G mla 4 b) gxgnla+b) o m,ne E} est le plus
petit sous-groupe c. f. de G , contenant g , et est e¢gal & 1'intersection de tou-

tes les valeurs dans G qui contiennent g ;
(1.5) © < g si, et seulement si, pour chaque M de M(g) s, ona M<M+go

Maintenant, nous supposons, de plus, que G est quasi-réticulé. Alors, nous

avons les propriétés suivantes :

(1.6) Pour tout I de M(G) , Lllensemble ®*(M) [et £*(M)] de toutes les

~

classes & droite [4 gauche | de M dans M* est totalement ordonné ;

(1.7) L'intersection d'une famille quelconque de sous—groupes c. f. de ¢ est un

gous—groupe ¢. f. d¢ G .,
Les deux théordmes suivants sont aussi démontrés dans [7]

7 ~
THEOREME 1.1. = Soit G un groupe quasi-réticulé,., Alors, pour deux éléments po=-

sitifs quelconques a et b de G , les conditions suivantes sont équivalentes ¢

(i) a et b quasi-disjoints ;

(i1) Si cga et cgb, alors nc<a et nc < b pour tout entier positif

ns

(iii) Pour tout sous-groupe ¢. f. M de G, ona M+a et M+ Db non compa-

rables si, et seulement si, a , v & M .

” N
THEOREME 2.2..- Soit G un groupe guasi-réticulé, Alors, les conditions suivan-

tes sont équivalentes :

(a) G est un groupe réticulé ;

(b) ®(M) est totalement ordonné pour chaque Il de M) s
(c) £(M) est totalement ordonnd pour chague M de H(a) 3

(a) Pour chague g de G , il existe une représentation g =a - b sy OU 0 < a,b

et aeM ou beM pour tout M de wH(a) ;

(e) Pour tout g de G et tont M de M(G) » M est comparable avec M + g H

——— — o~

/ N -
(£) m{g) est un systéme & racine
~

(g) Pour chaque ¢ de G , il existe une représentation unique de la forme

g=a-=->b, avec a et b quasi-disjoints,

Nous utiliserons, de plus, les résultats suivants qui ont été démontrés dans I8]:

LEMME 1.1. = Soit G un groupe ordonné, et soit g =a-5b, avec a et b
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quasi-disjoints et z >0, g . Alors, toute valeur de a est contenue dans une

valeur de z . Si, de plus, a >z , on a z et (- g+ z) quasi-disjoints.

IEMME 1.2. — Soit G un groupe ordonné, et soit g=a-b=x-y , avec a et

b, x et y quasi-disjoints. Alors, ﬂ(a) =E<X) ’ }:@(b) = M(y) et

~

-x+a=-y+b€ﬂ*(g) .

THE,}ORI?}ME l1el. = Tout groupe #-quasi-réticulé est un groupe de Riesz.

Dans la deuxidme partie de ce travail, nous démontrerons les résultats généraux
qu'il nous faut pour établir nos résultats importants de la troisiéme et la qua-
tridme partie. Dans la troisiéme partie, nous définirons un sous-groupe premier, et
le caractériserons dans un groupe quasi-réticulé. Dans la quatritme partie, nous
prolongerons les résultats de la troisidme partie pour montrer l'analogie étroite

qui existe avec la théorie des groupes réticulés.

Deuxiéme partie
OIS NI IS IS NIIOT IS

LEMME 2.1, - Soient G un groupe quasi-réticulé, v un entier quelconque, et g

un élément de G . Alors, }‘E(g) = E(vg) .

Démonstration. — Soit g=a-b avec a et b quasi-disjoints ; d'aprés la

propriété 1.3 de [7], M(g) = M(a) u M(v) . Puisque a et b quasi-disjoints, on
a, pour tout M de M(g) ,

M+ g=M-bD<MN ou g+M=a+M>HM;
ce qui entraine
M+ng<M+g<M ou ng+M>g+M>M

pour tout entier positif n . On en déduit que ng ¢ M et que Me g(ng) « De méme,
pour les entiers négatifs j; d'olh M e A’I‘(g) entraine M Eﬂ(vg) o Inversement, soit
Me %(vg) ; alors, vgd M et g¢ M, D'aprds la propriété 1.1 de [7], il existe
un N e E(g) tel que N o M, Compte tenu de ce que nous venons de démontrer et du
fait que deux valeurs d'un méme élément ne sont jamais comparables, on en déduit

que N=M et Me M(g) ; d'ol le lemme.

PROPOSITION 2,2. — Soient G un groupe quasi-réticulé, a et b gquasi-disjoints

dans G , c un élément quelconque de G , et m , n deux entiers positifs quel-

conques, Alors, c<a et c<b si, et seulement si, mc < na et me <nb .

-

Démonstration., - Soient c<a, c <b,et m, n deux entiers positifs fixes.

Dlaprés la condition (ii) du théordme 1.1 de [7], on a mc < a et mec< b . Puis-

=~

que a et b sont positifs, on en déduit, par isotonie, me < na et mec < nb .,

Inversement, supposons que mc < na et mc < nb ., Soit M une valeur de a -~ ¢ .

N
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Si ec¢ M, il existe N elﬁ(c) tel que NoM.Si N#M, ona N+¢c =Nta >N,
car Me M(a - c) . I1 en résulte que N e M(a) et, puisque a et b sont quasi-
disjointéj ona beN . Il s'en suit que N=N+nb>N+me >N+ c >N ; ce qui
est impossible, Si N =WM , M.e‘ﬁ(c) , et tout sous-groupe c¢c. f, K de G, qui
contient M strictement, contient ¢ et a-c ; d'ot a€K ., Si a€l, ona
M=M+naz2MN+m, oi Me M(c) . D'aprés la propriété 1.6 de [7], M +c est
comparable avec M . Alors, M > M+ mc exige que M+a=MN>MN+c et

M+ (a - c) >M , S8i a ¢ M, alors M est une valeur de a , et b € M ; ceci en-
tratne M =M+ nb > M + me . De nouveau, la propriété 1.6 de [7] entratne M > Mtc;
d'od M+a>M>M+c et M+ (a=-c)>M, Dautre part, c € M entraine

(a - c) +M=a+M>HMK, Il s'en suit que M + (a - c) > M pour toute valeur M

de a=c . La propriété 1.5 de [7] entratne a > c . De méme, on démontre que

b >c 3 d'ou la proposition.

Soient G wun groupe ordonné, et D un sous-demi-groupe convexe de ot tel que
Oe D .Soit [D] 1'ensemble de toutes les sommes finies d'éléments de D et
- D ., Nous allons d4émontrer le théordme suivant qui généralise un résultat bien

connu dans la théorie des groupes réticulés ([27], p. 20) :

THEOREME 2.3. - Soit G un groupe ordonné. Alors, l'application & , définie par

D b—e=[D] , est un O-isomorphisme de l'ensemble des sous—-demi-groupes convexes D

de G+ tels que 0 €D ordonnés par inclusion dans l'ensemble des sous—groupes Ce

f. de G . De plus, l'application inverse V¥ est définie par N p-3>N' =N n @' .

. . . . + N
Démonstration. - Soit D un sous-demi-groupe convexe de G , ou O € D . Posomns

N =[D] . I1 est évident que N est un sous-groupe filtrant de G . Démontrons

qu'il est convexe. En effet, soit g un élément de G tel que n, £ €<, ol
n, , n, € N ., Par définition, n, et n, sont des sommes finies d'éléments de D
et - D , Soit nI (et n;) la somme de tous les éléments de - D (de D) qui

apparaissent dans la somme n, (n2) .Ona - (n]), ﬁ; € D et, par isotonie,

~ + , . - + -— + - X
< < N - - U - i S
n1 L g & n2 On en déduit que 0 < g (nl) < n2 (nl) ou n2 (nl) € D . Puis

que D est convexe, g - (nI) € D . D'autre part, nI € =D 3 d'ou
g=[g-(n))]+n] e[D]=n

et N est un sous-groupe c. f. de G . De plus, G n [D]=D, car D est con-
+

vexe et, pour tout g de G n[D], 0K g < g+ € D ou g+ est la somme des

éléments de D qui apparaissent dans la somme g . Donc V.3 est l'application

identique. Inversement, si K est un sous-groupe c¢. f. de G y 11 est clair que

+
D=G n K est un sous-demi-groupe convexe de ¢ et que O € D , Puisque K est
. + N
filtrant, on a [G" n K] =K ; d'od .Y est l'application identique. Que & et

Y préservent 1l'ordre par inclusion est évident ; d'ou le théoréme.

Soient G un groupe quasi-réticulé et a et b quasi~disjoints dans G . Ap-
pelons K 1'ensemble de tous les éléments x de G tels que 0 < x<a,b.De

plus, appelons H(a ’ b) l'intersection de toutes les valeurs dans G qui con=-
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tiennent ¥ . D'aprés les propriétés 1.2 et 1.8 de [7], H(a , b) est le plus
petit sous-groupe c. f. de G qui contient K . Le lemme suivant caractérise ces

sous-groupes c. f. H(a ’ b) de G

LEMME 2.4. - Soient G un groupe quasi-réticulé, a et b quasi-disjoints dans

G,K:{XEG;O<X\<a,b}oAlorS, H(a,b)=[K]'

N

Démonstration., - D'aprés le théoréme 2.3, il suffit de démontrer que K est un

sous~demi-groupe convexe de ot qui contient zéro. La proposition 2,2 implique que
K est un demi-groupe. En effet, (0 <x ,y<a, b) entratne (0 < x+ty < 22,2b
et 0gx+y<ga, b) . De plus, il est évident que K est convexe et 0 € K 3

d'ol le lemme,
Nous allons utiliser ce dernier lemme pour démontrer la proposition suivante qui

généralise un résultat de CONRAD et TELLER ([ 3], p. 227, proposition 3.1) :

PROPOSITION 2.5. - Soient G un groupe quasi-réticulé et g =a -b avec a et

b quasi-disjoints. Alors, pour n de N gi_ Ogx,y de G:

(a) a(g) = ¢(a +1b) =c(a) valb) = clneg) ;

]

(b) G(a) n G(b) = H(a , b) = H(na R nb) 3

(e) x et y quasi-disjoints si, et seulement si, x et y majorent tout é1é—-

ment de G(X) n G(y) .

Démonstration.

(a) Soit N wune valeur dans G . D'apr®s la propriété 1.3 de [T], g appartient
& N si, et seulement si, a et b appartiennent & N . Par convexité, a + b
appartient & N si, et seulement si, a et b appartiennent & N . Puisque G(g)
est défini comme 1l'intersection de toutes les valeurs dans G qui contiennent g ,

on en déduit que
¢(g) = ala + b) = a(a) v a(p)

ou G(a) \Y; G(b) est défini comme 1l'intersection de toutes les valeurs dans G qui
contiennent G(a) et G(b) (dtou 1e sup dans le treillis des sous~groupes c. f.
de G ). D'autre part, le lemme 2.1 entratne M(g) = M(ng) s dtou G(g) = G(ng) et

la condition (a).
(b) D'aprés la propriété 1.4 de [7], pour un élément positif a de G ,
c(a) = feeG; mg<ggna oo m, ne 7}

est le sous-groupe c. f. de G engendré par a . Appelons A (et B) 1'ensemble des
éléments x de G tels que O £ x< na (0 < x < nb) ou n € N. Dtaprés le
théortme 2.3, on a [A] = G(a) et [B] = G(b) . Supposons, de plus, a et b
quasi-disjoints alors, la proposition 2.2 entraine K = A n B et, d'aprés le lemme

2.4, H(a, b) =[K]=[AnB]. Puisque G n[AJn[B]=4ANnB, on en déduit que
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H(a , b) = [A nB]=[[aA]n [B]] =[6(a) nc(p)]=c(a) nc(b) .

D'autre part, le lemme 2.1 entralne que G(a) = G(na) , G(b) = G(nb) et, de
plus, a et b sont quasi-disjoints si, et seulément si, na et nb sont

quasi-disjoints. D'aprés ce qui précdde,
H(na , nb) = G(na) n G(nb) = G(a) nc(v) =H(a , b) ;
d'ou la condition (b).

(c) Supposons x et y quasi-disjoints. Compte tenu de la proposition 2.2 et du
fait que G(x) na(y) = 5(x , y) , il est évident que x et ¥y majorent tout &1lé-
ment de G(x) n c(y) . Inversement, supposons que x et y majorent tout élément
de G(x) n G(y) . Soit z un élément quelconque de G majoré par x et y . Il
existe ¢ ,d de G telsque z=c-d et c et d quasi-disjoints. Soit M
une valeur dans G telle que x € M ., Si c £ M, il existe N Elﬁ(c) tel que
N=M. D'aprés le lemme 1.1 de [8], il existe une valeur N' de x telle que
N' 2N . Ceci entratne N' oM ou x € M ; ce qui est impossible. Il en résulte
que x € M implique c € M pour tout N G‘E(G) « De m&me, y € M implique c € M,
On en déduit que ¢ € G(x) n G(y) et nc e G(x) n G(y) ; d'od, par hypothdse,
nz <nc <x ,y . D'aprés le théoréme 1.1 de (7], on a x et ¥y quasi-disjoints.

Nous avons donc la condition (c) et 1la proposition.

Le théoréme suivant, avec une démonstration directe, est dfi & Alain BIGARD :

THEOREME 2.6. - Tout groupe quasi-réticulé G est un groupe de Riesz.

Démonstration. - Puisque tout groupe quasi-réticulé G est filtrant (voir (71,

propriété 1.7), il suffit de démontrer que G vérifie la condition d'interpolation
de Riesz. Sans perte de généralité, soient 0 , g £X,¥y ou g=a-b et a et

b quasi-disjoints j alors,
-—a,-bgL-a+x,-a+y et =x+a, -y + aa,b.

Supposons que - X+ a=c =d et - Yy+a=e~-f avec ¢c et 4, e et f
quasi-disjoints. D'aprds le méme raisonnement que dans la partie (c) de la démons-—
tration de la proposition 2.5, ona ¢ , e e G(a) n G(b) =H(a , b) ; d'ol
-X+a,-y+agc+ega,b.Onendéduit - a, -b<=-e~-c g -aty , =atx
et 0, g<ca-e-c LY , x 3 ce qu'il fallait démontrer.

Nous utiliserons le lemme suivant pour démontrer la dernidre proposition de cette

partie

LEMME 2.7, - Soient G wun groupe quasi-réticuié, a et b quasi-disjoints, et

m € H(a , b) . Alors,

il

H(a) =rD\'IJ(a + m) =’I\E(m + a) et 'D\'I'(b) rlﬁ(b + m) =foIJ(m +b) .

Démonstration. - Soient m € H(a , b) , et O £ m ; d'aprés la proposition 2.2,

0OgLmga,b; d'od O $-m+aga et 0O<~-m+bgb. Soit M une valeur
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de =m+a ; alors a¢ M, et il existe N e yﬂa) tel que MS N et belN .Si

5
McN, -m+a appartient & N . Puisque 0 gmgbelN, m appartient aussi &
N . On en déduit que a =m + (-m+ a) e N ; ce qui est absurde. I1 s'en suit que
M=N et M(-m+ a) © M(a) . Pour démontrer l'inclusion inverse, soit M une va-
leur de a‘T Alors, b ehﬁ et, par convexité, m e M . Il en résulte que N est
une valeur de - m + a , et ‘ﬂ(a) =‘ﬂ(- m+ a) « De la méme fagon, on démontre que
M(a) = M(a - m) . D'autre part, pour une valeur quelconque N dans G ,
5'5 m.éNA.s m+a, a+mn entraine que a € N si, et seulement si, m+ a € N ou
a+meN ; d'ou E(a)=§(a+m)=}i[(m+a) .

Supposons maintenant que m soit un élément quelconque de H(a , b) . D'apréds le

lemme 2.4 et la proposition 2.2, il existe m, , m, € H(a , b) tels que

m1 <0, m, <£Lm, O0Ln

Alors, O <L a+ mLat+mga+m, . D'aprés le m@me raisonnement que dans le

<a et ngon,<b,

paragraphe précédent,
H(a + m,) = Ma) = Ma + m,) ;
d'ou, par convexité, ‘g(a) =‘§(a + m) . On démontre de la méme fagon que
’Pg(a) = }‘\’Ii(m + a) o
Puisque tous ces arguments sont symétriques par rapport a a et b, ona
¥(b) = M(m + b) = (b + n)

et le lemme.

LEMME 2.8, = Soit G un groupe quasi-réticulé et a et b quasi-disjoints dans

G . Alors, (a + m) et (b + m) sont quasi-disjoints si, et seulement si,
mEH(a,b) .

Démonstration. — D'aprés le lemme précédent, l'implication est évidente dans un

sens. Or supposons (a + m) et (b + m) quasi-disjoints ; alors, -mg a et
-mg<b . Il existe ¢ ,d de G telsque =m=c-~-d, et c¢c et d quasi-
disjoints. Par le m&me raisonnement que nous avons fait pour démontrer la condition
(c) de la proposition 2.5, on obtient c € G(a) n G(b) = H(a ’ b) . D'autre part,
le lemme 1.2 de [ 8] entraine Eﬂa) ='E(a + m) , Car a-b=a+m= (b + m) avec
a et b, (a+m) et (b+m) quasi-disjoints. On en déduit que si une valeur
quelconque N dans G contient a , elle contient aussi ¢ et a+m = a+d-c ;
d'ol elle contient 4 . De méme, b € N entraine d € N . Comuwe nous venons de
voir, ceci implique d € é¢(a) n a(p) = H(a ’ b) s d'ol m=d - ¢ € H(a , b) et le

lemme.

PROPOSITION 2.9. - Soient G un groupe quasi-réticulé, et M un sous-—groupe

quelconque de G qui satisfait & la condition (1) suivante :

(1) (x et y gquasi-disjoints) implique (x e M ou y e M) . Alors, (a et
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b quasi-disjoints) entratine (H(a , b) < M) .

Démonstration. — Soit a € M . Resisonnons par l'absurde ; supposons qu'il existe

h de H(a , b) tel que O<h et h¢ M. Alors, —h+agl et a+h¢ M.

S
D'aprés le lemme 2.7, = h+b , b+ he il ; d'oh 2be Il , D'autre part, a €l
entratne 2ae€ M et 2a+h ¢ M . Le lemme 2.1 implique 2a et 2b quasi-dis-
joints, et la condition (b) de la proposition 2.5 implique h € H(2a , 2b) ; dtou
(2a + n) et (2b + h) quasi-disjoints, cf. lemme 2.8. Compte tenu de ceci et du
fait que 2a+h g M, ona 2b+he M. Puisque 2b € M , on obtient la contra-

diction h e M . De m&me pour b € M ; d'ou la proposition.

Troisidme partie
T avava e e alaa aasararaV¥e e d

Nous procédons directement & la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 3.1. — Soient G un groupe quasi-réticulé, S(G) le treillis de tous

les sous=groupes de G , C¢(G) 1'ensemble de tous les sous-groupes c. f. de G ,
et 4, {BY ;5 vy €T} des éléments de ¢(e) . Alors, C(G) est un breillis com~
plet et distributif et un sous-treillis de $(G) tel gque

AA(\/{By; yeI‘})=V{A/\B_\(; vy erT} .

De plus, tous les A et les VvV dans C(G) sont des A et des Vv dans S(G)

pour les m8mes éléments.

Démonstration. - La premidre partie de ce théordme a été démontrée par L. FUCHS

({47, p. 160, Satz 42) pour les O-idéaux d'un groupe de Riesz. Mais en réalité, il
a démontré ce résultat pour 1l'ensemble des sous-groupes c. f. d'un groupe de Riesz.
Puisque G est un groupe de Riesz (théoréme 2.6), nous avons la premidre partie de
notre théoréme. D'autre part, la propriété 1.8 de [7] entraine ﬂ{BY s yeriec(e) ;
d'ou
ANB 5 vert=N{B ; ver]
dans C(G) et dans $(G) ; c'est-a-dire les A dans C(G) sont des A dans
$(G) pour les mBmes éléments. De la méme fagon que dans un groupe de Riessz,
+
V{BY; YGT}=[U{BY3 v €T}]

dans (G) et dans $(G) ; d'ou le théordme.

PROPOSITION 3.2. - Soient G wun groupe quasi-réticulé, et M un sous-groupe

guelconque de G . Alors, il existe un plus grand sous-groupe c. fo N de G tel

que Ng M,

Démonstration. - 8i M e ®G) , il n'y a rien & démontrer, Supposons que M£C(G),

et soit [Ni ; i€ I} 1la famille de tous les sous-groupes c. f. de G contenus
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dans M . Alors, le sous-groupe N de G , engendré par tous les éléments de la
réunion ensembliste U {Ni : ie I}, est contenu dans M . Puisque N est la
borne supérieure de {Ni ;s ie I} dans s(@) , le théoréme 3.1 exige que N soit
la borne supérieure de {Ni s ie I} dans C(G) , et N e C(G¢) . On en déduit que

G

NeM, et que N est le plus grand sous-groupe c. f. de G contenu dans M .
Cette démonstration est analogue & celle de JAKUBTK ([57 1emma 2, p. 110).
Le théoréme suivant est nécessaire pour démontrer le résultat central de cette

partie :

rd \
THEOREME 3.3. - Soient G un groupe #—-quasi-réticulé, N un sous-groupe c. T,

de G, et H le sous-groupe c. f. de G engendré par la famille

{8(x , y) ; x et y gquasi-disjoints} .

Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes

(I) Hc N ;

(II) (x et vy quasi—disjoints) entraline (N = (N + x) A (N + y) dans R(N))
ou (N=(x+N)A(y+0N) dans £(N)) ;

(111) ®R(N) [ou £(N)] est un treillis.

Démonstration. = (I) implique (II) : Pour a et b quasi-disjoints, on a

NgN+a,N+Db.S8 N<N+rgN+a,N+Db, il existe n1 y D, de N
<a et n, + r<b . Puisque N est filtrant, on peut trouver
ny de N tel que ng+r <a, b . Daprés le théorétme 2.6, il existe 2z de G

tel que O , n3 +r<zgLa,bdb.Or, z€ H(a , b) € N , par hypothdse ; alors,

tels que n, + r

N<N+r<N+2z=N, ce qui est absurde., I1 en résulte que N = (N+a) A (N+b) .
De la mBme fagon, on démontre N = (a + N) A (b + N) 3 d'oh (II) dans ses deux

formes.,

(II) impligue (III) : Soient N et N + g non comparables, et N+ v < N , N+g.

De plus, soit g=a-b==-Db+ a avec a et » quasi-disjoints. Alors,
(N+v<N,N+a-b) entratne (N+v+Db<N+Db, N+ a)
et, d'aprés (II),
N+v+b<N=(N+b)A(N+a).

On en déduit N + v< N - b , D'autre part, (-v & a-b=g) donne (N-b < N,N+g) .
b=NA(N+g).Dualement, (N>N-b , N=-a) et
(N-a,¥-bgN++tgN) entratnent (a+ N, b+ N>=t+N>N),et telN;

dtoh N=(N-2a)v(N-b).0r, (N+g=N-Db+a,N<N+r) entratne

I1 en résulte que N =

(N-b,N- ag<N+r- a) . Compte tenu de ce que nous venons de démontrer,

N<N+t=-a et N+agN+r ., Puisque N, N + g<N+a, onabien

Nv(N+g)=N+a.
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Maintenant, si N + x et N +y sont comparables, soit g=x-y=a~->b avec

A
>3

et b quasi-disjoints, et a+b=Db + a . D'aprés ce qui précéde,
W+x) viN+y)=N+a+y et W+x)A (N+y)=N-b+y;

d'ot R(N) est bien un treillis. De la m&me fagon, on démontre que (N=(3+N)A(y4+N)

pour tout x et ¥y quasi—disjoints) entratne (8(N) est un treillis).

(III) implique (I) : Cette partie de la démonstration montre en réalité que (111)
implique (II) et que (II) implique (I). BEn effet, soient a et b quasi-disjoints
et NgN+ws= (v + a) A (N + b) . Comme nous avons vu dans la partie [(I) impli-
que (II)], il existe ny de N et z de G tels que ny+w,0gzge, b .
or, z € H(a , b) et nz <a,b pour tout n de E'. Si N< N+ w , on aurait
N+z=N+w>N et N+a,N+b2N+22>N+z=(N+a)A(@+0b), quiest
une contradiction. I1 en résulte que N = (¥ + a) A (W + b) . De plus, pour tout
o0g<h H(a,b) ,oma N<N+hgN+a,N+Db,etceei entraine N =N+h .
Puisque H(a ’ b) est filtrant, H(a , b) € N pour tout a et b quasi-disjoints
d'od HES N . De méme, (8(N) un treillis) entraine (H € N) ; d'od le théordme.

Dans les deux parties [ (I) implique (11)] et [(111) implique (1)], on n'utilise
pas le fait que tout g de G s'écrit g=a-b=-Db + a pour une paire d'élé-

ments telle que a et b quasi-disjoints. Donc nous avons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.4. - Soient G un groupe quasi-réticulé, H 1le sous-groupe c. f. de

G engendré par la famille {H(x , y) ;3 x et y quasi-disjoints} et N un sous-

groupe c. f, de G . Alors, H&E N si, et seulement si, (x gﬁ y quasi—disjoint§
entratne (N = (N + x) A (N + y)) ou (N=(x+ N A(y+0D).

Définition. - Soient G un groupe quasi-réticulé, et N un sous-groupe c. f. de

G « On dira que N est un sous—groupe premier dans G s'il satisfait & la condi-

tion (a) :
(a) (x et y quasi-disjoints dans G) implique (x e ¥ ou y € N) .
YMaintenant, nous allons démontrer le théoreme qui généralise le résultat central

de JAKUBIK de [57 :

HEOREME 3.5. —= Soient G wun groupe quasi-réticulé, et M un sous-groupe quel-

conque de G . Alors, M satisfait a la condition (a).gi, et seulement si, il con-

tient un sous-groupe premier dans G . De plus, si M satisfait & la condition (a),

il satisfait & la condition (b) suivante

(v) Les sous—groupes c. f. de G contenant M forment une chatne.

Démonstration., -~ La premiére implication est évidente dans un sens s alors, nous

supposons que M satisfait & la condition (a). D'aprés la proposition 3.2, il
existe un plus grand sous-groupe c. f. N de G tel que N & M ., Compte tenu de

ceci et de la proposition 2.9, on a H<E N, oi H est le sous~groupe c. f. engen-
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dré par la famille {H(x , y) ; x et y quasi-disjoints} . Soient a et D
quasi~disjoints, il suffit de démontrer que ae€ N ou be N . Raisonnons par
1'absurde ; supposons que a #N et b N .Si M contient tous les 4léments a!

H
[oub'], ot Oga'gma [0 b <mb] pour tout m de N , alors G(a) €M
Lou a(b) € M] . Puisque N est le plus grand sous-groupe c. fo. de G contenu dans
M,ona Gla) €N et ae N [ouG(b) SN et be N]; ce qui est impossible.
Donc, il existe un a' et un b' de G et m, m' de N tels que 0L a'<ma

et 0<b' <m' b et, deplus, a' ¢ M et b' ¢ M,

Supposons qu'il existe w de G tel que W+ wg< (N + a'), (N+ b') . Comme
nous l'avons vu précédemment, il existe v de N et z de G tels que
v+w,0gzga, b yd'ob N+wgN+2z.0r, 0Lz<ma, n' b et, dtapres

la proposition 2.2, 0Lz <a, b ; clested~dire z €H(a , b) SHS N . On en dé-

duit N=(N+ a') A (N + b') . Soit a' - b' = x - y avec x et y quasi-

disjoints,
I1 existe m de G tel que a'=x+m>m; d'ol b =y+m>m, Alors,
N=(W+a )A(N+Db")=N+x+m)A(N+y+m;
ce qui entraine
N-m=N+z)A (N+y) =N,

d'aprés le corollaire 3.4 du théoréme 3.3. En effet, N - n<N+x,N+y etsi

N+r<N+x,N+y, on aurait
N+r+mgN+z+m,N+y+m et N+r+m<N=N+x+m)A(N+y+mn);

d'od N+ rg<N-m, Il s'ensuit que me N et me M . Puisque M satisfait a
la condition (a), x e M ou yeEMN.31 x€eM, x+m=a' €M ; ce qui contre~
dit notre hypothése. De mlme, y € M entralne la contradiction y + m = b' € M .

Donc ae€N ou beN, et N est un sous—groupe premier dans G .

Supposons, de nouveau, que M satisfait & la condition (a). D'aprés ce qui pré-
céde, N satisfait & la condition (a). Si les sous-groupes c. f, de G qui con-
tiennent N ne forment pas une chaine, il en existe deux P y P' tels qu'ils
sont incomparables. Alors, on peut trouver deux éléments positifs x , y tels que
X€P\P'" et ye€eP'\P.Soit xX-y=a-b avec a et b quasi-disjoints.
D'aprés la condition (a), ona a €N ou belN ; soit beN . Alors,
X-y+P=a+P>P,car Po2N.Onendéduit que P =P + x 2P+ y>P ; ce
qui est impossible. De m8me, a € N entraine la contradiction P'=pP'+y>Pt4x>P! ,
I1 en résulte que P et P' gsont comparables, et eue les sous~groupes c., f. de G
qui contiennent N forment une chatne C . I1 est évident que les sous-groupes
ce fo de G , qui contiennent M » forment un sous-ensemble de C et, ainsi, une

chaine C' contenue dans C . D'ol 1le théoréme,

I
JAKUBIK ([5], Example 2) donne un contre—exemple pour démontrer que les condi-

tions (a) et (b) ne sont pas équivalentes pour un sous—groupe quelconque M d'un
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groupe quasi-réticulé abélien.

Dans la prochaine partie nous démontrerons un théordme analogue au théoréme 3.5,

mais pour le cas d'un sous-groupe c. f. d'un groupe quasi-réticulé.

Quatridme partie
L e e e i i e e avarar o o g

Nous démontrons tout de suite la généralisation du théordme 3.5 dans le cas d'un

groupe quasi-réticulé :

THEOREME 4.1. = Soient G un groupe quasi-réticulé, et N un sous-groupe c, f.

de G . Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes

() (a et b quasi-disjoints dans G) entratne (ae N ou b e N) 3

(B) Les sous-groupes ¢. f. de G qui contiennent N forment une chatne H

(v) &) et £(N) sont totalement ordonnés ;

(8) N contient un sous-groupe premier dans G .

Démonstration.

(a) impligue (B) ¢ La démonstration est exactement celle que nous avons faite

dans la derniére partie de la démonstration du théoreéme 3.5.

(B) impligue (y) : Supposons que N satisfait a (B). Soit x + N# N, et x=a~b
avec a et b quasi-disjoints. Si aeN (oubelN) ,ona z+N<N (ou
x+N>N) .Si agN, bé N, il existe M € H(a) € M(x) et M € u(v) < M(x)
tels que N < M, M' . Puisque deux valeurs différentes d'un méme &lément ne sont
jamais comparables, on obtient M = M! € M(a) ”‘E(b) =@ 3 ce qui est absurde. I1
en résulte que &(N) est totalement ordonné ; de méme, ®(N) est totalement or—

donné.

(y) implique (8) : Supposons que N satisfait & (y) et soient a et b quasi-
disjoints. Par hypothése, a - b + N est comparable avec N , soit a=-btN >N ;
d'oh N+a2N+b>N.Si ag¢N et b N, il existe M Elg(b) tel que MoN
et a€ M. On en déduit que M =M+ a >M+ Db >HM; ce qui est impossible. Le cas

a-Db+ NLN entraine une contradiction pareille ; d'od a€ N ou beN .

() 33_(5) sont évidemment équivalents ; d'ou le théordme.

THEOREME 4.2. - Soit G wun groupe quasi-réticulé. Alors, G est un groupe réti-

culé si, et seulement si, toute valeur M dans G est un sous-groupe premier dans
G .

Démonstration. — La nécessité est un résultat bien connu de la théorie des groupes

réticulés (voir [2], p. 28, remarque 3). Inversement, si toute valeur M dans G

est un sous-groupe premier dans G , d'aprés le théordme précédent, ®R(M) et £(M)
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sont totalement ordonnés. Le théoréme 2.2 de [7] entratne que G est un groupe ré-

ticulé.
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