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Séminaire DUBREIL 2-01
(Algdbre)
25e annde, 1971/72, n° 2, 11 p. 29 novembre 1971

DEMI-GROUPES O-SIMPLES ET COMPLETEMENT O-SIMPLES TOTALEMENT ORDONNES.
APPLICATION AUX DEMI-GROUPES DE MATRICES DE REES

par Thérése MERLIER

Nous nous conformons & la terminologie et aux notations de A. H. CLIFFORD et
G. B. PRESTON [1], et nous renvoyons le lecteur & cet ouvrage pour les définitions
et propriétés, utilisées ici sans &tre rappelées. Nous dirons qu'un demi-groupe S
peut &tre totalement ordonné, si 1l'on peut définir sur S une relation d'ordre to-

tal < , isotone, c'est-a-dire telle que
as<b->xagxb, ax <bx pour tout x de S .,

Le zéro d'un demi~-groupe sera toujours noté 0 ; par idéal d'un demi-groupe, nous
g 5

entendons idéal bilateére.

Nous allons donner ici la structure algébrique des demi-groupes complétement O-
simples totalement ordonnés ; T. SAIT6, dans [ 2], avait donné la structure des
demi~-groupes complétement simples (sans zéro). Nous donnerons également la repré-
sentation des demi-groupes complétement O-simples totalement ordonnés, par des ma=-
trices de Rees. Cela nous permettra de donner, dans le dernier paragraphe, une con—
dition nécessaire et suffisante pour qu'un demi~groupe de matrices de Rees puisse

8tre totalement ordonné.

1. Demi-groupes O-simples totalement ordonnés.
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DEFINITION 1. - Un demi-groupe S avec zéro est O-simple [O=simple & gauche,

O=-simple & droite],.gi 82 est différent de 0 , et si S n'admet aucun idéal

propre [aucun idéal & gauche propre, aucun idéal & droite propre ], c'est-a-dire

digstinct de O et de 8 .

Va
DEFINITION 1'., - Un demi-groupe S sans zéro est simple [simple & gauche, simple

a droite],_§i S n'admet aucun idéal propre [idéal & gauche propre, idéal & droite

propre ], c'est-a-dire distinet de ¢ et de S .

PROPOSITION 1 (lemme 2. 28 de [1]). - Un demi-groupe S est simple [O-simple ],

si, et seulement si,

Vaes, [a£0], Sa

w0

=So

Un demi-groupe S est simple & gauche [O-simple & gauche ], si, et seulement si,

Vaes, [a#0], Sa

il

S .

Si S est un demi-groupe O-simple & gauche, on démontre facilement (théoreme

2,27 de [1]) que S - {0} est aussi un demi-groupe, simple & gauche., Par contre,
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un demi-groupe peut &tre O-simple, sans que S - {O} soit un demi-groupe. Dans le

cas totalement ordonné, nous allons voir qu'il n'en est plus de méme.

PROPOSITION 2. — Dans un demi-groupe S , O-simple, totalement ordonné, O est

é1ément maximum ou minimum,

On a

S=8 uS,u {0} , avec S, = res; x<0}, 8, = {xes; 0<x},

et il en résulte immédiatement par isotonie que Si est contemu dems S, U {0}
pour i=1, 2, et que S, S, =8, S1 = {0} . Par suite, si a est un élément de
S , différent de O , on a, par exemple, si a appartient a 82 ’ aS1 = S1 a=0

et alors, comme S est supposé O-simple,
S=SaS=S2aSZU{O}582u{O} .

Donc S =8, u {0} , S, est vide, et 0 est élément maximum.

1

Ainsi, dans tous les cas, deux éléments quelconques non nuls sont d'un méme c8té

de O , et par suite, si leur produit est nul, le carré de 1l'un d'eux est nul.

(a £ b g 0) implique, par isotonie, (a2.$ ab < b2 <0),

et si ab=0, b2

=0 ,

ld ~
THEOREME 1. - Si un demi-groupe S , O-simple, peut &tre totalement ordonné,

S - {0} est un demi-groupe simple.

I1 suffit de montrer que S n'admet pas de diviseurs de O . Supposoms que S

< . Considérons dans S , l'ensemble

~

est totalement ordonné par
I={X€S;X=0}.

I ne peut 8tre égal & S , car alors S serait un zéro-demi-groupe (82 =0) ,
puisque tout produit xy est compris entre x2 et y2 dans un demi-groupe tota-
lement ordonné. Mais I est un idéal ¢ si a et b sont deux éléments quelcon-
ques de S , on a ab et ba étant comparables,

a2 b2 a2 2 2 2

bz.s (ab)z.s (ba)2 < ou b a £ (ba)z,s (ab)2 < a2 b 3

donc si a® = 0 , 2°b° =12 a°=0 et (ab)2 = (ba)2 = 0 dans tous les cas, et

ainsi, I est idéal de S , distinct de S , donc I = {0} puisque S est O-
simple., Par suite, aucun produit ab , ou a# 0 et b # 0 , ne peut 8tre nul
d'aprés la remarque faite précédemment. I1 en résulte que S - {0} est un demi-

groupe évidemment simple.

2. Demi-groupes complétement simgles et complétement O-simples.

Nous rappelons, dans ce paragraphe, les principales définitions et propriétés des
demi-groupes compldtement O-simples. Pour les démonstrations, nous renvoyons & [1,

principalement aux chapitres 2 et 3.
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(a) Définitions.

DéFINITION 2. - Un demi-groupe O-simple [simple ] est dit "compldtement O-simple"

[complétement simple ], s'il admet au moins un idéal & gauche O-minimal [minimal ]

et au moins un iddal A droite O-minimal [minimal J.

PROPOSITION 3. - Un demi-groupe S complétement O-simple est régulier

yaes3, a#0, 1x€S, a=axa.

PROPOSITION 4. - Dans un demi-groupe complétement O-simple, 1'ensemble des idem-

potents [# 0] n'est pas vide, et si e et f sont deux idempotents, tels que

ef =fe #0, alors e =°f ,

Rappelons les définitions des équivalences de Green dans un demi-groupe S :

ES ’ RS ’ QS ’ 3@S *

(=01 (SS))Aéi?(a, et b engendrent le méme idéal & gauohe):?#>(81 a = S1 b) .
(a

s

]

b (RS))4=$(a et b engendrent le méme idéal a droite)éﬁ:?;(as1 = bSl) .

I

ESO(RS et (DS:ﬁ O‘RS:‘R o £ .

S S S

PROPOSITION 5. - Si S est un demi-groupe complétement simple (sans zéro), QS

est 1'équivalence universelle (S est bisimple), et toutes les RS classes sont

des groupes, sous-demi-groupes de S , igomorphes entre eux.

PROPOSITION 6. = Si S est un demi-groupe simple & gauche, ayant des idempotents,

S est isomorphe au produit direct d'un zéro-demi-groupe a gauche, E , par un

groupe G .
De plus, E représente, dans cette décomposition, le demi-groupe des idempotents
de S , et G est un groupe, sous-demi-groupe de S .

Comme le produit direct de deux demi-groupes complétement simples est compldte—
ment simple, un demi-groupe simple & gauche (ou & droite) ayant des idempotents est

complétement simple.

(b) Matrices de Rees sur un groupe avec zéro.

Soient G wun groupe (multiplicatif) avec zéro, noté GO et X, Y, deux en-

sembles quelconques. On peut définir des matrices (ai j) de X xY sur GO , Ou
?

a; j € GO , (i,3)exx¥Y » 8rfce aux conventions suivantes :
?
Z = i = i
5 ex ai,j 0 si ai,j 0O pour tout i de X ,
_ . _ . Y )
jex ai,j = aiﬁj si ai,j* =0 pour tout i de X , sauf i =1i" .
' . . .
S'il existe i, et i, de X tels que ail’j ’ aiz,j sont non nuls,
' I'd . .
jeX ai,j n'est pas défini.

On peut alors définir le produit de deux matrices A = (ai j) , matrice de X x Y
14
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sur GO , Par B = (bj k) matrice de Y x Z sur GO par
?

— = L = z . b
C=4B= (Ci,k) » O Cy e T T3ev 84,3 P,k ?
si i ¥ existe, c'est-a-dire si Ci g est une somme de termes tous nuls, sauf un
1 y
au plus. Bn particulier, si l'une des matrices a au plus un é1ément non nul, le

produit est défini.

DﬁfINITION 3. - Une matrice de Rees est une matrice ayant au plus un élément dis-

tinct de O .

La matrice de Rees de I x A sur le groupe avec zéro GO , ayant pour élément

non nul 1'élément a , situé & 1'intersection de la i-idme ligne et de la A-iéme

colonne est notée (a)ih . La matrice nulle peut se noter (O)ik you i et A

sont arbitraires.

On définit dans l'ensemble des matrices de Rees une opération notée . , par
1'intermédiaire d'une matrice P de A x I sur GO sy P = (pki>
(a)i}\ ° (b)jH = (a)i)\ P(b)jp ’
ou dans le membre de droite la multiplication des matrices est la multiplication au
sens ordinaire,

On vérifie facilement que :

(1) (a)), o (b)j“ = (atp)\:j b)ip‘ '

et que 1l'ensemble des matrices de Rees, muni du produit . , est un demi-groupe. P

est appelée "matrice-sandwich". Ainsi, si GO s, A, I sont donnés, a toute

matrice-sandwich P correspond un demi-groupe de matrices de Rees, noté

®@; 1,03 P).

Deux matrices P et P' peuvent déterminer des demi-groupes mp(G s I, A P)

et mO(G s I, A P') isomorphes. On a d'ailleurs la proposition suivante.

PROPOSITION 7. - Tout demi-groupe mp(G s I, A3 P) est isomorphe &

(e ; 1, AP,

ou P' est une matrice normalisée, c'est-a-dire dont les éléments d'une ligne don-—

née et d'une colonne donnée sont égaux ou & zéro, ou & 1'élément neutre e de G .

(¢) Représentation des demi-groupes complétement O-simples par des demi-

groupes de matrices de Rees.

P
DEFINITION 4. - Une matrice P sur un groupe avec zéro GO est régulidre, si

chaque ligne et chaque colonne contient au moins un élément non nul.

Dans ce cas, et seulement dans ce cas, le demi-groupe de matrices de Rees

mp(G s I, A;P) est régulier. Nous avons alors un théordme.
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THﬁORﬁME DE REES. - Un demi-groupe S est complétement O-simple, si, et seule-

ment si, il est isomorphe & un demi-groupe régulier de matrices de Rees,

MP(G s I,A;3P).

De plus, dans l'isomorphisme précédent, G est isomorphe & un sous-groupe de S.

Remarque 1. - De la formule (1) résulte qu'un demi-groupe de matrices de Rees

mp(G s I, A3 P) aun zéro formellement adjoint si, et seulement si, la matrice-

sandwich P n'a aucun élément nul.

3. Demi=groupes complétement simples, complétement O-simples, totalement ordonnés,

Puisqu'un demi-groupe S complétement O-simple est en particulier O-simple,
s'il est totalement ordonné, il a son zéro formellement adjoint. Considérons donc

tout d'abord le résultat suivant.

(a) Demi-groupes complétement simples totalement ordonnés (D'aprés T. SAIT6.

§ 2 et § 3de [2]).

IEMME., = Soit S wun tel demi-groupe. L'ensemble E des idempotents de S est wm

zéro-demi-groupe d'un c8té,

Nous savons que dans un demi-groupe totalement ordonné, 1l'ensemble des idempo-
tents, s'il n'est pas vide, est un demi-groupe (donc une bande) [3]. Puisque S est
compldtement simple, il est bisimple (proposition 5) ; donc si e et f appar-
tiennent & E , il existe x € S tel que

e =X (ﬁé) et x=1° (ﬁs) .

Mais x appartient & une %S-classe, qui est un groupe d'élément unité g (pro-

position 5), et par suite, il existe g€ E tel que
e =g (ﬂs) et g=° (ES) , donc e = f GDE) .

Comme dans une bande totalement ordonnde [ 3], toute ®O-classe est une ® ou £-~

classe, E est par exemple une £~classe, et E est un zéro-demi-groupe & gauche.

s N
THEOREME 2. = Un demi-groupe complétement simple S peut 8tre totalement ordonné

gi, et seulement si, S est isomorphe au produit direct d'un zéro-demi-groupe d'un

cbté par un groupe, pouvant &tre totalement ordonné.

Condition nécessaire. -~ Si S est totalement ordonné, et si E est l'ensemble

des idempotents de S , on peut supposer, d'aprés le lemme précédent, que E est

un zéro-demi-groupe & gauche, par exemple, Dans ce cas,
ve,fek, e=f (ﬁs) .

Donc si a et b sont deux éléments quelconques de S , en désignant par e et

f les éléments unités des H-classes auxquelles ils appartiennent, on a



2-06

a=e (ﬁs) , e=T*T (ES) y, T=b (ES) ’
et par suite, pour tout a et b de S, ST a=8 Db, et S est simple & gau-
che.

Donc, d'aprés la proposition 6, on a le résultat : S est isomorphe & G x E ,
o G est un groupe, isomorphe & un sous-demi-groupe de S , donc pouvant &tre to=-

talement ordonné.

Condition suffisante. = Si G est un groupe totalement ordonné, et E un zéro-

demi-groupe, E peut 8&tre totalement ordonné par toute relation d'ordre total
(l'isotonie est en effet trivialement assurée), et G x B peut &tre totalement or-

donné par l'ordre lexicographique (4).

(b) Représentation des demi-groupes complétement O-simples totalement ordon-

nés.

Remarquons tout d'abord, qu'un demi-groupe S , complétement O-gimple, isomorphe

a mp(c s I, A;P) est O-simple & gauche (& droite) s8i, et seulement si, le

cardinal de A [I] est égal & 1 (et alors S est avec zéro adjoint).

Si S est O-simple & gauche et si (a)jp‘ et (b)i)\ sont deux matrices de
mp(G s I, A3 P), il existe, d'aprés la proposition 1 , une matrice (X)kv telle
que (x)kv 0 (b)ik = (a)ju , soit (vai b)kh = (a)j“ . Donc nécessairement A =W ,
et le cardinal de A est 1 . Réciproquement, si le cardinal de A est 1, la
matrice P est uniligne, réguliére, donc elle n'a aucun élément nul, et si (a)jh ’
(b)ix sont deux matrices non mulles, on peut trouver un x dans G tel que
XDy 4 b =a, et alors (X)jk ° (b)ih = (a)jk s €6 S est O-gimple & gauche, avec

zéro adjoint.

PROPOSITION 8. = Si S = mf)(c; ; I, A; P) estun demi-groupe complétement O-
Il (Ja]) ggale 1
produit direct de G x A (G x I) » OU A (I) est structuré en zéro~-demi-groupe 2

simple, et si y S = {0} est un demi-groupe isomorphe au

droite (zéro-demi-groupe & gauche).

on a vu {proposition 7) que S = mp(G s I, A3 P) est isomorphe a
0
m(G;IyA;P'):
ou P' est normalisée. Donc si P est régulidre, comme il en est de méme de P! ’

tous les éléments de P' sont égaux & 1'élément neutre ; si 1| =1 y le produit
de matrices dans mO(G s I, Aj; P') devient
(a)l}\ ° (b)lp = (ab)lu .
En écrivant les éléments de S - {0} sous la forme (a , A) , on a

(a,A) o (b, u)=C(ab,w,

dtol la proposition,
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THéORﬁME 3. = Un demi-groupe complétement O=-simple isomorphe a mQ(G s I,A 3 P)

peut &tre totalement ordonné, s8i, et seulement si, le groupe G peut 8tre totale-

ment ordonné et si le cardinal de A ou I est égal & 1.

Condition nécessaire., — Si S est un demi-groupe complétement O-simple totale-

ment ordonné, d'aprés le théoréme 1 et le théordme 2, S est O-simple & gauche ou
4 droite (avec zéro formellement adjoint), et d'aprés la remarque précédente, le
cardinal de A ou I est 1 . Comme d'autre part, le groupe G est isomorphe &
une #-classe de S , donc & un sous-demi-groupe de S , G peut 8tre totalement

ordonné.

Condition suffisante. - D'aprés la proposition 8, S = {O} est isomorphe au pro-

duit direct G x A , par exemple, o A est structuré en zéro-demi-groupe & droite,
On sait alors (cf. démonstration du théoréme 2) que S - {0} peut &tre totalement
ordonné. S peut &lors &tre totalement ordonné avec O comme élément maximum ou

minimum,

4+ Demi-groupes de matrices de Rees totalement ordonnés.
L e i e a a e ey o W W S e e o e e e ate?

Nous allons, dans ce paragraphe, donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un demi-groupe de matrices de Rees JEO(G s I, A3 P) puisse 8tre totale-

ment ordonné.

THEOREME 4, - Soit S =JEO(G s I, A P) un demi-groupe de matrices de Rees to-

talement ordonné. Alors

ou chaque colonne de P contient au moins un élément non nul,

ou chaque ligne de P contient au moins un élément non nul,

ou P est la matrice nulle ( gi S est un zéro-demi-groupe).

Supposons que la matrice P admet une ligne xo , et une colonne jO , formées

d'éléments tous nuls. Puisque S est totalement ordonné, nous savons que
(A° = B° = 0) implique (AB = BA = 0)
(AB et BA sont compris entre A2 et B2 )e

Mais si (a)ik est une matrice de Rees non nulle, (a)ix =0 si, et seulement
si, p)\i =0 ; de méme, si (a)ik et (b)jp sont deux éléments non nuls,
(a)j.}\ ° (b)jﬂ = (ap)\j b)i}.b =0
si, et seulement si, p)\’j =0 .
Ainsi, dans un demi-groupe de matrices de Rees, 1'implication (A # 0 , B # 0)
2
(4° = B° = 0) =3 (4B = BA = 0) ,

se traduit sur les éléments de P par

2 = = — = -
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Aussi, si nous avons Py 4 = 0 pour tout i de I, puj = 0 pour tout w de

7z e o
A , nous avons, si p X est un élément quelconque de P ,
v

= R =0

0 o, pVJo ’

donc, d'apres (2), P = 0O, et P est la matrice identiquement nulle.
v

0
PROPOSITION 9. — Soit S un demi-groupe de matrices de Rees, M°(G 3 I, A3 P),

totalement ordonné, tel que P n'est ni régulidre, ni identiquement nulle.

Alors le groupe G peut &tre totalement ordonné et, de plus, ou toutes les li-

gnes (ou toutes les colonnes) de P sont nulles sauf une, dont aucun é1ément n'est

nul, ou la matrice P est uniligne (ou unicolonne).

Démongtration, - Puisque la matrice P est supposée non régulidre, il existe une

ligne ho , par exemple, dont tous les éléments sont*puls. Soit A' ={A€A; A
iéme ligne de P est nulle}, et soit M = A - A! (" . Puisque P n'est pas
identiquement nulle, M n'est pas vide., Considérons la matrice Q de M x I sur
GO , déduite de P , en supprimant les lignes nulles de cette dernidre. Puisque la
matrice P avait une ligne nulle, d'aprés le théoréme 4, toute colonne de P ad=-
met au moins un élément non mul j; par suite, Q est une matrice dont toute colonne
a au moins un élément non nul, et de méme toute ligne par construction. @ est

donc régulidre, et le demi-groupe T = mP(G ; I, M3 Q) estun demi~groupe com—

plédtement O-simple.

Mais T est isomorphe & un sous-demi-groupe de S ., Considérons, en effet, dans

S le sous=ensemble
X = {(a)ih ; ieI, xAeM,

X est un idéal & gauche de S , car si (x)ju €S, (a)ik €X,

(X)j“ . (a)ih = (xpui a)jk '

donc, comme A € M , cette matrice appartient & X . Il est alors clair que X est
isomorphe & T . Par suite, T est un demi-groupe complétement O-simple, qui peut
8tre totalement ordonné. Donc, G est un groupe qui peut &tre totalement ordonné,
et le cardinal de I ou M est 1 , d'aprds le théordme 3. Cela signifie que la
matrice P est unicolonne, ou a toutes ses lignes nulles, sauf une exactement.
Mais alors, d'aprés le théoréme 4, si une ligne est nulle, chaque colonne contient
au moins un élément non nul, donc la seule ligne, non toute nulle, n'a aucun é1é-

ment nul.,

THEOREME S5¢ = Soit S = WP(G s I, A P) un demi-groupe de matrices de Rees. S

peut &tre totalement ordonné si, et seulement si,

ou P est identiquement nulle,

¥* . c s
( ) M represente ici un u majuscule.
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ou G peut &tre totalement ordonné, et | 1] ou Al =1,

ou ‘G peut &tre totalement ordonné, et P a toutes ses lignes, ou toutes ses

colonnes nulles sauf une dont aucun élément n'est nul.

Condition nécessaire. = Soit S = mp

totalement ordonné. La matrice-sandwich P peut &tre nulle, auquel cas S estun

(63 I, A; P) un demi-groupe de matrices

zéro-demi-groupe ;3 P peut &tre réguliére, auquel cas, dtaprés le théoreme 3, G
peut &tre totalement ordonné, et lIl ou |A| =1 . Si 1'on n'est pas dans 1l'un de

ces cas, il suffit d‘appliquer la proposition 9.

Condition suffisante. — Soit S = mp(G s I, A P) un demi-groupe de matrices

de Rees.

(2) 8i P est identiquement nulle, S , zéro-demi-groupe, est ordonné par n'im-

porte quelle relation d'ordre total.

(b) Si @ est totalement ordonné, et si P est unicolonne, (J1] =1) .si P

est régulidre, S peut &tre totalement ordonné, d'aprés le théoréme 3.

Si P n'est pas régulidre, certains des éléments qui forment la colonne de P
sont nuls ; on peut, de plus, supposer P normalisée, ainsi ¥ A € A, Py, = 0

ou e , élément unité de G .

Soit M= {A€A; Py, # 01 . Les éléments de S , (a)n , a€G, AN€A,
peuvent 8tre écrits sous la forme (a , \) , et alors le produit dans S est donné

par

(a ,N)(b,pw) =(ab,p) si reMM, aeG, beGC

=0 si NéM,ousi a=0 ou b=20.

G peut 8tre totalement ordonné par < , et A peut &tre muni d'une relation

d'ordre total, notée aussi < . S admet la partition {0 , T , T'} , ob
T={(a,\)es; reM, aec}, T ={a,r)es; A g¢M, aec).
Tu {0} et T' u {0} sont des idéaux & gauche de S et, de plus, T' S = {0} .
Définissons une relation d'ordre sur S :
0<(a, A)e(v, p) , pour tout (a, A) de T', tout (v , p) de T .

De plus, nous imposons & cette relation de prolonger les deux relations binaires

définies respectivement sur T et T' par :

(sur T ) + ((a,\) < (bu))e=>(a<b dans G ou a=b et Agp dans A) .

It

w et a< b dans G) .

~

(sur T*) ¢+ ((a,\) < (b)) &= (A <p dans A ou A

Les relations binaires sur T et T!' sont des relations d'ordre lexicographi-
que ; comne G et A sont munis de relation d'ordre total, S est muni d'une re-
lation d'ordre total.
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Vérifions 1'isotonie, = 8i (a , A) < (b , ) avec A ¢ M et peM,
a et be G .

L'isotonie & droite est trivialement vérifide, car (a , A).(c , v) = 0 pour
tout (¢ , v) de S . L'isotonie & gauche 1l'est également, car les produits
(¢, v).(a , A) et (c, v).(bv, p) sont nuls, si (¢ , v) appartient & T' , et

appartiennent respectivement a T' et T si (¢ , v) appartient & T .

si (a,A) (b, u) avee (a, ) , (b,p)eT et N<u ou A=p et
aghb:
si (¢, v) e , comne T' estun zéro-demi-groupe,
(a ’ X)(C ’ V) = (c ’ V)(a ’ k) = (b ’ P)(c ’ V) = (C ’ V)(b ’ u) =0 .

Si (c ’ V) €T,

(a,A)e(c,v) = (byw)ele,v) =0 et (c,v)(a,)) = (ca,d) < (cbyu) = (c,v)(b,u) ,

car soit A <p dans A, soit cagcb dans G, et A =u .

Si (a, M) g(b,n) avec (a, 1), (b,u) €T et a<b dans G ou a=">
et Agpt

Si (¢, y) €', 1'isotonie & gauche est trivialement vérifide, puisque T' S=0,
(a ’ K)-(C ’ V) = (ac ’ V) et (b ’ H)-(C y v) = (bc ’ V) ’

donc ces deux éléments appartiennent & T' , comme a < b dans ac £ be , et aussi

(ac , v) g (bc , v) dans S .
Si (¢, v) eT,
(ac , V)<$ (bc R v) , car ou ac < bc ou ac = bc ,
(ca ’ X).s (cb , u) s carou ca<cb ou ca=¢cb et A<<u .

Ainsi, dans le cas (b), S peut &tre totalement ordonné.

(c) Supposons que G peut &tre totalement ordonné, et que la matrice P a tou-

tes ses lignes nulles, sauf une dont aucun €lément n'est nul.

Notons A =1 , la ligne dont aucun élément n'est nul, et supposons de plus que

P est normalisée, de sorte que

=e, Yiel, 0, Viel, ¥AN£1€Ap.

Pyi <

Dans ce cas, le produit dans S se définit par

Pii

(a)ik o (b)jp (ab)iw si A=1, a et beg,

0 si A#1 ousi a ou b=0,
Soit

T = {(a)i1 ; aeG, ieI},
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et soit
7 =f{(a), ,; a€CG, NF1eAr, ie€1I}.
i,A

On a alors S =T uT'u {0} « De plus, {0} UT! est un zéro-demi-groupe de S,
T s ={0}, ST*'&T u {0}, T estun sous-demi-groupe de S , et STT U {o} .

Comme nous pouvons supposer G totalement ordonné par & , I totalement ordon-

né par < , et de méme A totalement ordonné par < , on peut définir sur S , T

et T' 1les relations binaires suivantes :

sur T : ((a);, (b)j1)<,-=->(a<b dans G ou a=b et igj dans I).

sur TV : ((a)ik < (b).u) e (M<p ou A=p et a<b dans G ou A =p,
a=b et igj dans Ig .

sur S : la relation prolonge celles définies sur T et T' et de plus,
1
0 < (a)ik < (b)j1 pour tout (a)ix de T!' , et tout (b)jl de T .

Cette relation binaire £ est une relation d'ordre total sur S , car les rela-

tions sur T et T' sont des relations d'ordre lexicographique déduites de rela-
tions d'ordre total. On vérifie alors, comme dans le cas (b), que 1l'isotonie est

satisfaite ; ainsi S est un demi-groupe de matrices de Rees totalement ordonné.
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