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Séminaire DUBREIL 13-01
(A1gdbre) .
25e année, 1971/72, n® 13, 20 p. 24 avril 1972

UNE EXTENSION DU LEMME DE GREEN ET SES APPLICATIONS

par Jean-Claude ANSCOMBRE

La terminologie et les notations que nous utilisons sont celles de A. H. CLIFFORD
et G. B, PRESTON [2] pour ce qui est de la théorie générale des semi-groupes, et
celle de P. DUBREIL ([6], [7], [8]), pour le cas particulier du semi-groupe des en-

domorphismes d'une algébre abstraite Y .

Nous nous proposons dans ce qui suit d'étudier une extension de la notion d'égui-

valences de Green, ainsi que les principales propriétés de cette extension. L'ap-

plication au cas particulier du semi-groupe des endomorphismes d'une algébre abs-
traite ¥ fera apparattre 1'intérét qu'il y a & considérer ce semi~-groupe comme un
sous-semi-groupe du semi-groupe des applications de ¥ dans % . Ce point de vue
nous permettra de caractériser les groupes de Schiltzenberger associés & certaines

classes d'équivalence.

1. Rappels.

lele Equivalences de Green.

Etant donné un semi-groupe D quelconque, les équivalences de Green R et £

attachées & D sont définies de la fagon suivante :
xRy)e=(x) =1y) ;5 2yl =GF),
définitions dans lesquelles
Ia) =au aDb j (al =auU Da ,

i. e. les idéaux principaux respectivement & droite et & gauche engendrés par a

élément de D . On pose en outre :
XR=Rng; ® = sup(R , £) .
On montre alors que

R et £ sont deux équivalences de D : R est régulidre & gauche, £ est ré-

guliére & droite, et O =RE (i. e« R et € commutent). De plus, R et £ sa-

tisfont le lemme de Green (cf. § 2 pour 1'énoncé de ce lemme).,

l.2. Une premiére généralisation des équivalences de Green.

Suivant une idée de M. CRESTEY, on peut donner & la théorie des équivalences de

Green l'aspect plus général suivant :

Soient E un ensemble quelconque, I' et A deux familles d'applications de E

dans E possédant les propriétés suivantes :
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(i) T et A sont stables pour la composition des applications
(ii) Ltapplication identique ¢ appartient & A et & T ;
(iii) (W s ea)¥ yeT) , v& =8y «
On introduit alors les relations de Green R et £ par
(a R b) & (aa = ab) 3 (a £b) &> (ra =T10b) .
On pose en outre ¥ =2 n®R, ® = sup(R, £) . On peut alors montrer que

R et £ sont deux équivalences de E : R est TI-régulidre, £ est A-régu-

ligére, et ® =® . De plus, R et £ satisfont encore le lemme de Green.

2. Généralisation des notions précédentes.
e e el et et a a a e S W W W W W WVt et e et el et et aataave v

2.1, Lemme de Green généralisé.

Nous nous proposons maintenant d'introduire une définition plus générale des
équivalences de Green, telle que les deux définitions, précédemment données, appa—

raissent comme des cas particuliers de cette définition générale,

Pour ce faire, nous considérons deux exemples E et F tels que E &€ F . Nous

allons définir les relations de Green généralisées sur E .

DﬁfINITION 2.1,1. = Btant donnés deux ensembles E et F tels que E & F , nous

appellerons opérateurs de Green de E deux ensembles A et T d'applications de

F dans F , satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) & et T sont stables pour la composition des applications ;

(ii) L'application identique ¢ appartient &8 A et a T ;

(iii) (Vs en)(Vyel), oy =vys;
(iv) (WaeF)(¥sen)(tyel),si acE,si 6acE,etsi yack,

alors éya € E .

Remarquons que, contrairement aux cas précédents, les opérateurs de A et de T
n'appliquent pas en général E dans E . Dans le cas particulier ou E =F , la

définition donnée ci-dessus se confond avec celle donnée en 1.2

Vi
DEFINITION 2.1.2. - Nous appellerons relations de Green généralisées sur E , les

deux relations R et £ , définies sur E comme suit :

(taeE)(vpeE): (aRb)e>(pa=2ab); (a®b)e>(ra=1Ib) .

Nous poserons en outre :

®E=Rn¢t; 0 = supE(R , ) .

PROPOSITION 2,1.3. - % , R, £, ® sont des équivalencesde E .S8i aRb ,

s8i yeTl est tel que ya € E et ybe E, alors wva R vb (on a une propriété
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enalogue pour £ ). De plus, ® et £ sont permutables, i. e. ® =@ = £R .

I1 est clair que R et £ sont des équivalences de E d'aprds leur définition.
T1 en résulte aussitdt que % et @ sont aussi des équivalences de E . Soient
maintenant a et b éléments de E tels que a Rb , et soit y € ' tel que
vae E et ybeE . Puisque a ®b, Aa =Ab , par définition. D'olu, vyhe = vAb
et, d'aprés la condition (iii), Mya = Ayb . D'ol, va R vb , puisque wa € E et
vb € E ., Pour montrer que R et £ sont permutables, il suffit de montrer que
PR < RS . Soient donc a€ B et beE tels que a LR b . Il existe alors x ,
élément de E , tel que a £ x et x Rb ., Par définition de £ et R, et d'apres

la condition (ii), il existe wy € I' , et il existe § € A tels que
a = yxX } b = 8%

8x = b est un élément de E ; wx = a est un élément de E également. D'aprés la
condition (iv), byx = 6a = yb est donc aussi un élément de £ . Puisque a £x,
on a donc §a £ §x d'aprés ce qui précéde. De méme, (x R b) entratne (yx R yb).
D'ou, 8a £ b et a Ryb , c'est-d-dire a RED puisque 6a = yb , et finalement
LR < RE

PROPOSITION 2.1.4 (Lemme de Green généralisé). - Soient a et b deux éléments

de E .81 a®RbD (resp. a £ b) , alors il existe deux bijections réciproques 5?,

application de £(a) sur £(b) (resp. y? application de ®(a) sur ®(b)) , et

az , application de £(b) sur £(a) (resp. V; application de R(b) sur R(a)) ’
¥* _ * _ 3* _ ¥* _ . s
telles que 51 a="> (resg. Y& = b) et 62 b=a (resp. Yo b =a) . Ces bijec—

tions respectent R (resp. £) , et par suite 5? (resp. y?) applique bijective-

ment toute H=-classe contenue dans E(a) (resp. R(a)) sur une H-classe contenue

dans £(b) (resp. ®(b)) .

Supposons donc que a R b , avec a et b éléments de E ., Par définition de

R, il existe 51 € A et 5, € A tels que :

51 a=>b; 52 b=a,

Considérons 6? = sllﬁ(a) , 6; = 52|ﬁ(b) , et soit enfin x &lément de £(a) .
I1 existe Yy € I et Y, € I' tels que :

Y, @=%; Yo X =a .
I1 en résulte que
* _ % _
S1 X =81y =8y, 28
¥* (a2 . .
51 X est donc élément de E , d'aprés la condition (iv). Mais a £ x , et de

a* * X *
. @ £ §/ Xy Toe. 87X £b.

%* .
61 applique donc £(a) dans £(b) . De la méme fagon, on démontrerait que 6;
applique E(b) dans £(a) . De plus,

plus, 6? a et 5? X appartiennent & E , donc §
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Il

6,8, v, @

I

Yy 88, 8
=Yy 8, b
=y, &
=x .

Puisque x est quelconque, c'est donc que 5; 6? = eg(a) « De m8me,

¥ % %
61 62 = eﬁ(b) .

6? et 63 sont deux bijections réciproques de £(a) sur £(v) , échangeant a
et b . Montrons qu'elles respectent R ., On a :
AGT b= A2 X S Ax (dtapreés (i))
* 3%
Ax € A° 5’1’ x
px < A(s™ x) (d'aprés (i)).

D'ou, AX = A(GT Xx) , i. e« x = 5? x (R) . De ménme,

(R) (et ce, ¥ xe £(a)).

t

o
%*

e

7 3 -
62(61 x) :

Soit maintenant #(x) = R(x) n £(a) une H®-classe contenue dans £(a) ; on a
87 ®(x) = 87(R(x) n £(a)) .

Do, 67 R(x) = R(x) n £(b) puisque 5}

85(R(x) n £(b))

R(x) n E(a) .

respecte R o Posons : R(x)nf(v)=H(y) .

55 #(y)

n

55 %(y)
En résumé :
6% #(x) < #(y)
65 %(y) < #(x) .
Mais,

%(y)

Il

eg(b) ®(y)
87 85 %(y)
®(y) < 87 #(x) .
Dtol, ®(y) ' 87 %(x) < #(y) . Finalement
6’1* ®(x) = %(y)

8% %(y) = #(x) ,

ce qui achéve la dérionstration.
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COROLLAIRE 2.,1.5. -38i a et b sont des éléments de E , tels que aRb
(resp. a £ b) , alors Card[#(a)] = Card[®(b)] .

COROLLAIRE 2.1.6. - Si a et b, éléments de E , sont tels que a® b , alors,
card[®#(a)] = carda[®#(v)] .

@(a)

i Soient a € E, beE, tels que

7 7 . =(a) o=
#(a) #(x) = @
I1 existe alors x € E tel que :
w(v) (47 £(b)
5 ‘ a =X (ﬁ)
R(a) R(b) x=b (R) .

D'ou la structure en "bolte & oeufs" représentée ci-dessus. Par construction, il

existe ye€T et §€ A, tels que x =wya ; b= 8x . Posons

v¥ =ylr(a) , 8% =sle(a) .

Alors,

Or y* applique bijectivement %(a) sur ®(x) , 8% applique bijectivement
®(x) sur %(b) . 5* y* est donc une bijection de #%(a) sur #®(b) , d'ol le ré-

sultat annoncé,

On remarquera l'analogie avec l'expression classique du lemme de Green et ses co-

rollaires immédiats.

2.2, Groupes de Schiitzenberger associés aux ¥-classes.
L e W N et G W W U ot e et o a v o ]

Nous nous plagons toujours dans le cadre des hypothéses du paragraphe précédent,

a savoir celui des relations de Green généralisées.
Etant donnée A , partie de E , nous considérerons :
Ay = {8 en: sac A} (resp. r, = fyerl: wyAca}) .

AA (resp. FA) est un sous-demi-groupe de A '(resp. de F) « Nous poserons

8 = 5lA sy pour tout § de A avec une définition analogue pour T[I', . Particula-

A’ A
risons A en prenant une ¥-classe de E , que nous noterons H , et désignons par

L et R respectivement les £-classe et R-classe contenant H . Posons enfin :

PROPOSITION 2.,2.1. = Zﬁ (re Do fﬁ) est un groupe, appelé groupe de Schiitzenber-

ger de H & droite (resp. & gauche).

Puisque ¢ € AH , alors ¢ e Zﬁ , avec g = g]H . D'autre part, Zﬁ est un sous-

demi-groupe : il nous suffit donc de montrer que, V¥ %€ Zﬁ » 11 existe un inverse

(3)—1 « A cet effet, considérons a € H, et posons da =b . b est élément de H
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puisque § € Ar{ .Donc aX® b, et par suite, a R b . Appliquons le lemme de Green

généralisé. Si §' est telle que 6' b = a , et si nous posons :
5*'—"5]119 6'*=6'lL,

8'* et &% sont deux bijections réciproques de L sur L , respectant R . Ces
deux bijections appliquent donc toute #*~-classe contenue dans L sur elle~m8me, et
envoient donc H sur H ; soit §' = 5;"|H , o' envoie H sur elle-m8me) et donc

e -A-H . De plus,

ce qui achéve la démonstration.

Examinons quelques propriétés supplémentaires de ces groupes de Schiitzenberger,

PROPOSITION 2.2.2. - XH (resp. T—H) est simplement transitif,

I1 s'agit de montrer que, pour tout ae€ H, tout b e H, il existe un unique

§edy tel que Ba=h.

Puisque a ¥ b , a fortiori a Rb . Il existe donc § € A tel que b = §a .

D'aprds le lemme de Green généralisé, § € Ay et donc § € KH . De plus, sa=ba=b .

Soient 51 € AH ’ 52 € AH » tels que 51 a = 52 a=b, et soit h quelconque

dans H . Alors h £ a , d'ot hha , et il existe donc y € I , tel que h =wvya .

On en tire :

61 h = 61 h = 61 va = yﬁl a =vb,
52 h = 62 h = 62 va = 762 a=vyb.
Puisque h est quelconque, -5_1 = -5'2 , d'ol 1'unicité. Remarquons que

(VEGAH)(V-‘\?ETH). 5y = 8y = Y6 = Y6 o

PROPOSITION 2.2.3¢ = AH

~I‘H (KH et Ty sont antimorphes).

Soient he H et § € KH ; 8h e H, et il existe donc un unique ¥y € -r-H tel
que wh = §h , d'aprés la proposition précédente. On définit ainsi une application
@ de KH dans FH y avec ¢(8) =y . Tout ye FH est 1'image d'un § e_A-H , et
d'un seul, et @ est une bijection de -A'H sur TH .

De plus
(v3, edg)(v s, eay) ,w('a'l 8,)h =8, 6,
=%, Y, b
=Y, 8, b
=Y vy B

= 0(5,) o(F,) h .
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D'ou, (V _6.1 € KH)(V -6-2 € KH) ’ cp(-gl _6-2) = <p(_6.2) cp(gl) , €t donc :

AH~FH .
PROPOSITION 2.2.4. = Les deux groupes de Schiitzenberger Zﬁ et Kﬁ, , associés a

deux X-classes H et H' , contenues dans la m8me R-classe, sont isomorphes.

On a un énoncé analogue pour les deux groupes de Schiitzenberger fh et FH, as—

sociés a deux X-classes H et H' , contenues dans la m8me S-classe.

Soient donc H et H' deux *-classes comprises dans la m8me S£-classe. D'aprés
le lemme de Green généralisé, il existe deux bijections réciproques % et &'

entre les f£-classes, contenant respectivement H et H' . Posons :
T=3lE; T o=a|n

Alors @

~ — — - ~

@’ @ = SH ; @@ = eH. °

— mamr

De plus, gH = H' ; 3' H' = H . Soit alors § € AH . ®3' est une bijection de
H' sur elle-m8me ; posons
' = 383" ,
' € A , et 1'on a
8' H' = 363" H' = 36H = ¢H = H' ,

Donc §' € A T = 5'|H' appartient a A y 9 €t

H' ? H
(1) B = 363 .
En outre,

T8 =T 383 3

(2) 5=3"3 & .

Les égalités (1) et (2) définissent deux bijections réciproques de AH sur AH'

et de Zﬁ, sur Eﬁ . Posons :
T = 4(5) .
Si 3} € Zﬁ et Eé € Zﬁ , alors
W3, 5,) =T, 5, %
36, ey 6, F

(8, 3,) = ¥(2,) ¥(5,) .
Par conséquent, Zﬁ ==Zﬁ, .

COROLLAIRE 2.2.5. - A deux ¥ -classes contenues dans une m&me @-classe corres—

pondent des groupes de Schiitzenberger & droite (resp. a4 gauche) isomorphes.
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3. Application au cas des demi-groupes.

Dans tout ce qui suit, nous prendrons comme ensemble E un sous-demi-groupe D
d'un demi=-groupe ¥ H D¥* jouera alors le r8le de F . Nous prendrons pour A et
I’ deux ensembles de translations, respectivement & droite et & gauche, par des
éléments de D¥ , et tels qu'ils satisfassent les conditions (i), (ii), (4ii), (iv).
Nous appellerons, de plus, AO et FO , les ensembles des translations respective-
ment & droite et & gauche par les éléments de D , RO et ﬁo les relations de

Green associées,

Rappelons que, pour toute translation a droite § et toute translation 4 gauche

vy (par des éléments de p* ), on a

Y6 = by
(v xe D¥)(v ye D¥*) , s(xy) = x(sy)
(v xe D¥)(v ye D*) , «w(zy) = (yx)y .

3.1+ Propriétés multiplicatives.

PROPOSITION 3.1.1 (Généralisation du théordme de Clifford-Miller). - Soient a€D
et be D; pour que ab € R(a) n &(b) , il faut et il suffit que R(b) n £(a)

contienne un idempotent. Alors :

ak(b) = %(a)b = %(a) ®(v) = %(adb) .

(a) Condition nécessaire. - Supposons que ab € R(a) n ﬁ(b) 3 i1 existe alors

6, €8, b6,€40, Yy € r, Y, €T tels que
§, a = ab 3 62 ab = a
Yy b = ab ; Yo ab=>b ,
Appliquons le lemme de Green généralisé ; 5§ = 52lﬁ(ab) applique £(ab) sur

£(a) en respectant R . Puisque b € R(b) et que ab € £(b) , 6, b appartient

donc & £(a) n R(b) . De plus, si 5? 51|ﬁ(a) , alors

e

oo % oo _ ¥
8 85 = ee(ap) 5 81 = eg(a)

Mais @

2
61(62 b) 51(52 b5, b) = 6, bed, 5, D

I

8, beb , car £(b) = £(ab)

(62 Yo ab).b

(y2 85 ab) b

1]

(yz a).b
=Y, ab

2
51(52 P) =D .



13=09

Dtou, s, 8, (s, v)? = 6, b . Par ailleurs :

2
5, 61(62 b)

5, 61(62 b.5, b)

62 b.62 61 62 b

Il

2
5, beby b = (5, b)

2
et donc
2
(6,0)"=6,0.
ﬁ(a) n R(b) contient donc 1'idempotent 62 b .

(b) Condition suffisante, - Supposons réciproquement que £(a) n R(b) contienne

un idempotent e . Par conséquent, e est élément de R(b) , et il existe s€ A ,

8' € A , tels que
ge =b 3 ' b=e .

8% = 5|e(a) est une bijection échangeant e et b . Elle applique £(e) = £(a)
sur £(b) , et respecte ® . De plus, e appartient & £(a) : il existe donc ver

tel que a =+ve . D'ol
ae = (ye)e
2
=0Ye

ae:ye=e.

Alors :
6* a = 5*(ae)
= as" e (car e € £(a))
= afe
6* a =ab .

Donc ab appartient a £(b) . 6* respecte R, d'ol a R ab . Finalement,
ab € ®R(a) n &(b) .

(e) Supposons que £(a) n ®(b) contienne un idempotent e , et soient =x € ¥(a) ,

vy € #(b) . Alors e € £(x) n R(y) , et donc xy € £(y) n ®(x) , d'aprés ce qui pré-
c2de. Mais

£(y) n ®(x) = £(b) n Ra) = %(ab) ,

et donc

%(a).8(b) < %8(ab)
Puisque e € R(b) , il existe § e o tel que
ée =Db ,

* X
5" = §|2(a) applique %(a) sur ®(ab) d'apwds le lemme de Green généralisé,

d'ou
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s(x(a)) =%(ad) .
Soit x € £(e) ; il existe y € I' tel que x =vye , d'ol,
xe = (ye)e = yez
e =ye =X .

e est dlément neutre 3 droite de £(e) = £(a) , et a fortiori & droite de #(a) .

Soit x € ®(a) :

sx = §(xe)
= X§e
X = xXb .

D'olu
#(ab) = s(%(a)) =#(2) v .
On démontrerait de méme que %(ab) = a®(b) . Finalement :
#(ab) = ak(v) = #(a) b
a¥(b) < %(a) %(b)
K(a) b K(a) R(b)
®(a) ®(v) < #(ab) .
D'ou, ak(b) = bk(a) = %(a).%(b) = ®(adb) .
La proposition 3.1.1 va nous permettre de caractériser les ¥-classes contenant

un idempotent,

PROPOSITION 3.1.2. = Toute #-classe contenant un idempotent est un sous-groupe

de D . C'est un sous-groupe maximal si By S A, FO csT .

Puisque la ¥-classe considérée contient un idempotent e , c'est un sous-demi-
groupe de D d'aprés la proposition 3.1.1. Soit maintenant x élément quelconque
dc #(e) $s X Re et xL e, et il existe donc 61 €A, 62 €A, Yy el ,

Y, €T, tels que

Alors
ex = e(51 e) = §, e
ex = §, e =X

2
xe

(Yl ee = vy ©
xXe = Y, e = X .

e est élément unité de #(e) . D'aprés le lemme de Green généralisé, 5g=52lﬁ(e)
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applique #%(e) sur elle-mlme, et par conséquent, 6, © appartient a %(e) . Or :

bpe =08, ¥, T =y, 8, E=y, €@
et
x(62 e) = 52(xe) =6, x=¢e
(62 e)x = (Vz e)x = yz(eX) = Vz(x) = e

%(e) est donc un groupe. Comme e € ¥(e) , %(e) est compris dans le sous-

groupe maximal Ro(e) o Si AO S A et FO &I, alors KO c® , et donc
Ro(e) c k(e) .

D'ou 1'égalité, puisuge 1l'on a toujours #(e) < Ro(e) .

COROLLAIRE 3.1.3. — Soient a e D et be D ; pour que abe ®(a) n £(b) , il
faut et il suffit que R(b) n £(a) soit un sous—groupe de D .

Examinons encore quelques propriétés multiplicatives.

PROPOSITION 3.1e4. — Soient aeD, ate€eD, beD, b'eD tels que afa'
et bRD'" ., Alors ab® a' bt .,

Si afa' et b Rb', il existe Yq er, Y, € r, 51 €A, 52 € A tels qu

Y, &= at 5 ¥, a' =a

5, b = Db' ; 62 b!

b .
1

On en déduit

ab = (Y2 al)b = yz(a' b)

a' b= (y, a)b =y (ab) ,
1 1
ie €6e ab £ a' b . De méme,
t 1y = ot v) — [N}
a' b =a'(s, b') = 5,(a b')
a! b!' = a'(a1 b) = él(a‘ b) ,

i. es a' b Ra' b' ., D'ou ab ® a' b' .

PROPOSITION 3.1.5. = Pour tout a € D et pour tout b e D, £(a) Rb) c O(ab) .

Si £(a) n ®(b) contient un idempotent, alors 1'égalité a lieu.

La premidre partie découle immédiatement de la proposition 3.1.4. Supposons main-

tenant que &(a) n R(b) contienne un idempotent e : e2 =¢e , et donc
e € £(a) R(p) ,

et, par voie de conséquence, & ®(ab) . Soit alors x élément de ®(ab) =®(e) .

I1 existe y € D tel que
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x=y (&)
y=e (R) .
On peut donc trouver Yy € r, Y, € r, 61 €A, 52 € A tels que
Yy E=T 5 Y,V =X
61 y=¢e3 62 € =Y .
Alors,
X=y,¥ = y2(ey) (car ey = e62 e = 52 e =7y)
= yy(e) ¥
= (v, 8, ¥y
= (6, v, ¥)y
= (s, ¥y

Par construction, y e R(e) = R(b) . D'aprdés le lemme de Green généralisé, 61

applique £(y) sur £(e) = £(a) . Donc 8, x € £(a) ; et finalement, x appar-
tient & £(a) R(b) , d'ou 1'égalité.

3.2. Groupes de Schiitzenberger.

PROPOSITION 3.241. = Pour une #-classe H , contenant un idempotent, le groupe

de Schiitzenberger

gauche associé & H est le groupe des translations & gauche de

a
H , et, de plus, 'fHaﬁxAH .
Soit e 1'idempotent de D appartenant & la HX-classe H , et soit Th le
groupe de Schiitzenberger & gauche associé & H . Soit finalement Q'e Tﬁ .
ve =h ,

et he H par définition. On définit einsi, puisque fH

une bijection entre H et f"’H - Soit alors v, , définie par

est simplement transitif,

: * _
(v xeDd) = Y, X = hx
Yn H=hH =H puisque H est un groupe. De plus,

(v xen) y, x=hx

I

(Fe)x

y(ex)
Y, ¥ =X (car e est unité de H).

Si donc §£ = yth , alors ;L =v , et donc §£ € fﬁ . Soit alors ¢ 1l'applica-
tion de H dans TH s définie par

(v h e H) ¢(n) =¥,



13-13

clest une bijection, et de plus :

(t e B)(V b' e H) , y(hah') = N30 =¥, Yor = Ypo¥pr
= y(n) y(n*) ,

ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 3.2.2. - Deux sous—groupes #(e) et #%'(e') , compris dans une m&me

®-classe, sont isomorphes.

Ce corollaire découle immédiatement des propositions 2.2.5 et 3.2.1.

3.3. Eléments réguliers et éléments pseudo-réguliers,

Rappelons qu'un élément a d'un demi-groupe S est régulier au sens de von
NEUMANN s'il existe x e S tel que

axa = a e«
Nous allons étudier, dans ce paragraphe, une autre définition des éléments régu-

liers, faisant intervenir les opérateurs de Green tels que nous les avons définis.

DEFINITION 3.3.1. = Un élément a de D sera pseudo-régulier s'il existe un

élément x de D tel que : axa = a (%) .

Remarquons que tout élément régulier au sens de von NEUMANN est pseudo-régulier.
Si 1'on fait 1'hypothése supplémentaire que AO A, FO €T, on peut caractéri-

ser les éléments pseudo-réguliers de fagon précise.

PROPOSITION 3.3.2. - Si AySA, ToeT, alors, pour qu'un élément & de D

soit pseudo-régulier, il faut et il suffit que sa R-classe et sa £-classe con-

tiennent chacune un idempotent.

Supposons tout d'abord que a € D soit pseudo-régulier. Il existe alors, par dé-

finition, un x € D tel que axa # a . Il existe donc §e€ A et ye T , tels que:
6(axa) = a; v(axa) =a.
Remarquons que +y(a) = §(a) . De plus :
x(a)

y(axa) = (ya)xa .

xa

a

Puisque FO ST , la translation & gauche par x , élément de D , appartient 2
I' 5 de m8me, la translation & gauche par a appartient & T' , Comme F2 €SI, wa
est élément de I' , et finalement a £ xa . D'aprés le lemme de Green, & applique

£(a) sur £(a) , et donc 8(xa) = x8a appartient 3 £(a) . Or :
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(xsa)2 x(8a) x(sa)

Il

x(ya) x(&a) (car va = sa)
x[ (va) x(s2)]
xy8(axa)

]

= xay(axa)
= xég .

£(a) contient donc 1l'idempotent e = x§a . On montrerait de mBme que R(a) con-
tient 1l'idempotent f = (ya)x . Supposons réciproquement que R(a) et £(a) con-
tiennent respectivement les idempotents e et f . Alors il existe 8 € A ,

e A, yeT , tels que
On en déduit aussitdt

8% = 5|8(a) applique £(a) sur £(e) , et donc &f appartient & £(e) , i. e.
a D . De plus,

a(&f) a= 6(af).a

(6a)a

i

ea
&(6f) a = 8 o
a est régulier, donc pseudo-régulier.

COROLLAIRE 3.3.3. = Si AO S A, FO &I, alors a est régulier si et seulement

s'il est pseudo-régulier.

En effet, si a est régulier, il est pseudo-régulier. Mais si a est pseudo-
régulier, R(a) et £(a) contiennent chacune un idempotent ; d'aprés la deuxiéme

partie de la démonstration précédente, a est alors régulier.

Nous verrons une application de ce corollaire lorsque nous examinerons le cas

particulier du semi-groupe des endomorphismes d'une algébre abstraite,

COROLLAIRE 3.3.4. = Pour que a , élément de D , soit régulier (au sens de von

NEUMANN), il faut et il suffit qu'il existe x é&lément de D » tel que axa %, a .

C'est l'application du corollaire précédent au cas particulier A = AO s, I'=T

3.4. Inverses généralisés.

Rappelons que les éléments a et a' de D sont dits inverses généralisés si

l'on a: aa' a=a; a' aa' =a' . On a alors la proposition suivante :
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PROPOSITION 3.4.1. - Si bysh, Topsl ,etsi a et a' , éléments de D ,

sont inverses généralisés, chacune des deux HX-classes £(a) n R(a') et £(at)nR(a)

est un sous-groupe maximal d'élément neutre e = aa' et f = a' a respectivement.

En effet, d'aprés 1'étude des relations de Green classiques ﬂo ’ EO , On sait
que si a et a' , éléments de D , sont inverses généralisés, chacune des deux
Eo—classes ﬁo(a) n Ro(a') et Eo(a') n Ro(a) est un sous-groupe maximal d'élé=-
ment neutre e = aa' et f = a' a respectivement. Puisque By & D, FO cr,
elors RO SR, EO S £ . Les deux ZX-classes £(a) n R(a') et £(a') n R(a) con-
tiennent donc respectivement les idempotents e et f . D'aprés la proposition

3.1.2, ce sont des sous-groupes maximaux de D (donc des %O~classes).

PROPOSITION 3.4.2. - Si un élément a de D est tel que sa R-classe contienne

un idempotent e , et sa f£-classe un idempotent f , alors a posséde un inverse

généralisé a' dans £(e) n R(f) , et a' est unique dans £(e) n R(f) .

(a) Cas particuliers. = C'est le cas o a =e ou a =Tf , Prenons par exemple

a=7f . Alors, R(a) = R(e) = R(f) , et donc il existe 51 €A, 52 € A tels que

61 e =1 3 6, f =e .

On en déduit :

ef = 951 e = 51 e =°f
fe = f62 f = 62 f2 =e .
Alors :
e = e2 = efe
£ = £° = fef .

Mais, f =a , d'oh, eae =e , aca =a , et a posséde un inverse géndralisé.

(b) Cas général. - Si a #Fe et a#f ,alors aRe et af f , Il existe
donc €A, 6'ehAh, yel', y'eTl tels que :

e = ga 3 a=§'e

f

]
<
)
)
]
<
Hy
[ ]

On en déduit
ea = a ; af = a .

Soit slors at = (6f)e « On a

a' = (sya)e = (ysa)e

(i) (ve)e

a' =wve .
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Par ailleurs :
y' a' =y'(sf)e

(y' 8f)e = (sy"' f)e

Il

(i1)

(sa)e
'Y'a'=e.

D'aprés le lemme de Green généralisé, vy applique R(a) = R(e) sur R(f) :
dtaprés (i), a' appartient donc & R(f) . (i) et (ii) prouvent, de plus, que a'

appartient & £(e) . a' est donc un élément de £(e) n R(f) .

(c) Unicité, — Soit a" dans £(e) n R(f) tel que l'on ait

aaa=a3; a" aa" =a" .
a"e £(e) , et donc a" e = a" . De mlme, a"e R(f) , et fa" =a' . D'ou
aa" aa!' = aa' =e¢
= aa" @ = aal ,

i. e. aa" =-e ., De la méme fagcon, a" a=7°f .

Alors

a' aa' = a' = a' e

at aall

Il

fa = a" ,
et finalement at' = a" ,

En faisant A = AO , ' = FO y et en combinant la proposition 3.3.2, et la propo-

sition 3.4.2, on obtient la propriété bien connue :

COROLLAIRE 3.4.3. - Tout élément régulier posséde au moins un inverse généralisé.

En conclusion, il semble bien que toutes les propriétés d'un demi-groupe reposant
sur le lemme de Green soient susceptibles d'étre étendues 3 1'aide du lemme de

Green généralisé,

4. Cas particulier du demi-groupe des endomorphismes d'une algdbre abstraite.
MMNMMMMNW\M'M\MM\WWW

4.1. Rappels sur les algdébres abstraites.

Une algebre abstraite 9 est un couple noté (A y §) , ob A » support de o ,
est un ensemble non vide, et % une famille d'opérations, définie de la fagon sui-
vante : on considére, pour tout entier n > 0 , une famille Sn y éventuellement
vide, d'applications du produit cartésien A" dans A . Chaque f de Sn sera

appelée opération & n variables, une opération & O variable consistant & dési~

gner un élément a de A . On pose alors,
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s =lJn€N 3n *

Une sous~algébre B de YU est un couple (B , 5) tel que B est une partie

non vide de A , stable pour chacune des opérations f de & , On montre que la
famille des sous-algébres de 9 forme une famille de Moore, Une congruence C de
9 est une équivalence de A telle que, pour toute opération f de & & n va-

riables, et pour tout systime (x1 RPN ARSI T yn) de A , l'hypothése

pour tout i =1, 2, «4o , 1, X, =¥y ) ,

entratne

f(xl ’ X2 9 see xn) = f(yl y Y2 9 eee yn) (C) .

(A, 5) et g =(a', %) ; s'il existe

une bijection entre les deux familles d'opérations § et &% , conservant le nom=—

Soient deux algébres abstraites U

bre des variables des opérations, U et &Y' seront dites de mBme type, et on ne
distinguera pas en général $§ de &' ., Les classes d'algebres, dont il sera ques-

tion dans ce qui suit, sont des classes d'algebres de mdme type.

Si g=(A, %) et U =(A', 5') sont deux algdbres abstraites de méme type,

une application de A dans A' sera un homomorphisme de & dans #' , si,
il

pour toute f de $ & n variables, et pour tout n-uplet (x1 » Xy g5 see Xn)

n
de A", ona

nf(x1 N ST xn) = f(nx1 » TR, s eee g nxn) .

Un endomorphisme de % sera un homomorphisme de Y dans ¥ . Nous désignerons

- par H(m) le semi-groupe des endomorphismes de # . Si 1 est un homomorphisme de

Y dans YU' , l'image S de U par 1T sera définie par

n

Sp=rew (Bxew) , y=m};

STl est une sous-algébre de ' . A 1l'image Sﬂ de T , on fait correspondre dua-

lement sa congruence nucléaire ﬂ“ , définie par

(x=y (nn))<———->(rpc =Ty) .

Nous dirons que 1 est un endomorphisme vectoriel & droite, s'il existe une

sous-algébre & de Y telle que 1l'on ait
i[4 (% = u b8 ’B = 8 °

Si 1'on désigne par ' 1'ensemble des endomorphismes vectoriels & droite, on

démontre que

(e e (@Quen) 7 =n),

m

oi Q est l'ensemble des idempotents de H(Y) . De facon duale, nous dirons que 1)

est un endomorphisme vectoriel & gauche, s'il existe une congruence C de Y

telle que 1'on ait

C(Sﬂ) =9, elsn = slsn .
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Si ¢" est l'ensemble des endomorphismes vectoriels & gauche, on montre que

(neymM&e>((3we ), %l=sw).

4.2, Opérateurs de Green et relations de Green généralisées.,

Considérons l'ensemble des applications de A dans A : clest un demi-groupe

D(4) 3 H(Y) est un sous-demi-groupe de D(4a) .

Définissons deux ensembles A et T d'opérateurs de Green pour D(A) . Pour ce
faire, considérons les deux ensembles des translations respectivement & droite et a

gauche par les éléments de D(A) ; on a la proposition suivante @

PROPOSITION 4.2.1. — Soient ¥ = (A , §) wune algdbre abstraite, H(Y) 1le demi-

groupe des endomorphismes de o , D(A) le demi-groupe des applications de A

dans A . L'ensemble des translations respectivement & droite et & gauche par D(4)

constitue un couple de Green pour H(ﬁ) .

Soient en effet ¢ f wune opération n-aire de & , (x1 ’ x2 g oee o xn) un
élément de A" s» T un endomorphisme de U . Soient enfin § wune translation a
droite de D(A) telle que &M e H(Y) , vy une translation & gauche de D(A)
telle que v7 € H(m) o I1 s'agit de montrer que +§7 est un endomorphisme de % .

Nous noterons ¢ 1'application identique de A dans A . Alors :

oy = &y(en)
s(y(e)em)

6(Y(e).n.e)
Y(e).ﬂ.6(e)

et
(sym) f(x1’X2""’Xn) = (e) M8(e) f(xl o S xn)
=v(e) 8(n) £(x, , %, you0y %)
=v(e) £(s(M) x, , 8(n) %, ,.uu, () x)
= v(e) £(nele) = , m(e) x, yuue, Mole) %)

= y(e) nf(6(e) X s 5(e) X, peees s(e) xn)

Y(n) f(ﬁ(E) xl ’ 5(8) XZ gecey 6(5) xn)

£y(n) 8(e) x5 v(M) 6(e) %5 4eeey v(n) 8(e) x,)

(5Yn) f(xl ’ X2 geeey Xn) f(Y(nG(E)) xl ’ Y(n&(E)) X2 ge0ey Y(nG(E)) Xn)

f((Yén) xl s (Yén) X2 gecey (st) Xn) )

ce qui achéve la démonstration. Puisque D(A) est un demi-groupe unitaire, et que
deux translations respectivement & droite et & gauche commutent toujours, les con-~

ditions (i), (ii), (iii), (iv) sont donc réalisées.
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Cherchons & caractériser alors les équivalences de Green généralisées associédes &

ce couple d'opérateurs.

PROPOSITION 4.2.2. - Sur H(Y) , on a :
(& e)e=s(ln) = 1g)) 5 (ng, el ((nl = (gl)
MRg) (s, =5); (negesH =) .

Le résultat est évident pour ﬁo et EO .51 M RE, il existe alors deux ap-

plications f, 6 et f2 de A dans A telles que :

1
| N=8f 5 &=7¢,.

On en déduit immédiatement : S,n = 3. . Réciproquement, si deux endomorphismes de
g, N et g , sont tels que Sﬂ =S, , alors il existe (moyennant 1'axiome de

g

choix) deux applications fl et f2 telles que 1) = §f1 y E = ﬂfz .

On ferait un raisonnement analogue pour £ , et 1'égalité des congruences nu-—

cléaires.

De 1'étude générale on déduit que R et £ commutent, et que d'autre part elles
vérifient le lemme de Green généralisé ainsi que ses conséquences ; entre autres,

on a le résultat suivant.

PROPOSITION 4.2.3. = Un endomorphisme 1| de 9 est régulier si et seulement

s'il existe un endomorphisme € de ¥ tel que :

Cette proposition est conséquence directe de la proposition 3.3.3.
PROPOSITION 4.2.4. = y' n 4" = 8.(q) .

En effet, d'aprés la propesition 3.3.3, un endomorphisme de 9 est régulier si,

et seulement si, il est pseudo-régulier. Or l'ensemble des réguliers est ®O(Q) .

D'autre part, d'aprés la proposition 3.3.2, un endomorphisme de Y est pseudo-
régulier si, et seulement si, sa £-classe et sa R-classe contiennent chacune un

idempotent. D'ou :
£(@) n R(Q) =0,(Q) =y ny" .

Cette étude est loin d'8tre exhaustive, et nous pensons que beaucoup d'autres
propriétés pourraient 8tre découvertes & l'aide de ces relations de Green générali-

sées. Par exemple, la propriété suivante.

PROPOSITION 4.2.5. - Pour que TE appartiemne & ®(7) n £(g) , il faut et il
suffit que : N _|S_=8&|s_; N (s.) =g .

Dtaprés la proposition 3.1.1, si Tg € R(7) n £(g) , il existe we 0 tel que
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n.ls. = &ls n.(s.) =9 .
ﬂl 3 | g’ "NE

Réciproquement, si ces égalités sont vérifiées, alors il existe w € Q tel que
ﬂn =%, Sg =5, . D'aprés 3.1.1, alors TE € R(M) n £(g) « On a comme corollaire
immédiat de cette propriété, que, pour que TE soit un automorphisme de U , il

faut et il suffit que 1 soit surjectif, € injectif, et que

nn(sg) =9 3 nnlsg = slsg .
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