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Séminaire DUBREIL 12-01
(Algdbre)
25e annde, 1971/72, n° 12, 21 p. 17 avril 1973

DEMI-GROUPES DUAUX

par Alain GERENTE

1. Introduction.

La notion d'anneau dual a été introduite par R. BAER [1], I. KAPLANSKY [7], et
plus tard développée par F. BONSALL et A. GOLDIE [2], ainsi que par K. G. WOLFSON
[13]. Une extension de leurs résultats et les connections avec la théorie des an-

neaux normés sont données dans le livre de NAJMARK [9].

Les notions introduites dans ces articles utilisant seulement les propriétés mul-
plicatives des éléments de 1l'apneau, il semblait naturel de demander comment ces
résultats pouvaient &tre étendus & la théorie des demi-groupes. Stefan SCHWARZ a
été le premier & étudier les demi-groupes duaux [11] ; il a démontré, en particu-

.

lier, qu'un demi-groupe complétement O-simple est dual si, et seulement si, il est

[0

’
inverse ; mais la majorité des résultats intéressants de son article ont été obtenws
en imposant des conditions assez restrictives (par exemple, le demi-groupe étudié

ne posséde pas d'idéaux nilpotents).

L'étude des demi-groupes duaux sans idéaux nilpotents a été poursuivie par
NUMAKURA [10] dans le cas compact, et récemment dans le cas général par KRAJNAKOVA
[8]. Plus récemment encore, Stefan SCHWARZ s'est rendu compte que la majorité des
résultats obtenus précédemment étaient valables dans le cas général [12]. Nous don-
nons ci-dessous (lemmes 1 & 4) un résumé de 1'essentiel des propriétés connues qui
Permettront au lecteur de se faire une idée assez précise de la structure d'un
demi-groupe dual aprés les travaux de Stefan SCHWARZ. Nous renvoyons a [12] pour la

démonstration de ces lemmes.

Soient S wun demi-groupe avec zéro, A une partie non vide de S . Nous définis-
sons 1l'annulateur & gauche de A , £(A) , et l'annulateur & droite de A , r(a),

par les propriétés suivantes :

2(4) = {xes; xa=0}, r(a)

{xes; ax=0},

2(A) (resp. r(A)) est un idéal & gauche (resp. & droite) , et si A est un

idéal, £4(a) et r(A) sont des idéaux. On peut établir facilement les résultats
qui suivent :

(a) acsr(e(n)), asi(x(n)) .
(b) (AcB<ssS) implique (r(B) c r(a) et £(B) < 2(a)) .
(c) Si I est un ensemble non vide d'indices, et (Ai) une famille de sous-

iel
ensembles non vides de S , alors

20U a) =Ny a(a) et =(Upa) =N o ox(a) .
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En particulier, si L (resp. R) est un idéal & gauche (resp. & droite) 'de s,
2(r(1)) (resp. r(2(R))) est un idéal & gauche (resp. & droite) de S contenant
L (resp. R) .

Un demi-groupe avec zéro, et non réduit & {0} , est dit dual si, pour chaque
idéal & gauche L de S , nous avons 4£(r(L)) = L , et, pour chaque idéal & droite

R de S , nous avons r(z(R)) =R .
On déduit facilement que :

() Soient S un demi-groupe dual, I un ensemble d'indices, I # ﬁ , (Li)ieI

(resp. (Ri)ieI) une famille d'idéaux & gauche (resp. & droite) de S . Alors

?(Nyer L) =Ysep o(1y)  (respe 200, 1 Ry) = U 2(R,))

Soient S un demi-groupe dual, G (resp. D) 1'ensemble de tous les idéaux &
gauche (resp. & droite) de S ; en introduisant les opérations N et U, on
voit que G et D sont des treillis complets ; l'application bijective de G sur

D, quia LeG associe r(L) € D, a les propriétés suivantes :

I‘(U Li) =0, I‘(Li) et rmiEI Li) =U

iel I‘(Li) g

iel iel
d'ou les treillis complets G et D sont complétement anti-isomorphes ; l'ensem—
ble des idéaux de S est clairement un sous-treillis complet de G et de D ; or
si M est un idéal de S , il en est de méme de r(M) ;s donc le sous-treillis com-

plet des idéaux bilatéres de S est anti-isomorphe & lui-méme.

Nous rappelons qu'un demi-groupe S avec zéro est dit réunion O-directe de

demi-groupes Si , 1 €I, si

s =U S. et S.n8S, =28,
i J

iel i S, =1{0} pour i#3j (1 €I, jeI);

|
il est clair que chaque Si est un idéal de S , donc nous pouvons parler de réu-

nion O-directe d'idéaux.

Le lemme ci-dessous découle de [12] (p. 462-464, et lemme 4.1).

IEMME 1. - Soit S un demi-groupe dual :

(a) 4(8) =x(s) =0 ;

(b) Soit a un élément de S , alors a appartient & Sa n aS j donc Sa

(resp. aS , SaS) est 1'idéal & gauche (resp. a droite, bilatdre) de S engendré
par a ;
(e) Chaque idéal & droite I de S contient un idéal O-minimal & droite (sauf

si I= {0} ), et est contenu dans un idéal maximal & droite (sauf si I=85) ;

(d) Chague idéal T de S contient un idéal O-minimal (sauf si I = {0} ), et

est contenu dans un idéal maximal (sauf si I =38 ) 3

(e) Chaque idéal O-minimal d'un c8té est contenu dans un iddal O-minimal, et

chaque idéal maximal d'un cdté contient un idéal maximal ;
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() Si L est un idéal O-minimal (resp. maximal) & gauche, (L) est un idéal

maximal (resp. O-minimal) & droite ; résultats analogues en permutant gauche et

droite 3

(g) Si M est un idéal O-minimal (resp. maximal) , £(1) et r(M) sont des

idéaux maximaux (resp. O-minimaux) H

(h) Soit §=U, . S, wune réunion O-directe d'idéaux S, ; S est dual si, et

seulement si, chaque Si est dual.

Dans le reste de cet exposé, £, R, % , ® et J désigneront les équivalen-
ces de Green sur le demi-groupe dual S ., Si x est un élément de S , nous note-
rons L, R_, i , D , J_, respectivement, la f-classe, la R-classe, la
#=-classe, la @-classe et la J-classe de x dans S .

Le lemme 1 (d) montre que tout demi-groupe dual S contient des idéaux maximaux
puisque, par définition, S n'est pas réduit & {0} ; nous noterons désormais S~
1'intersection des idéaux maximaux de S ( S™ est non vide, car O € 5™ )e En uti-
lisant les résultats d'un article de GRILLET sur les intersections d'idéaux maxi-
maux [ 6], S. SCHWARZ établit les résultats suivants (voir [12], lemme 3.1 pour (a),
lemmes 2.1, 2.2, 3.3 et théordme 3.12 pour (b), théordme 3.11 pour (c), théordme
3.10 et lemme 3.13 pour (d) et (e)).

LEMME 2. - Soient S wun demi-groupe dual, S* 1'intersection des idéaux maxi-

maux de S , et E 1l'ensemble des idempotents de S .

(a) $* ne contient pas d'autre idempotent que O ;

(b) Chaque J-classe contenue dans S \ S* contient un idempotent et le produit

de deux J-classes distinctes de S\ S est égal & {0} ;

(c) Le produit de deux idempotents est toujours O ;

(a) s = LgeE Se = UfeE fS ; de plus si e et f sont deux idempotents dis-

tincts Se n 3f = eSS n fS = {0} ;

(e) Soit e un idempotent non nul de S ; Se (resp. eS) contient un idéal

O-minimal & gauche (resp. a droite) unique ; en outre @

r(Se):{UffS; feE, f#£e}, ﬁ,(eS):{Ufo; feE, f#e}.

Soit e un idempotent non nul de S dual s on note L (resp. R) 1t'idéal O-
minimal & gauche (resp. & droite) unique contenu dans Se (resp. eS) , Soit Je

la J-classe de e (nous verrons ci-dessous (lemme 5), que c'est en fait une ®-

\
classe) ; on pose

SEa=Uf(Sf: feEnJe) et EO[S=Uf(fS: fEEnJe).

Nous avons les résultats suivants (voir [12] paragraphe 6).
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LEMME 3.

(a) SE,, (resp. E, S) contient un seul idéal O-minimal M (resp. N) , et

M=1L1S (resg. N = SR) est exactement la réunion de tous les idéaux O-minimaux &

gauche (resp. & droite) contenus dans SEQ (resp. Ea s) .

(v) Ses (qui contient évidemment SE et B, S) contient un seul idéal O-

minimal si, et seulement si, SEQ = Ea S .

Le reste de 1'article [12] est consacré & la recherche de conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un demi-groupe dual soit réunion O-directe de demi-groupes

duaux d'un certain type (théordmes6.2, 6.3, 6.8, 6.9).

Remarquons qu'un demi-groupe dual possdéde toujours au moins un idéal O-minimal &
gauche et au moins un idéal O-minimal & droite (lemme 1 (c)), donc un demi-groupe
dual O~-simple est compldtement O-simple ; comme la structure d'un demi-groupe
compldtement O-simple dual est connue ([11] théordme 3.9), nous obtenons le lemme

suivant,

LEMME 4, - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(A) S est un demi-groupe dual O-simple ;

(B) S est un demi-groupe dual complétement O-simple ;

(¢) S est un demi-groupe compldtement O-simple et inverse ;

(D) S est un demi-groupe de Brandt,

Aprés la parution du dernier article de Stefan SCHWARZ, il était possible d'avoir
une idée trés précise sur la structure de S/Sx , mais ce qui se passe dans s*
restait en grande partie inconnu (en dehors des propriétés énoncées dans le lemme

1 et le lemme 2).

Nous nous proposons d'exposer ici une partie des résultats que nous avons obtenus

. 7 . X
dans cette voie, et spécialement la structure des ®-classes contenues dans S .

2. Résultats préliminaires.

Soient S un demi-groupe, E 1'ensemble des idempotents de S . E est muni de
la relation d'ordre classique, & savoir e £ f (ee E, feE) si, et seulement
si, ef =fe =e , On dit que S est complétement semi-simple si chacun des fac-
teurs principaux de S est compldtement O-simple ou compldtement simple ([4],

page 32).

Le lemme ci-dessous découle du théordme 2 de [5].

LEMME 5. = Soient S wun demi-groupe, D une ®-classe contenant un idempotent

e minimal parmi les idempotents de D ; alors D est une J-classe, et le facteur

principal J(e)/1(e) est compldtement O-simple ou complétement simple.
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THEOREME le = Soient S wun demi-groupe dual, S™ 1'intersection des idéaux ma-

ximaux de S , E 1'ensemble des idempotents de S ; Alors :

(a) Chaque J-classe, contenue dans S ~ s* , est une ®-classe, et T=S ~ SXU{O}

est la réunion des @M-classes régulidéres de S ;

(b) T est un demi-groupe dual inverse complétement semi-simple ;81 a est un

élément de T , les classes de Green de a dans S et T coTncident ; si x et

y sont deux éléments non nuls de T , xy # O si, et seulement si, LX n Ry con=-

tient un idempotent, et dans ce cas xy € Rx n Ly .

Démonstration.

(a) Soit I wune J-classe contenue dans S s™ ; I contient un idempotent e
(lemme 2 (b)) ; il suit du lemme 2 (c) que le seul idempotent comparable 3 e est
0, et il est clair que O n'appartient pas & I ; d'ou I est une ®O-classe (lem-
me 5) ; comme S* ne contient pas d'autre idempotent que 0 (lemme 2 (a)), T

est clairement la réunion des ®M-classes régulidres de S ,

(b) Soient x et y deux éléments de S ¥ tels que xy # 0 ;3 compte tenu de
(a), il existe un idempotent e dans LX et un idempotent f dans R_ ; alors
Xy appartient & SefS , d'ou e = f (sinon ef =0 d'aprés le lemme 2 (c), et
Sefs = {0} , donc xy =0 ) ; alors e é&tant un idempotent de Lx n Ry , Xy ap-

partient & R_n Ly ([3] théordme 2.17) ; en particulier T est un demi-groupe.

Soit a un élément de S v S*, a est régulier dans S , donc il existe x
dans S tel que a = axa ; s* étant un idéal, il est clair que x appartient &

S \8” s Ce qui prouve que T est un demi-groupe régulier.

Soient a un élément de S~ S* et b un élément de S appartenant a La g i1
existe x et y dans S tels que a=3xb et b =ya S* étant un idéal, x
et y appartiennent & S ~ s , donc la £-classe de a dans T coincide avec la
f~classe de a dans S ; en particulier, T est un demi-groupe inverse puisque
deux idempotents distincts ne peuvent appartenir ni & la méme E-classe de S , ni
4 la mlme R-classe de S d'aprés le lemme 2 (c) 3 T est compleétement semi-
simple d'apres le lemme 5, et si D est une ®-classe non nulle de T sy Du {0}
est un demi-groupe complétement O-simple et inverse, donc dual (lemme 4), et T
dual suit du lemme 1 (h) et du lemme 2 (b).

Le corollaire ci-dessous généralise le lemme 4 puisqu'un demi-groupe O-simple
est évidemment semi-simple, c'est-a-dire un demi-groupe dont tout facteur principal

est simple ou O-simple.

CCROLLAIRE 1.1. - Soient S wun demi-groupe dual, Ss™ 1'intersection des idéaux

maximaux de S . Les propriétés suivantes sont équivalentes @

(A) S est semi-simple ;

(B) S est complétement semi-simple ;




12-06

(c) s™ = {0} ;

(D) 8 est O-simple dual ou réunion O-directe de demi-groupes O-simples duaux.

Démonstration.

(B) =>(A) est immédiat.

(A)==%>(C) ¢ supposons s* non réduit i {0} ; alors s* contient un idéal O-
minimal de S, I (lemme 1 (a)) ;s mais I contient un idéal O-minimal & gauche
de S et un idéal O-minimal & droite de S (lemme 1 (c)). Supposons 12 4 {o} ,
alors 12 =1, et I est un demi-groupe O-simple contenant un idéal O-minimal a
gauche de lui-m8me et un idéal O-minimal & droite de lui-m&me ([ 3] théordmes 2.29
et 2.35) ; alors I est compldtement O-simple, donc contient un idempotent non
nul, ce qui est en contradiction avec I €S et le lemme 2 (a) ; donc 1° = {o} ,
et le facteur principal associé & un élément non nul de I est ni O-simple, ni

simple, ce qui entraine S non semi-simple.
(¢) = (B) suit du théordme 1 ;
(¢) =» (D) suit facilement du théoréme 1 ;

(D) ==;x(C) ¢ si S est réunion O-directe de demi-groupes O~-simples duaux Si ’
ieI, coome chaque Si est régulier (1emme 4), S est clairement régulier, donc

S = {0} da'aprés le théordme 1 (a).

Remarque 1. - Si s™ # {0} , nous avons vu qu'il existait un idéal nilpotent I
de S contenu dans S~ , on en déduit facilement qu'un demi-groupe dual est sans
idéaux nilpotents si, et seulement si, s* = {O} . Le théortme 1 (b) qui donne la
structure d'un tel demi-groupe, permet de retrouver l'essentiel des résultats de

NUMAKURA [10] et KRAJNAKOVA [8].

Remarque 2. - Apreés lecture du corollaire 1.1, on peut se demander si, dans un
demi-groupe dual, tout facteur principal O-simple est complétement O-simple 3
nous donnons ci-dessous (corollaire 2.1) une réponse partielle a cette question ;

la réponse compléte n'est pas connue.

THEOREME 2. - Soient S un demi-groupe, a un élément de S ; alors les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

() ag a2 H

2
(B) aRa 3

(C) la #-classe de a est un groupe.

Démonstration. - Soit a un élément de S ~ S* tel que a R a2 3 i1 suit du

théortme 1 qu'il y a un idempotent unique e dans la R-classe de a ; ea=a,
N 2
d'ou a” = aea 3 comme a R a2 » 11 existe x dans S tel que a = a2 x = (ae)(ax);

alors a R ae . La @-classe de a é&tant régulidre, il existe un idempotent f

dans la f£-classe de ae , Lae 5 Se étant un idéal & gauche est réunion de £~
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classes ; alors Se , contenant ae , contient £ , et fe = f , ce qui n'est possi-

ble que si e = f , d'aprés le lemme 2 (¢) 3 aRae et e idempotent de Lae

donc ae appartient a Ra n Le , et il suit

~e

entratnent que ae appartient a He
du théoréme 2.17 de [ 3] que L, n Ry

]

Ha est un groupe.

Soit maintenant a un élément non nul de S~ (si a est nul, 1'équivalence de
(4), (B) et (C) est immédiate) tel que a R a° s d'ou aS = 2°s (lemme 1 (b)) ;
aS n'est pas réduit & {0} puisque 2(8) = {0} (lemme 1 (a)) ; de plus,

2(asS) n sa = {0} ,
car s'il existe un élément y de S tel que ya.aS = {0} , nous avons
{0} = ya2 S = yaS
et ya =0 suit du lemme 1 (a).

sont deux idéaux & gauche d'un demi-groupe dual, nous avons vu

Or =i L1 et L2

que
(L, n Ly) = x(L) v r(L,) ;
donc 4(asS) n Sa = {0} entratne
S =1r[4(as) n sa] = as u r(sa) ;

comme a appartient & s , aS ¢ s* et r(Sa) 2 8 s ; alors Sae = {0} ,
c'est=-a-dire ae = 0 , pour tout idempotent e non nul de S (voir lemme 2 (a)),
ce qui est en contradiction avec le lemme 2 (d) ; donc la relation a R a° n'est

pas possible,

Finalement comme (C) entratne (B), nous avons prouvé 1'équivalence des propriétés

(B) et (C) ; un raisonnement analogue montrerait 1'équivalence de (A) et (C).

Soient S wun demi-groupe, a et b deux éléments de S ; la relation La < Lb

si, et seulement si, L(a) < L(b) est une relation d'ordre partiel sur l'ensemble

des £-classes de S ; de méme Ra < Rb si, et seulement si, R(a) € R(v) est une
relation d'ordre partiel sur 1l'ensemble des R-classes de S (voir [4] paragraphe

6.6).

COROLLAIRE 2.1. - Soient S un demi-groupe dual, J, (a€e 8, a#£0) une I-

classe telle que le facteur principal associé J(a)/I(a) soit O-simple ; suppo-

sons que Ja vérifie l'une des trois propriétés suivantes :

(a) Ja contient une f£~classe minimale dans l'ensemble des £-classes de S

contenues dans Ja H

(b) Ja contient une ®R-classe minimale dans l'ensemble des R-classes de S

contenues dans Ja H

(e) Ja contient un élément régulier dans S .,

Mors J(a)/I(a) est complétement O-simple.
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Démonstration. — Supposons que Ja vérifie (a), et soit L wune E-classe mini-

male dans l'ensemble des £-classes contenues dans Ja s Lu {I(a)} est un idéal
O-minimal & gauche de S/I(a) ([4], lemme 6.44) contenu dans J(a)/I(a) ; i1 suit
du théoréme 2.35 de [3] que J(a)/I(a) a la structure d'un demi-groupe O-simple
contenant un idéal O-minimal & gauche de lui-m@me. Alors la S£-classe de a dans
J(a)/1(a) contient un sous—demi-groupe non vide ([4], lemme 8.30), donc il existe
un élément b dans La tel que b £ b2 s la HX-classe de b étant un groupe
(théordme 2), J(a)/I(a) contient un idempotent non nul, c'est-a-dire est compldte-

ment O-simple ([4], théordme 8.22),.

On montrerait de m&me que si Ja vérifie (b), J(a)/I(a) est complétement O-
simple, et si Ja vérifie (e), il suit du théordme 1 que J(a)/1(a) est compldte-

ment O-simple,

Un élément a d'un demi-groupe S est croissant & gauche (resp. & droite)
s'il existe un sous-ensemble propre de S , T , tel que aT =S (resp. Ta = s) ;
un élément ne pouvant 8tre croissant de chaque c6té (voir, par exemple, le livre de
LJAPIN sur les Demi-groupes), on dit par simplification qu'un é1ément est croissant

s'il est croissant d'un cbté.

Nous avons vu [ 5] qu'il n'existe pas d'éléments croissants dans les demi-groupes
stables (donc dans les demi-groupes compacts ou périodiques ou complétement semi-
simples) 3 un demi-groupe dual est un nouvel exemple de demi-groupe sans éléments

croissants. Le lemme 6 suit du théoréme 7 de [5].

LEMME 6. —= Soient S un demi-groupe, A l'ensemble des éléments x de S tels

que xS =38 ; si A non vide, A est une R-classe, et l'ensemble des éléments

croissants & gauche de S est la réunion des H-classes contenues dans A qui ne

sont pas des groupes.

COROLLAIRE 2.2. = Un demi-groupe dual S ne posséde pas d'éléments croissants.

Supposons que S posséde un élément a croissant & gauche ; alors il existe une
partie propre de S , T , telle que aT =S ; d'ou a2 T=aS =283 alors a R a2 ’
donc la ®-classe de a est un groupe (théordme 2), ce qui est en contradiction

avec le lemme 6.

3¢ @-classes d'un demi-groupe dual.

Le théoréme 1 nous a permis de localiser le produit de deux éléments de S N S 3
nous allons étudier le produit ab lorsque 1'un des deux éléments a et b ap-
partient & S ~S* (théoréme 4), et préciser ce qui arrive lorsque les deux &1é-

. 7/’ x ’ N
ments sont situéds dans S (théoréme 5).

THEOREME 3., - Soient S un demi-groupe dual, a un élément non nul de S, e et

f les idempotents (uniques) tels que fa = ae = a . Alors @
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(a) L'égalité ao = a (resp. Ga = a) entralne o é&lément de H_ (resp. B

élément de Hf) ;

(b) Soit b un é1lément de la R-classe de a 3 i1 existe deux éléments de S ,

¢c et 4, tels que ac =b , bd =a , et un idempotent unique g tel que bg=b ;

alors e et g appartiennent & la mlme ®O-classe, c appartient & Re n Lg , d

appartient & Le n Rg H

(¢) Soit x un élément de la P-classe de a ; i1 existe deux éléments de S ,

y et z, tels que ya =x , 2zX=a , et un idempotent unique h tel que hx=x ;

alors f et h appartiennent & la méme ®-classe, y appartient & Rh n Lf y Z

appartient a Lh n Rf .

Démonstration.

(a) Supposons d'abord que a soit un élément de S v S s s iddal et ax =a
impliquent alors que o est dans S \ S ; il résulte du théordme 1 (puisque
ax # 0 ) que ax est dans Ra n La (done La = La ), et que La n Ra , c'est-a-
dire la X-classe de ¢« , contient un idempotent ; le seul idempotent de la £-
classe de a étant e (conséquence facile du lemme 2 (d)), o appartient & He .

Supposons maintenant que a soit un élément non nul de Sx s il existe un idem-—
potent unique f' +tel que o soit dans f' S ; si f'# e, a = ay appartient &
Sef'S

et oS € eS, ce qui entratne £(oS) 2 £(es) =U

S0S=0 (lemme 2 (c), en contradiction avec a non nul ; donc e = f!,

(Sf : feE; f#e) d'apres

le lemme 2 (e). *

Pour montrer que 4(aS) = £(eS) , on voit facilement qu'il suffit d'établir 1'éga-
1ité 2(aS) n Se = {0} ; si cette égalité n'était pas satisfaite, 1'idéal & gauche
4(0S) n Se serait non nul et contiendrait un idéal O-minimal & gauche (lemme 1
(c)), qui ne pourrait &tre que l'unique idéal & gauche O-minimal I contenu dans
Se (lemme 2 (e)) ; or Sa < Se et a non nul entratnent, pour les mémes raisons
(lemme 1 (c), lemme 2 (e)), que Sa contient L ; comme ay = a implique =xao=xa
pour tout x de 8 , pour tout y non nul de L , nous avons yg = ¥y et L ne
peut &tre contenu dans 4(aS) ; d'ou 4(o8) = 2(eS) .

Alors t[4(e8)] = r[4(eS)], clest-i-dire oS = €S , et o est élément de la R-
classe de e ; mais aw = a implique aaz =aj o et 02 appartiennent & 1la
méme R-classe ; la HR-classe de o est un groupe (théordme 2), et comme la R-
classe de e contient un seul idempotent & savoir e y « est élément de H, .

(b) Supposons d'abord que a so0it un élément de S ~ S* H s étent un idéal,

on voit facilement que b, ¢ et d appartiennent & S s™ s alors La n Rc
contient un idempotent (théoreme 1) qui ne peut &tre que e (1emme 2 (d)) et

b = ac appartient & Ra n Lc 3 11 est clair que g est 1l'idempotent de Lc = Lb ’
donc ¢ appartient a Re n Lg ; on montrerait de méme que d appartient &

Le n Rg .
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Supposons maintenant que a soit un élément non nul de s” 3 11 est clair que b
est un élément non mul de S ; soit k (resp. h) 1'idempotent unique tel que
ke = ¢ (resp. hd = 4) s comme b = ac = aekc (resp. a =bd = bghd) , 11 suit du
lemme 2 (c) que e=k et g=h ; cobme a=ad et b ="Dbdec, cd appartient a
H et dc & H_ ., Mais eS = Re UA avec A ST s A'aprés la loi de composition
dans S » 8% (théordme 1) et le fait que es*c s .81 e appartenelt &4 A , on
aurait cd dans AS < S S ¢cs” y ce qui est impossible, Donc c¢ appartient & Re ’
et on montrerait de méme que d est dans Rg ; cd n'étant pas nul, cd est si-

tué dans RC n L donc e et g appartiennent & la m8me ®-classe ; de méme,

d ?
dec etant non nul est situé dans Ry N Lc 3 finalement, Ly N Rc = He ’ Lcan=Hg ’

d'ol ¢ est situé dans R nL_ , d dans L nNnR_.
e g e g

Dans le théoréme ci~dessous, il va &tre nécessaire de distinguer si S possdde
ou non un élément neutre, Si un demi-groupe dual posséde un élément neutre d'un
c6té e , on a, par exemple, Se =S , et il suit du lemme 2 (d) que S =Se =eS ,
donc e est neutre et est 1'unique idempotent non nul de S ., Il suit alors du
théoréme 1 que H = Jo =8~ s . Si un demi-groupe dual S ne posséde pas d'é1é-
ment neutre, il suit toujours du lemme 2 (4d) que S possede au moins deux idempo-—
tents distincts et non nuls ; dans ce cas, le théordme 1 nous montre que si e est
un idempotent non nul de S , les ensembles S - (Sx U Le) et S~ (Sx U Re) sont

non vides.

THEOREME 4. = Soient S un demi-groupe dual sans élément neutre, a un élément

non nul de S, e et f les idempotents tels que a = ae = fa , et E 1l'ensem-

ble des idempotents de S . On appelle Te le complémentaire de Re dans S N S™ ’

fT le complémentaire de Lf dans S ~ S~ y et D la @-classe de a . Alors :

(a) fh; heEj; ShnD non vide} est égal & E n De et
{n

~e

he€eEj; hSnD non vide} est égal 3 B nDg;

(b) ar_ = {0}, sk, =R , R(S- s™) = R, U {0} et D(S~8") =Du {0} ;

(c) Ta={0}, I,a= L, (s~ s")La =L u {0} et (s~8)D=Du {0} ;

(a) p= Ly R, =L, R, =1L, aR_ 3

(e) Soit g (resp. h) un idempotent de la M=elasse de e (resg. ) 3 on pose

- X
H= Re n Lg y H = Rh n LT ; nous avons
X

el =R nSg, H a=L nhS et H al =D n hSg .

Démonstration.

(a) Supposons D n Sh non vide (h = h2) 3 DnSh étant réunion de SL~classes,
il existe b dans la R~classe de a tel que bh =b ; donc h appartient a la
@-classe de e (théoréme 3 (b)). Réciproquement, soit h wun idempotent de la ®=
classe de e ; il existe x dans Re N Lh ; alors ax = axh appartient & Shn Ra

(suit de aRe = Ra qui sera démontré dans (b)), et Shn D est non vide,
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(b) i b appartient & la R®-classe de a , il existe un élément ¢ de Re tel
que ac = b (théoréme 3 (b)), donc aR_ 2 R, réciproquement, si x est un 416~

ment de R, il existe y dans S avec xy =e ; alors ax R a, car (ax)y=ae=a

]

gz) contermue dans S \ S° telle

d'oh aR = R_ . Pour toute R-classe Rg (g
que g #e, aRg est contenu dans S8 gS=S 0 S = {0} , d'ou al_ = {0} ; on en
déduit immédiatement

R(S~8) =R u{o} et D(s~5") =Dy {0} .

(c) s'établit d'une manidre analogue.

1l

b, d'ol bR = Rb $ on

(d) 8i b est un élément de L, » il est clair que be o
Ra s coome L,a=L , D=L R en-

en déduit D = La Re et dualement D = Lf
traifne D = Lf aRe .

(e) I1 est clair que all < Ra 3 comme = Sg , &l < SeSg & Sg , dtol aHQRanSg;
réciproquement, si b est un é1ément de Ra nSg , il existe ¢ tel que b = ac ,
d'ol b =bg = acg ; cg appartieat &4 Sg , a R, (théoréme 3 (b)), donc & H
(théordme 1), et aH = Ra n Sg ; nous avons dualement H a = La N hS , Enfin, pour
tout élément x de H, fax = ax , d'ou L. ax = Lax 3 11 suit que i ax:LaxnhS ’

f
d'od H" aH = D n hSg

Si 8 est dual avec élément neutre, pour tout élément a de S , ae = ea = a ,
et les ensembles Te et eT sont vides ; on obtient sans difficulté les résultats

suivants :

THEOREME 4 bis., = Soient S un demi-groupe dual avec élément neutre e , N

le groupe maximal contenant e , a un élément non nul de S , et D la @O-classe

de a ; alors :

(a) Ra = aG

]
2o}
Q

(v) L, = Ga = GL_ 3

(¢c) D=GaG =GD =DG = GDG .

COROLLAIRE 4.1, = Soient S un demi-groupe dual, a un é1ément non nul de S ’

e et f les idempotents tels que a = ae = fa ; on note respectivement H, R,

L, D, la X-classe de a , la R-classe de a » la f£~classe de a , la ®-class

de a ¢

(a) {Ix

x € R} est l'ensemble des £-classes de D ,

“e

(v) {yfR; vye Lf} est l'ensemble des R-classes de D .
(¢) (Hx ; x € Re} est 1l'ensemble des ¥-classes de R .
(a) {yH; ye€ Lf} est l'ensemble des ¥-classes de I ,

(e) {yHx ; yeL.; xe€ R.} est l'ensemble des %-classes de D .
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Si x appartient a Re , ax est élément de R , donc Hx N R est non vide
il suit du lemme 3.15 de [3] que Fx est une X-classe contenue dans R , et que
ILx est la £-classe contenant Hx . Comme aRe = Ra ’ (a) et (c) suivent sans dif=-
ficulté ; dualement, nous obtenons (b) et (d) : (e) s'obtient en combinant (c) et

(d), et en remarquant que, pour tout élément z de L , nous avons ze = 2z .

COROLLAIRE 4.2. - Les ensembles SEQ et Ea S du lemme 3 sont réunion de ®-

classes,
Suit immédiatement du théoreme 4 (a).

THEOREME 5. - Soient S un demi-groupe dual, a et b deux éléments non nuls

de S,et e, £, g, h, les idempotents tels que a =ae =fa , b =gb = bh;

si Da Db n'est pas réduit & {0} , e et g appartiennent & la méme O-classe ;

dans ce qui suit, nous supposerons que c'est le cas, et nous poserons H = De = He

si la @~-classe de e contient un seul idempotent, et ¥ = (Re n Lg) n {0} dans

le cas contraire, Alors :

(a) La Rb = Dab , donc le produit LR d'une E£-classe L et d'une R~classe R

est toujours une ®-classe ;

(v) aRy =R, ; L, b=L, ; al =R b=R L =afb;

(e) Ra Rb an est le saturé par R de aHb ;
L

1]

e

N Ly, = Da b est le saturé par £ de afb
D Db est le saturé par ® de aHb ,
a &L

En particulier tout produit de QR-classes (resp. gg_ﬁ—classes, §§_®-classes)

est réunion de #-classes (resp. de f-classes, gg_ﬁ-classes) .

Démonstration. = Supposons Da Db non réduit & {0} ; il existe c¢ dans Da R
d dans D, avec cd # 0 , donc un idempotent k tel que ck=c et kd =4 ;

ck = c et ae = a entratnent que k appartient & la ®O-classe de e (théordme 4
(a)) 3 on voit de méme que k appartient & la ®O-classe de g (kd =d et gh =1b)

donc e et g sont dans la méme ®O-classe.

(a) L,=Lya et R =DR entrainent L R = L. abR, j comme fabh = ab ,
L, abR =D . (théortme 4 (d)).

(b) De méme, aRb = ath = Rab et La b = Lf ab = Lab .

Nous allons distinguer deux cas suivant que la ®=-classe de e contient ou non
au moins deux idempotents distincts.
Si la ®-classe de e contient un seul idempotent, nous avons
e =g, Re = De = He et Re Lg = Lg =R =H

' d'olu aLb = aLg b =ad b ; de méme,

e
Ra b = aRe b = aHe b et Ra Lb = aRe Lg b = aHe b .



12-13

Supposons que la ®=-classe de e contienne au moins deux idempotents distincts ;
aly =al, b j il suit du théordme 4 (b) que aR_ =R_ et a(s s*ur) = {0} .
Comme Lg N R.e n Lg n'est pas vide (méme si g = e) , aLb contient a(LénRenLg)b
ctegt-d~dire 0 et

aL, = a(R, n Lg) b u {0} = alb ;
on voit de méme que

R, b=aR b= a(R, n Lg) b u {0} = aHb

Pour déterminer Ra Lb nous avons besoin de Re Lg » cCar Ra Lb = aRe Lg b
soient x dans Re et y dans Lg , alors ou xy =0 , ou xy appartient a

’ \ ' -‘- . ' N
R N Ly (théordme 1), c'est-a-dire R, @ Lg , dol

e

R, L, < (R, n Lg) u {0}

N

7z 3 . . \ — ' N = .
réciproquement, si 2z appartient a Re n Lg y €2 = , dtou e(Re n Lg) Re n Lg H

en particulier,

Il

R, L, 2 e(R, n Lg) =R,nL, et R L (r, n Lg) v {0}

g
clest-a-dire H , d'ou Ra Lb = aHb .
(c) R, R =aR DR = aHbR puisgue aR b =R b =alb j pour tout x de H,
tel que axb soit non nul, il est clair que axbh = axb , d'ou axb Rh = Raxb’
Dy = Ly PRy (théoreme 4 (d)),
_ fo b b
= aHth y Clest=a-dire Ra R.b .

done Ra R, est le saturé par R de aHb ; comme

= . + - = o
an = aLg th s mais aLg b = aLb alb , d'olu an

Dualement, on obtient La Lb = Da b = Lf aHb c'lest=a-dire le saturé par £ de
aHb .
Da Db

est égal & H , d'ou Da Db = Lf(aHb) Rh ; pour tout x de H tel que axb soit

non nul, on a faxb = axb = axbh , alors Lf(aHb) Rh est le saturé par ® de aHb
(théoreme 4 (d)).

= Lf aRe Lg th (theoreme 4 (d)) s mais nous avons vu ci-dessus que Re Lg

Remarque. — Méme si S est un demi-groupe dual possédant un élément neutre e
(dens ce cas H = He =8 .\9" ), il n'y a aucune raison pour que aHb soit contenu
dans une seule ®-classe. En effet, si Lb contient au moins deux éléments b et
¢ non R-équivalents, bS est différent de ¢S (lemme 1 (b)), done £(bS) est
distinct de 4(cS) ; supposons par exemple l'existence de a dans £(bS) ~ £(cS) ,
alors O = ab = aeb et O # ac = axb avec x dans H , puisque ¢ £b [Si
2(bS) ~ z(cS) était vide, on pourrait choisir a dans 2(03) N ﬂ(bS) , et on au-

rait de méme aec = 0 et axe # 0 pour un élément x dans H }

4. Groupes de Schiitzenberger.

Nous allons établir une suite de lemmes qui nous améneront au théordme 6.

LEMME 7. - Soient S wun demi-groupe dual, a un élément non nul de S , et e
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et T les idempotents tels que a = ae = fa . On pose

K, = {xe s; axe Ha} , K

o {xeS; zae Ha} ’

N, = {xesS; ax=a}, JN={xe8S; xa= al .

Alors Ka et Na (resp. aK et aN) sont des sous—groupes de He (re Do Hf) H
en outre Ha = a(Ka) = (éK)a H o= BHa pour tout o de Ka et tout p de

a
K .
a

Soit x un élément de Ka ; ax R a donc x appartient a R (théordme 3) ;
comme axe = ax , il suit du théoréme 4 (e) que x appartient & He H Ha XN Ha

étant non vide, Ha X = Ha suit du corollaire 4.1 (c).

N

Alors, si x et y sont deux éléments de Ka , Ha = Ha X = Ha y , dtou
Ha Xy = Ha yX = Ha H

si x-l est 1l'inverse de x dans le groupe He ’

1 -1

H =H e=H xx =H x ’
a a a a

donec x—l appartient a Ka , et Ka est un sous-groupe de He s le reste du lemme

stétablit par des méthodes analogues.

LEMME 8., - Sous les mémes hypothéses qu'au lemme 7, les ensembles Ka et Na

(re Pe aK gﬁ' aN) ne dépendent que de la E£-classe (resp. ii R—olasse) gg a .

Supposons a £ b pour toute la démonstration (b dans 8 ) ;s 11 existe x et
y dans S tels que a=3xb et b =ya ; si o appartient a Na , ay =a , d'ou
yau = ya , clest-d-dire by =b et N_ SN ; de mlme, bp =D (g dans Ny )

entraine xbg = xb ; d'ou N, =N .

Soit o un élément de Ka ; agy appartient a Ha , donc yax appartient a
yHa 3 mais yHa contient ya=bv , et yHa n La est non vide § il suit du lemme

3415 de [ 3] que yH, = H_ ; alors yay = bo appartient & H_, et K &K la

b b}

réciproque s'établit en permutant a et b .

Rappelons bridvement comment est construit le groupe de Schiitzenberger & droite
associé & une X-classe H d'un demi-groupe S ; si S est sans é1lément neutre,
on note S! =gy {1} avec al = 1a=a , pour tout a de Su {1} . On définit
T(H) = {te s ; Ht < H} ; & tout élément t de T(H) , on associe la translation

& droite sur H, v, , définie par yt(x) =xt ( x dans H ).

Alors TX(H) = {Yt s te T(H)} est un groupe simplement transitif de permuta-
tions de H , et TX(H) est isomorphe & T(H)/e , ¢ étant 1'équivalence suivante :
tet' (t et t' dans T(H)) si, et seulement si, ht = ht' pour tout élément :
h de H.

Remarquons qu'il était nécessaire de considérer S u {1} pour définir T(H) ,
car il peut arriver que H = {a} et qu'il n'existe pas d'élément x dans S tel

que ax = a ; alors {t €S

-e

Ha t s Ha} est vide, Ceci n'arrive jamais dans un
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demi~-groupe dual, car il existe toujours un idempotent e tel que ae =a .

LEMME 9. - Sous les hypothéses du lemme 7, Ka/Na et éK/aN sont isomorphes au

N . . . . (
groupe de Schiitzenberger & droite de Ha ; en particulier Na \respe. aN) est un

sous—groupe distingué de Ka (resp. aK) .

On voit facilement que K = T(Ha) si S a un élément neutre, et que
K, = T(Ha) N {1}

dans le cas contraire. On note €, 1'équivalence suivante sur Ka P Xe, ¥ (x

et y dans Ka) si, et seulement si, ax = ay ; il est clair que hx = hy pour
tout élément h de Ha , donc €, est la restriction a Ka de 1'équivalence € ,
définie ci-dessus sur T(Ha) ioeg est réguliére & droite, car ax = ay entraine
aXy = ayo pour tout o de K _ 3 montrons que e est régulidre a gauche : ax=ay
entraine axy-l = a (y_1 invgrse de y dans leagroupe Hé) , et xy~1 dans Na;
mais Na = Naa pour tout o de Ka d'apres le lemme 8 ; donc aaxy-l = ay ,
clest-a~dire agx = agy pour tout o de Ka « Le groupe Ka/e)< est clairement
isomorphe & T(Ha)/a , car il y a toujours un élément b dans S tel que ab = a;
la classe de 1'élément neutre de Ka , e , étant Na ’ Na est un sous-groupe
distingué de Ka , et Ka/Na est isomorphe a T(Ha)/e ; un raisonnement analogue
montrerait que aK/aN est isomorphe a T(Ha)/e H ( aK/aN n'est pas le groupe de
Schiitzenberger & gauche de Ha qui est anti-isomorphe en général au groupe de

N

Schlitzenberger & droite).

Compte tenu des résultats du lemme 8, si L (resp. R) est la f£-classe de a
(resp. la Reclasse de a) , nous noterons KL et NL (resp. RK et RN) les en-
sembles K et N (resp. K et N) .

a a a a

1

Rappelons que si H est un sous~groupe d'un groupe G , l'image aHa~ (a € @)

de H par un automorphisme intérieur de G est dit conjugué de H .

LEMME 10, = Soient S un demi-groupe dual, D une ®-classe de S , et e
(resg. f) un idempotent de S tel que D n Se (resp. Dn fS) soit non vide ; on

note L (resp. Tg) 1'ensemble des L~classes de S contenues dans D (re P

dans D n Se) s on définit dualement R (resp. §%) comme l'ensemble des R-clasces

de S contenues dans D (resp. dans D n £S) ; alors :

RN) ’ gg_ L garcourt L EE R par-

(a) Les ensembles KL (resp. NL ’ RK ’

court R , sont isomorphes entre eux.

(v) Soient L, dans Tg et Ry dans F% , alors 1'ensemble des K (resp.

Noo» Ko RN) , ou L parcourt Tg et R parcourt §% , est l'ensemble des

O — . Ve
sous=-groupes conjugués de KLO (resg. NLO , ROK , RON) .

Démonstration.

(a) Soient a et b deux éléments de D appartenant 34 la méme R-classe, g

et h 1les idempotents tels que ag=a et bh=Db,
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Supposons g # h ; alors g et h appartiennent & la m8me @=-classe (théordme 4
(a)), et il existe o dans S +tel que b =ay ; « appartient a Rg n Lh
d'aprés le théordme 3, il existe un inverse o' de o dans Lg n Rh ([3] théo-

réme 2.18), d'ou ao' =g et o' @ =h ([3] théordme 2.17) ; on sait que
P ¢ x —» o' X et 9, : ¥y -3 oyo!

sont des isomorphismes mutuellement réciproques de Hg sur Hh et Hh sur Hg
respectivement ([ 3] théordme 2.20). Nous allons montrer que ¢1(Na) = Nb et
‘Pl(Ka) = Kb .

¢1(Na) = Nb : en effet, soit x dans Na ; ax =a , d'oh axy = ay = b ; mais
ba' = ao! = ag = a ; alors (axx = b) entratne (ba' Xy = b) ; o' Xy = ¢1(x)
appartient & N, et @1(Na) € N, ; en permutant a et b, on obtient ¢2(Nb)<;Na
d'ou

N.b = cpl ° @2(Nb) [ cpl(Na) .

¢1(Ka) = Kb : si x appartient a Ka ’ Ha X = Ha (1emme 7) ; considérons
Hi ¢1(x) = Hb o' X 3§ Hb o' étant une X-classe (corollaire 4.1) contenant
bo! = aoo' =a, H o' =H ; alors H wl(x) =H xy=H o,et H o étant une
%-classe contenant ay =b, H o =H , d'ol ¢1(Ka) SK, ,etla réciproque

st'établit comme pour Na .
Le cas particulier o g = h va découler de (v).

(b) Soient & un élément de L. , L un élément de L , et b un élément de
0 e

Ln Ra s i1 existe B dams He tel que aB =b (théordme 4 (e)) 3 nous allons
-1

montrer que KaB =8 1 K. Bs» B étant 1'inverse de B dans H_ .

. I 4 - — . | PP — .
Soit y un élément de KaB ; alors HaB vy = HaB (lemme 7) ; d'ob HaBY = HaB ;
Du corollaire 4.1 suit :
-1 -1 -1
H =(H =H =H =H :
o aB)a agy P gl BYB 3

-1 -1 N . —1
d ' .
onc Byp est dans Ka , et BKaB B~ < Ka , Cclegt—a~dire KaB S B Ka B3
d'autre part, si y est un élément de Ka , c'egt=a~dire si Ha v = Ha , nous
avons ¢

-] _ _ _ _ .
Hag(B™ v8) = Haas'1 ve =H yp=H, =Hg;s

donc 3-1 Ka B S Ka s ce qui prouve 1'égalité,

p

Nous avons de mé&me NaB = e'l Na B ; par exemple, si x est un élément de Na ’

ax1= a, dlod axp = ap ; mais axp = apg -~ xB , d'o ap = aB(B-l xp) , et
3- Na B s Na 3 1'inclusion inverse s'établit de la m8me fagon.

6 ’

IEMME 11. = Sous les m@mes hypothéses qu'au lemme 10, on pose

N =0 (N ; Le'fe) et M=ﬂ(RN; Re'ﬁf);

alors N (resg. M) est un sous-groupe distingué de Hé (resg. Hf) H Hé/N




12-17

(re P Hf/M) est un groupe transitif de permutations de R n Se (resg. L n fS) ’

R (resp. L) étant une R-classe (resp. une ES-classe) guelconque contenue dans

D; si N (resp. RN) est distingué dans H_ (resp. Hf) , He/N (resp. Hf/M)
est un groupe simplement transitif de permutations de R n Se (resB. Lnfs) .

Soient a un élément de D , e 1l'idempotent tel que ae =a , et x un élément
de S tel que ax soit dans R n Se ; x appartient & H (théoreme 3 (b)) ;

comme RN Se = aH_ (théordme 4 (e))

(Ra N Se)x = aHe X = aHe =R n Se j

1

supposons ax = bx avec a et b dans Ra n Se ; alors, si x - est 1'inverse

1 1 s d'ol a =b ; on note wv_ la translation &

de x dans H_, axx - = bEx
droite sur Ra n Se , définie par yx(b) = bx ; alors TX(Ra n Se) = {yx ;] X € He}
est un groupe transitif de permutations de Ra n Se s l'application x -> Yy

de He sur Tx(Ra n Se) est clairement un homomorphisme dont le noyau

est {xe Hé s ax = a pour tout a de Ra n Se} , on voit facilement que c'est
N=ﬂNL,

est isomorphe & He/N .

L parcourant I_ , donc N est distingué dens H_, et T"(R&1 n Se)

En général, TX(Ra N Se) n'est pas simplement transitif, car ax = ax' implique
seulement bx = bx' pour tout élément de la %H-classe de a ; cependant, si L
est un élément de Tg tel que N, soit distingué dans H, , il suit du lemme 10
(v), que les NL coIncident pour tous les éléments L de Le ; en particulier,

(v = N, et ax' =ax (x et x' dans He)) entratne (ax! 2}

se de x dans He» , d'ou bx! fﬂ

ment b de Ra n Se .

= a (x-1 inver-—

=b , c'est-a-dire Dx' = bx pour tout élé-
Dans ce qui suit, si H est un sous-groupe d'un groupe G , nous noterons G|H
l'ensemble des classes a droite de G par rapport & H ,

LEMME 12. - Soient 8 un demi-groupe dual, a un élément nonnulde S, e et

f les idempotents tels que a =ae =fa , D la ®-classe de a , Eﬁ..f ’ Rh

- - g
(b et g idempotents) T et R, définis comme au lemme 10, L (resp. R) dési-

e é1é t . .
gne un element quelconque de Le (resE Rf)

Alors les ensembles décrits ci-dessous dans la m8me partie (ils sont numérotés de

1 4 11) sont équipotents :

(1) I, et B /K

e

(2) R, et HJ/K;

(3) Les ensembles Tg » & parcourant E n D

-e

~e

(4) Les ensembles §£ » h parcourant E n D,

(5) T et
(6)

o+

(B/%;) x (D nE) ;

st (H/pK) x (D, nE) ;

=]
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(7) He/NL et chacun des ensembles R* n Sg , & parcourant E n De s et R

parcourant R ;

(8) Hf/RN et chacun des ensembles L n hS s h parcourant E n Df y et L

parcourant L 3

(9) HE/NL x Hf/RK , He/KL x Hf/RN , ainsi que D nhSg, g parcourant En D,

et h parcourant E n Df H
(10) Les ensembles hHg = {#-classes contenues dans D n hSg} , g parcourant
En De » €8¢ h parcourant E n Df s ainsi que He/KL x Hf/RK 3

(11) (0, n E) x (Dp n E) x (H/N;) x (H./.K)
(De n B) x (Df n E) x (He/KL) x (Hf/RN) , ainsi que D ,

Démonstration.

(1) I1 suit du corollaire 4.1 et du théordme 4 (e) que {Ix ; x € Hé} = i; , si
L désigne un élément de Té ; soient x et y dans He ’ y"1 ltinverse de ¥y

dans He , alors nous avons :

(1x = uy)éhé(lmyhl = L)é#;(xy’l élément de X ) (x appartient 2 K y) ,
d'ol l'existence d'une bijection entre Le et He/KL .

(2) s'établit dualement.

(3) Soient g un idempotent de la ®-classe de e , o un élément de R.e n Lg ’
o' ltinverse de o dans L, n Rg ([ 3] théordme 2.18), d'ot o' =e et o' a=g;

on considére l'application ¢ qui, & tout élément L, de TL » associe Ly o j il

suit du corollaire 4.1 que LO a est une L-classe de D et, comme LO ag=L0 o

LO o appartient a Lg o

@ est injective car, si LO et L1 sont deux éléments de Tg tels que

= 1 = ? A = ] ) o -
LO o L1 o , nous avons LO oo L1 oy! , d'ou LO e L1 e , clegt=d-dire Lo L1
H

soit maintenant L° wun élément de Lg s si 4 est dans " y L =48 =40" o
comme fo' e = o' , Lo' appartient a R£ n Se (théordme 4 (e)), et L£ y @ = L
suit du corollaire 4.1 ; donc ¢ est surjective, et les ensembles Tg et T

sont équipotents.
(4) s'établit dualement.

(5) (resp. 6) est une conséquence de (1) et (3) (resp. (2) et (4)) au théoreme 4

(a).

(7) al, = R n Se découle du théoréme 4 (e) ; soient x et y dans H vl

14
1'inverse de y dans He $ nous avons

(ax = ay) &= (axy~! = a):g%:(xy-l élément de N ) &> (x élément de N y) 3

a
d'ou l'existence d'une bijection entre R nSe et H /N s si g est un idempo-
tent de la @-classe de e , l'equlpotence de R n Se , e% R N Sg provient de

(3) et du fait que les #-classes d'une m8me @—classe sont equlpotentes s cette
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dernidre remarque entralne 1'équipotence de R1 nSg et R2 n Sg , lorsque R1 et

R2 sont deux R-classes de S contenues dans D .
(8) suit duvualement.
(9) suit facilement de (1), (2), (7), (8), et entratne (11).
(10) suit de (1), (2), (3) et (4).

En regroupant les lemmes 7 4 12, nous obtenons le théordme suivant,

THEOREME 6. - Soient S um demi-groupe dual, a un élément non nul de S, D

la ®-classe de a , et e et f les idempotents tels que a = ae = fa ; on note

L (resp. Té) 1'ensemble des £-classes de S contenues dans D (resp. dans

D n Se) . On définit de méme R (resp. Rf) comme l'ensemble des ®R-classes de S

contenues dans D (resp. D n £S) ; enfin on pose

K, = {xes; axe Ha} y N = {xres; eax =a},
KL=1{xes, yace Ha} » N={res; ya= a} .

Alors K et N, (resp. K et aN) ne dépendent que de la f£-classe (resp.

la Rpclasse)_gg a, et s?f?nt notés_'KLa ’ NLa (resg. R;K ’ N) . Pour tout
€lément L (resp. R) de Le (resp. Rf) . KL et NL (resg. EK et RN) sont
des sous-groupes de H_ (resp. Hf) « De plus :

(a) pour tout L€ L et tout Re R, NL (resE. RN) est distingué dans KL

(resp. RK) ;s N (NL : Le Tg) (resp. N (RN : Re ﬁ%)) est distingué dans H

(resp. Hf) .

(v) Si LO (resB. RO) est un élément de Tg (resg. ﬁ%) ’ {KL s Le Té}
(resp. {Ks ReR }) est l'ensemble des sous-groupes conjugués de X (resp.
ISSPe 1y £ gu L resp

2 K) . Résultats analogues pour les N. et les _N . 0
0 L ——— R
(¢) Les ensembles K (zesp. No» Ko RN) » o0 L parcourt L, et R par-

court R , sont isomorphes entre eux.

(d) KL/NL est le groupe de Schiltzenberger & droite de toute HX-classe contenue

dans L , et RK/RN est isomorphe au groupe de Schiitzenberger & droite de toute
¥~classe contenue dans R (Le T et Re R) .

(e)‘§i NL (resp. RN) avec L élément de Té (resp. R élément de ﬁ%) est

distingué dans H (zesp. Hf) , He/NL (resp. Hf/RN) est un groupe simplement

transitif de permutations de R* n Se (resp. L n fs) , R* (resp. L) étant un
élément de R (resp. L) .

(f) On a toutes les équipotences du lemme 12,

Cas particuliers.

1° Soit S dual avec élément neutre e tel que S ~ 8™ = He soit contenu dans

le centre de s ; alors, pour tout x de He et pour tout a de S, ax (resp.
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xa) appartient & He a (resp. aHe) , donc

De plus,

Ha Hb = aHe He b = aHe b = He ab = Hab $

donc 1'application de S -3 S/% qui & a associe Ha est un homomorphisme ;5 S/®
est un demi-groupe d'élément neutre {Hé} dont toute O-classe est triviale. On
voit facilement que 1l'application qui, & un idéal & gauche L de S , associe L/%

est une correspondance bijective entre l'ensemble des idéaux & gauche de S et

e

1'ensemble des idéaux & gauche de S/% ; méme remarque pour les idéaux & droite

on en déduit facilement que S/ est dual.

2° Soit S dual avec élément neutre e tel que le groupe maximal contenant

®
-

)]
-

S \s” » soit abélien ; alors pour toute E£-classe L (resp. R=classe R) de
NL (resp. RN) est distingué dans He « Donc nous pouvons associer & toute R~
classe R (resp. feclasse L) de S , un groupe simplement transitif de permuta~

tions de R (resp. de L) & savoir He/NL (resp. He/RN) .

3° Soit 8 dual avec élément neutre e ; S contient un idéal O-minimal unique
M (lemme 3 (a)) et, compte tenu du lemme 1 (c) et du lemme 2 (e), M est & la
fois unique idéal & gauche O-minimal de S et unique idéal & droite O-minimal de
S , donc S est la réunion de {0} et d'une X-classe. Posons M' = M ~ {0} , et
supposons que N s = %N = {e} (dans ce cas, He est le groupe de Schiitzenberger

de M* puisque Mka E M*K = He) ; alors, pour tout élément a de S , Na=aN={e}
(par exemple (ax = a) entratne (mx = m) par tout élément m de M¥ , Puisque
M < Sa dtaprds le lemme 1 (c¢). Donc He est un groupe simplement transitif de

permutations de R (resp. de L), R (resp. L) étant une R-classe (resp. une

f-classe) quelconque de S ; en particulier, He » R et L sont équipotents.

4° Soit S dual avec élément neutre e , et supposons que le groupe maximal con-
tenant e , He » soit un groupe fini de n éléments. Soient D une ®-classe de
S, et 2 (réép. r) le nombre de £-classes (resp. R—classes) contenues dans D
alors £ et r sont des diviseurs de n (lemme 12 (1)). Posons n =mf = pr ;
alors m = card KL et p = card RK » L (resp. R) étant une £-classe (resp.
R-classe) contenue dans D ; posons ¢ = card NL s et B = card RN ;) o (resp. B)
divise m (resp. p) ; de plus m/q = p/B=h, ot h est le nombre d'éléments
d'une ¥-classe de D ( KL/NL groupe de Schiitzenberger d'une H®H-classe contenue
dans L ), donc h divise m, p et n . Le cardinal de D est zr§i= g 2

dtod (nr/a) = (ne/p) et 8 = g . i

On voit apparaftre une liaison étroite entre les groupes maximaux contenus dans
X
3 NS et la structure des O-classes de § ; cette liaison sera développée dans

une prochaine note,
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