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Séminaire DUBREIL 10-01
(Algdbre)
25¢ année, 1971/72, n° 10, 5 p. 13 mars 1972

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE SIMPLIFIABILITé
DES DEMI-GROUPES QUOTIENTS D'UN DEMI-GROUPE LIBRE
SUR UN ENSEMBLE FINI PAR CERTAINES CONGRUENCES

par Mich&ale BENOIS

1. Introduction.

L'étude des monoides peut, de fagon grossidére, se diviser en deux parties : 1'étu~
de de l'organisation interne du monoide et 1'étude de son plongement dans un groupe.
Dans cette partie, il est nécessaire de savoir a quelles conditions un monoide est
simplifiable. A. I. MAL'CEV et J, LAMBESK ont donné des conditions générales, mais
non décidables, de plongement dans un groupe, S. I. ADJAN a donné des conditions
suffisantes particulitres, mais décidables. Nous avons envisagé certaines familles
de monoldes pour lesquelles nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
de simplifiabilité, plus exploitables que les conditions de MAL'CEV, et plus géné-
rales que celles de S. ADJAN. Cette étude ayant des liens profonds avec la théorie
des langages, la famille de monoides étudiéde est celle des quotients d'un monoide
libre finiment engendré x* par une congruence finiment engendrée par un systéme

S o Le groupe libre sur un ensemble X appartient a cette famille
S=((xx, 1), x appartenant 3 X uX ),

un quotient voisin, le quotient de X* par la congruence engendrée par le systéme
St=((xx, 1), X appartenant & X ), n'est pas simplifiable, car
Xxx = x et xx £ 1 , XXx =X et =xx # 1.

Notre étude a porté sur les monoIdes quotients de X par des congruences fini-
ment engendrées dites parfaites, introduites pas M. NIVAT, dont 1'intérét est, en
particulier, qu'on sait décider de 1'équivalence, d'une part de deux éléments de
x* dans la congruence associée & S , d'autre part de deux systémes générateurs

(dans 1'équivalence : les congruences engendrées sont égales).

2. Notations.

Les systémes, parties finies de X «x x* seront mis sous la forme :

union disjointe, ou

(£, g) e S1 équivaut & g=1,
(£, g) e 82 équivaut 3 |f] > |g| , |f] représente le nombre d'éléments de X

lgl . (dans 1l'expression de f

®
=
I

(f,g) e3 équivaut &
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A S1 U 82 correspond un préordre, régulier & droite et & gauche, noté . 5 a
S correspond une congruence notée (. s+ on notera, de la méme fagon, la congruen-
ce engendrée par S par 4—2-9 . Dans les exemples précédents, S2 =S5 =¢ . Lla fa-

mille de systémes, introduite par M. NIVAT, est définie par
f (-')—"-‘,g si, et seulement si, il existe h et h' tels que T “Eyn ’
g —f-) h' et h2qh! , systémes dits quasi parfaits.

Lorsque h = h' , i, e. dans chaque classe de congruence, il existe un élément h
tel que f appartient & une classe si, et seulement si, f -E3h , le systéme est
dit parfait. Les systémes étudiés sont, en outre, mis sous forme réduite, ce qui
entratne en particulier que les premiers éléments des couples de S ne contiennent
aucun de leurs facteurs dans les premiers éléments de S1 v 82 o Etant donné un
systéme quasi parfait, il existe toujours un systéme réduit quasi parfait équiva-
lent. On appelle élément irréductible, pour un systdme donné S , un élément mini-

mal pour le préordre -£35 ,

Les deux énoncés suivants de la propriété de simplifiabilité & droite du quotient
par la congruence engendrée par un systéme réduit quasi parfait S sont équiva-

lents ¢

Quels que soient f et g éléments de X*, s'il existe h # 1 tel que

fh (—f—‘> gh , alors f <—f-9 g .

Quels que soient f et g irréductibles, s'il existe h # 1 irréductible tel

que fh <-3f—> gh , alors fé-f-yg .

o
3. Cas particulier des systémes ou S2 US =9 , quasi parfaits réduits.

Ces systémes sont parfaits.

THF‘:OR]:IME. ~ Les monofdes quotients de x¥ par de tels systémes sont simplifisa-

bles & droite si, et seulement si, les classes de congruence des éléments f tels

qu'il existe u et v et ufv “Esa » forment un groupe.

PROPOSITION. - Les monoides quotients de x* par de tels systémes sont simpli-

fiables & droite si, et seulement si, ils sont isomorphes au produit libre d'un mo-

noide libre et d'un groupe défini par des générateurs et des relations.

Ces deux énoncés se déduisent aisément des propriétés caractéristiques des systé-

mes pour lesquels on a la simplifiabilité :

s 7
PROPRIETE. - Une condition nécessaire et suffisante pour que le monoide quotient

de x* par un tel systdme soit simplifiable & droite est que S soit de la forme :

D,
S = {(o(yi) + , 1), Y; forme multilinéaire sur Xi v Py entier,

o une permutation circulaire & lyil éléments} .

Les Xi y i=1,2,3, «e. , kK, forment avec X' une pértition de X .
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Exemple : S = {@bab , I) , (baba , I)} , X =(a, D) .

Ce systéme est parfait d'aprés une caractérisation de M. NIVAT, le quotient est
isomorphe au groupe défini par les générateurs a et b et la relation abab = I3

il n'est pas libre puisque un élément est d'ordre fini.

Remarque, - De fagon générale lorsque tous les entiers sont égaux & 1 , le grou-

pe est libre sur un ensemble & (|X| - k) &1léments.

Conséquence. - Pour les groupes définis par générateurs et relations de ce type,

on sait décider de 1l'isomorphisme.

Extension. - Pour tout systdme tel que S,U S =g , le quotient associé est sime

2
plifiable d'un c8té si, et seulement si, il est isomorphe au produit libre d'un

groupe et d'un monoide libre.

4. Conditions générales de simplifiabilité & droite.

S est un systéme quasi parfait réduit.

Enoncé des conditions

(i) Les éléments d'un couple de S1 U S2 n'ont aucun facteur droit commun ;

(ii) Les classes de congruence des éléments f , tels qu'il existe u et v et

ufv —fe 1 , forment un groupe ;

(iii) Tous les couples d'éléments de S , tels que deux éléments de x* y qu'ils

contiennent, f et g , ont un facteur droit commun ; f = f'h , g = g'h satis-

font a :

Quels que soient u et v , tels que uf(—"—"-vvg , alors uf' <2 vg' 3

(iv) Tous les couples d'éléments de S (f, g (kx, s), tels qu'il existe h

P
et g=xty, h=yz, k=%k't, satisfont & :

Quels que soient u et v tels que uk<—"—*—},vgz y alors uk!'<&—-%vx .

Ces conditions sont nécessaires comme le montrent les exemples suivants de sys-

témes
X = (a,b,c,d) S ={(ab, 1), (ba, I), (cbd , I)}
X = (a,b,c) S = {(abc,, ac)}
X = (a,b,c,d) S = {(aab , cc) , (ac , 4) , (dc , b)}
X = (a,b,c,d) S = {(aab , ca) , (ab , a)}
X = (a,b,c,d) S = {(aabb , abe) , (ce , I) , (ec , I), (abb , de)} .

Une démonstration de la suffisance de ces conditions stappuie sur le lemme tech~

nique suivant :
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LEMME, - Soient ti y 1=0,1,2, «ee y p, des éléments de ¥ tels que

ti = ui_1 g; vi__1 =u, fi+1 ve s 1= 1 3 2 geeey P

ou (fi ’ gi) ou (gi , fi) appartiennent & S , systéme quasi parfait réduit dé-

fini sur X , et h appartenant & xx* (on désignera par Hd 1l'ensemble des fac-

teurs droits de h )';

. . . . = . N %*
Si, pour tout i, (fi ’ gi) appartient a S , to appartient a _z h, et tp

n'appartient pas a x* Hd , alors il existe (f , g) appartenant & S tel que f
ou g appartient a x* Hd H

Si, pour tout i , (fi ’ gi) appartient &4 S, vu 82 ’ to appartient a x*n ’

1

et tp n'appartient pas a x¥ Hd , alors il existe (f , g) appartenant a S1 U 82

tel que f appartient & x* Hd 3

8i, pour tout i , (fi , gi) appartient & S U S, , t, n'sppartient pas 3

x*u , et tp appartient a x*n , alors

d
- ou bien il existe hd dans Hd facteur de to , (x , 1) dans S1 tels que
= t, = j i > H
tO xhd T 5 xhd k et, pour tout j>1i, |vj| Ihdl 3

- ou bien il existe (f , g) dans 82 ’ (k , 1) dans S

que ti =2z2gu , & = xhd Yy, yu -i¢1c R tj = thd k .

1 hd dans Hd tels

L ) , —
- ou bien il existe (f , g) dans S, tel que g appartient & X" H, .

Ce lemme démontré par récurrence sur p , on achéve la démonstration en établis—
sant une récurrence sur le maximum des longueurs de th et zh sy t ,h, z irré-

ductibles, tels que theEszn .,

5 Comgaraison avec les conditioens données par S. I. ADJAN,.

On se restreint d'abord & un systéme ou 81 =@ 3 si on applique les conditions
suffisantes d'ADJAN & un systéme quasi parfait, elles entrainent de facon évidente
les conditions (iii) et (iv) puisque deux termes d'un méme couple ont leurs der-
niéres lettres différentes, donc aucun facteur droit commun (iii) ;s et si déux cou-
ples ont deux éléments de méme dernidre lettre, i. e. ayant un facteur droit commun,
il n'existe pas de cycle au sens d'ADJAN, donc aucun u y Vv tels que uf:&fl>vg ’

d'ou la condition (iv).

Un exemple de systéme quasi parfait ne satisfaisant pas aux conditions d'ADJAN,

et pour lequel les conditions proposédes sont aisément vérifiables, est le suivant :

X=(a,b,c), 8= {(abbc, ab) , (bac , b) , (aba , abb)} .
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