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9-01

IDÉAL COMPLÈTEMENT PREMIER

D’UN ANNEAU NOETHÉRIEN À GAUCHE INTÈGRE

par Léonce LESIEUR

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n° 9, 12 p. 15 février 1971

Introduction. - Soient K un anneau intègre noethérien à gauche, P un idéal bi-

latère complètement premier (ab E P ====> a E P ou b E P) . On suppose P ~ K .

L’idéal P est n-irréductible à gauche, car K/P est un anneau noethérien à

gauche intègre qui vérifie donc la condition de Ore des multiples communs à gauche :

On se propose de donner des conditions d’existence de l’anneau de fractions à

gauche de K par rapport à l’ensemble S = K - P , qui est une partie multiplica-
tive d’éléments réguliers. La condition de Ore correspondante est :

.

En supposant cette condition remplie, nous allons étudier les idéaux à gauche P-

isotypiques de l’anneau K, et leurs relations avec les idéaux à gauche P-ter-

tiaires (§ ~~. Cette étude met en relief une classe d’idéaux un peu plus généraux :

les idéaux à gauche P-fermés, que nous considérons au paragraphe 2. Ils correspon-

dent biunivoquement aux idéaux à gauche de l’anneau de fractions, que nous étudions

au paragraphe 3. Nous donnons ensuite deux exemples d’idéaux complètement premiers,

pris dans l’anneau de Birkhoff-Witt, dont l’un possède un anneau de fractions, et

l’autre non ( § 4) . Enfin, parmi toutes les conditions nécessaires ainsi trouvées

pour l’existence de l’anneau de fractions, nous en relevons une qui est également

suffisante, en réservant d’ailleurs pour une étude ultérieure une recherche plus

poussée dans cette voie.

1. Etude des idéaux à gauche P-isotypiques.

On rappelle qu’un idéal à gauche Q est P-isotypique, si l’enveloppe injective
E(K/Q) du K-module K/Q est somme directe d’un nombre fini d’injectifs indécom-

posables isomorphes à E(K/P) .

Si Q = Q ri ... n Q est une décomposition réduite de Q en intersection d’i-

déaux à gauche ~-irréductibles, Q est P-isotypique si, y et seulement si, tous

les Q~ sont P-isotypiques. Un idéal à gauche P-isotypique sera donc connu si

l’on peut caractériser les idéaux à gauche P-isotypiques ~-irréductibles.



PROPRIETE 1. - Pour que Q =~ K soit un idéal à gauche n-irréductible P-isotypi-

que, il faut et il suffit qu’il soit l ’annulateur d’un élément 03B2 ~ 0 de l’envelop-

pe injective E(K/P) ,

En effet, si Q est P-isotypique n-irréductible, on a E(K/P) . Or

Q = Ann 1 , où 1 E 1 d 0 , car on suppose Q 1 K . Donc Q est aussi

l’annulateur de dans E(K/P) .

Réciproquement, si Q = Ann 03B2 , c’est un idéal à gauche n-irréductible, du fait

que E(K/P) est un K-module à gauche co-irréductible. Q est d’ailleurs P-

isotypique, car

Remar ues.

1° Le K-module à gauche M = K/P vérifie la propriété suivante y déjà considérée

dans [4] :

et P = 0 ’, M est l’annulateur à gauche de ce module.

2° Le coeur C(M) est égal à M . (En effet, on sait (cf. [3]) qu’il n’est pas

nul, donc, si 0 f m E C(M) 9 P = 0 B m est annulateur maximum des éléments de

l’enveloppe injective de M . Cette propriété reste vraie pour tout élément de M ,

d’où C(M) = M .)

La démonstration n’utilise pas l’existence de l’anneau de fractions de K par

rapport à S = K - P . Par contre, la propriété suivante l’utilise :

~ ~

PROPRIETE 2. - Si K possède un anneau de fractions à gauche par rapport à S, y
tout idéal à gauche propre Q , P-isotypique, est contenu dans P .

Il suffit de le démontrer pour un idéal à gauche n-irréductible P-isotypique

Q = Ann 3 ~ j3 ~ 0 . Il existe 0 ~ Xp = a E K/P , car est extension essen-

tielle de K/P . Soit q E Q , donc qA = 0 ; si q ~ P , la condition de Ore appli-
quée à q et X donnerait sX = tq , avec s ~ P, d’où sXp = tq3 = 0 , c ’est-à-

dire sa = 0 , avec P et a ~ 0 , ce qui est impossible.

Afin de caractériser les idéaux P-isotypiques, donnons une définition :

DÉFINITION 1. - Un idéal à gauche Q i K est dit si l’on a



lui-même est considéré comme P-fermé.

Tout idéal à gauche P-fermé propre est inclus dans P :

à gauche P est 

P est donc l’idéal à gauche P-fenné propre maximum.

THÉORÈME 1. - Pour que l’idéal à gauche Q f K soit P-isotypique, il faut et il

suffit, en supposant que K possède un anneau de fractions à gauche par rapport à

S = K - P , que l’on ait les deux conditions :

(l) Q est P-fermé;

/~ ~ ,, ~ ’, .. UNIVERSITÉ DE GRENOBLE ï
(2) Q est P-tertiaire.
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LABORATOIRE
En clair, ces deux conditions équivalent à : DE MATHÉMATIQUES PURES

(!’) ab e Q , b ~ Q ==> a e P ; INSTITUT FOURIER

(2’) BBeK tel que Q B Xb = P .

Démonstration.

(a) Tout idéal à gauche Q qui est P-isotypique vérifie ( 1) et ( 2). En effet,
il est d’abord P-tertiaire ([2], p. 106). Démontrons qu’il est P-fermé. Soit

Q = Q n ... n ~ une décomposition réduite de Q en intersection d’idéaux à gau-

che n-irréductibles. Les Q. sont P-isotypiques. Il suffit de démontrer qu’ils
sont P-fermés. Soit donc

L’idéal à gauche ). ‘, b est différent de K y n-irréductible et P-isotypique.
Il est donc contenu dans P , d’après la propriété 2, d’où a E P .

~~~ Réciproquement, tout idéal à gauche P-fermé et P-tertiaire est P-isotypi-

que. En effet, soit Q = Q n ... n ~ une décomposition réduite en n-irréducti-

bles, comme plus haut. On sait que les Qi sont P-tertiaires (théorie des idéaux

tertiaires 12]) . Démontrons qu’ils sont P-fermés. On a par exemple Q = Q1 n X ,
avec x ~ Q . Soit ab E Q1 , b ~ QI; Q étant un idéal à gauche ~-irréducti-

bie, on a ( Q 1 + Kb) n et il existe + Àb = 2: ~ Q y q E 

Si l’on avait a ~ P , la condition de Ore appliquée à a et X donnerait

s ~ P ; d’où +tabEQ 1 avec s ~ P ~ ce

qui est impossible, puisque Q est P-fermé. Nous sommes donc ramenés au cas d’un

idéal à gauche n-irréductible P-tertiaire et P-fermé. Or on a, dans ce cas, y

P = QL B Y ~ Y étant un idéal à gauche non contenu dans P, puisque P est un



résiduel à gauche propre premier de 1.. Il en résulte P = 

y~ Qi. 
Qi ‘. y p d’ au-

tre part, . étant P-fermé, on a . ‘, y ~ P . Par suite P == Q. B y y P y

y E K . Des lors

L’idéal Qi est donc P-isotypique. L’idéal Q, l’est aussi comme intersection finie

d’idéaux à gauche P-isotypiques ~~2~, p. 104, propriété 10.10).

Le théorème est démontré, mais on peut revenir sur la signification explicite des

conditions (l) et (2)y en démontrant qu’elles équivalent â ~ 1’ ~ et (2’).

Supposons (1) et (2). Soit b f Q . Comme Q est P-tertiaire, il existe Q

tel que P = Q ’, KXb ~ ~’~ . La condition (l) entraîne alors P = Q ‘. Xb .

Inversement 9 supposons ~ 2’ ~ et (2’). Soit P’ = Q ’, Y un résiduel à gauche propre

"essentiel" de Q (cf. note ( ~ )). On a y ~ Q , d’où P’ ~ P , d’après

( 1 ’ ) . De plus , si y E Y, y ~ Q , y on a P = Q ’. d ’ après ( 2 ’ ) , avec Q

=> P == K) , d’où et, comme P ’ = Q ‘, KXy , P G P’ .

Q admet alors un seul résiduel à gauche propre essentiel, qui est P . Il en ré-

sulte que Q est P-terti aire.

PROPRIETE 3. - Si K possède un anneau de fractions par rapport à S = K - P ,

et si Q est P-isotypique, l’idéal à gauche q ,’ P est 

En effet, soit ab E Q le P, a ~ P . Considérons p E P . Un a sp = avec

À E P l s ~ P ,d’où spb = Xab E Q , ce qui implique pb E Q . Ainsi, on a démon-

tré Pb C Q , donc b e Q / P , y ce qui prouve P est P-fermé.

Il serait intéressant de montrer que G~ ,’ P est P-tertiaire. Il en résulterait

que Q ,’ P est P-isotypique. Mais cela n’est pas le cas en général, comme l’indi-

que la propriété suivante ô

~ ~

PROPRIETE 4. - Si l’on suppose vérifiée la condition :

Q est P-isotypique => Q .’ P est P-isotypique ,

alors on a aussi

Q est P-isotypique => Q est P-primaire .

(1) En effet, P est le seul résiduel à gauche "essentiel" de Q au sens 

(p. 67 et 70) , et celui-ci peut être pris sous la forme P = Q B ~ , avec Y C Kb .

On prend alors Xb = Y , avec y ~ Q . Rappelons que P = Q B X est essentiel

si, pour tout Y Y ~ Q , on a P == Q ’. ~’ .



En effet, considérons la suite croissante d’idéaux à gauche :

Les idéaux successifs Q ,’ Pl sont donc P-isotypiques, par hypothèse. En posant

Q : Q’ , on a donc Q’ ,‘ P = Q’ , ce qui est impossible pour Q’ =f K . D’où

Q’ = K et L’idéal Q est bien P-primaire.

Il faut donc se contenter de la notion d’idéal à gauche P-fermé. C’est elle

d’ailleurs qui correspond aux idéaux à gauche de l’anneau de fractions, et nous al-

lons l’étudier maintenant.

2. Etude des idéaux à gauche P-fermés.

Rappelons la définition 1. Q est P-fermé, si

, , 
,

PROPRIETE 5. - L’intersection d’une famille quelconque d’idéaux à gauche P-

fennés est un idéal à gauche P-fermé.

La démonstration est immédiate, et ne fait pas intervenir l’existence de l’anneau
de fractions.

DÉFINITION 2. - On appelle fermeture X de l’idéal à gauche X f le plus petit
idéal à gauche P-fermé contenant X.

X est donc l’intersection de tous les idéaux à gauche P-fermés contenant X.

En présence d’un anneau de fractions, X est caractérisé par la propriété suivante :

~ ~

PROPRIETE 6. - La fermeture de l’idéal à gauche X est l’ensemble des éléments

x e K , y pour lesquels il existe s ~ P avec sx e X .

Cet ensemble X’ est un idéal à gauche, car

Pour qu’un idéal à gauche X soit il faut et il suffit qu’il soit égal

à sa fermeture.

PROPRIETE 7. - si X est et ri ... ~ Xm est sa décomposi-

tion réduite en idéaux à gauche n-irréductibles, les composantes ~1 sont

P-fennëes.



La démonstration a été faite dans celle du théorème 1, partie ( ~ ~ .

PROPRIETE 8. - Si X est P-fermé, et a E K , l’idéal à gauche X ‘, a est P-

fermé.

En effet, a, v ~ X . a => uva EX, => u e P .

PROPRIETE 9. - Si X est n-irréductible et P-fermé, et si P’ est son idéal

premier associé, P’ est P-fermé (donc P’ c P ).

En effet, y ’. Y = n X 1. y est l’intersection d’idéaux à gauche P-fermés

Y~~
propres (propriété 8 ~ , donc est P-ferné (propriété 5).

Dans le cas commutatif, X est P-fermé propre si, et seulement si, X est

l’intersection d’idéaux à gauche n-irréductibles C P . Dans le cas non commutatif,

cette condition est encore nécessaire ; 9 il serait intéressant de voir si, avec la

propriété 9, elle est aussi suffisante (problème ouvert).

PROPRIETE 10. - Si X est un idéal à gauche P-fermé, l’idéal à gauche X ,’ P

est P-fermé.

Même démonstration que pour la propriété 3.

3. Etude de l’ anneau de fractions KS .
un sous-anneau du corps des quotients K0 àe 1£ ; le couple (s , a) , qui

définit 03BE = s-1 a G Ks , définit aussi (s-1 , a) dans le corps K0 , par i ’appii-

cation s-1 a F-> s-1 a . Cette application est définie, car s-1 a = s’-1 a’
équivaut à as = J’s ’ fi P , ua = va’ , et cette relation définit la même fraction

dans K~ . 0n a un homomo rphi sme, car

ce qui est aussi la définition du produit dans K,- . De même pour l’addition :

Enfin c’est une injection, puisque a s = Ù dans K0 entraîne a = 0 et a s = 0
s s

Les raisonnements suivants sont classiques.

L’application I - I ’ = {s-1 x 1 x ± I) définit une extension I ’ = e(I)
de l’idéal à gauche I de K . I ’ est un idéal à gauche de car



L’application J’ ~--~ J’ n K = J définit la restriction de l’idéal à gauche

J’ de qui est un idéal à gauche J de K, soit r( J’ ) .

On a er( J ’ ) = J ’ , car soit ~ E J’ , d’où ~ == a ~ a = s~ E J’ n K = r(J’) ,
puis s ~ a E er(J’ ) et ertJ t ) . L’inclusion opposée est immédiate, car

et s-1 a est l’élément général de Il en résulte que l’application
J’ )2014~ r(J’~ est croissante et injective, car

Pour qu’un idéal à gauche, de K soit un idéal restriction r(JI) , il faut et il

suffit qu’il soit P-fermé.

r(J’) est P-fermé, car

Inversement, si J est P-fermé, on a J = re(J) . En effet, soit x E re(J) ,
ou s ~ a = x E K n e(J) , avec a E J . On en déduit a = sx E J, y s ~ P , d’où

x E J puisque J est fermé. Ainsi re(J) C J . Comme l’inclusion opposée est

toujours vraie, la propriété est démontrée.

Il en résulte aussit8t que la fermeture X de X est égale à re(X) , car

re(X) est un fermé contenant X, y et, si un fermé Y contient X, on a

e(Y) ~ e(X) et re(Y) = Y ~ re(X) . De plus, il y a une correspondance biunivoque

croissante entre les idéaux à gauche de KS et les idéaux à gauche P-fermés de K .

Le treillis des idéaux à gauche de K est isomorphe au treillis des idéaux à

gauche P-fermés de K .

e(P) est complètement premier.

e(P) est un idéal maximum (complètement premier).



i ~

2. - L’anneau de fractions KS de A par rapport à K - P est un an-

neau local noethérien à gauche intègre, y dont l’idéal maximum est l’idéal e(P) com-

plètement premier.

Les idéaux premiers (resp. complètement premiers) de K S correspondent biunivo-

quement aux idéaux bilatères premiers (resp. complètement premiers) fermés à gauche
et à droite de K .

Le fait que l’anneau soit local d’idéal maximum e(P) complètement premier a été

démontre. Il est noethérien à gauche, y car une chaîne d’idéaux à gauche de KS cor-

respond biunivoquement à une chaîne d’idéaux à gauche P-fermés de K .

Soit (P un idéal premier bilatère de K . Considérons r(f ~ - ~ n K = p . Pour
établir que p est premier dans K ~ nous prenons avec b j~ p . L’an-
neau étant premier, et noethérien, tout idéal bilatère non nul est essentiel, y
et contient un élément régulier. Il en est ainsi de l’idéal bilatère (b) engendré

par b , et il existe donc un élément de la forme

qui est régulier modulo ~’ . En prenant un dénominateur commun pour les fractions

c ~ et en multipliant à gauche par ce dénominateur, on obtiendra

d’où, y en multipliant par a à gauche, et en vertu de on obtient

Donc, y si P est premier, r(P) == p est premier et P-fermé des deux c8tés. Réci-

proquement, si p est P-fermé des deux c8tés et premier dans K , e( p) est bila-

tère premier (démonstration facile).

Enfin y si P est complètement premier, r(0) = p est complètement premier et

fermé des deux c8tés (immédiat) ; la réciproque se démontre comme pour e(P ) .

Le théorème 2 est démontré.

Nous allons maintenant étudier les idéaux à gauche e(P)-iso typiques de K- .
Nous pouvons appliquer les résultats du théorème 1, en remarquant que la situation

du début se reproduit, puisque KS est un anneau noethérien à gauche intègre,

e(P) un; déal complètement premier de KS , tandis que K est son propre anneau



de fractions par rapport à la partie multiplicative e(P) . En remarquant de

plus que tout idéal à gauche de KS est e(P)-fermé

le théorème 1 donne le résultat suivant :

TRÉORÈME 3. - Pour qu’un idéal à gauche Q’ de K soit il

faut et il suffit qu’il soit e (P ) -terti ai re .

Ainsi) le passage de l’anneau K à son localise K- possède entre autres pour
effet d’éliminer la différence entre les idéaux e(P)-tertiaires et les idéaux

De même , en explicitant par la condition (2’) du théorème ly on obtient :

THÉORÈME 3 ’. - Pour qu’un idéal à gauche Q’ de K soit e(P)-isotypique, il

faut et il suffit qu’il vérifie la condition :

Cette condition permet de comparer les idéaux e(P)-isotypiques de KS aux idéaux

P-isotypiques de K y par le théorème suivant :

THÉORÈME 4. - Les idéaux à gauche e(P)-isotypiques de K correspondent biuni-

voquement aux idéaux à gauche P-isotypiques de K par l’application

Supposons d’abord Q P-iso typique dans Q étant on a e(Q) n K = Q .

Démontrons que Q’ = e(Q) vérifie la condition (3’ ). Soit ~ = s -1 b ~ e( Q) , donc

b ~ Q . Il existe (théorème 1) X E K tel que P = Q a. Xb . On a donc, pour tout

p E P ~ pXb e Q et Qw~ pXb = 3-1 E e(Q) ,c’est-à-dire e(P) ~= e( Q) ‘. 

De plus, = e( Q) , car (si Q  P , i. e. e( Q) ~ e(P) ). Il en

résulte ’. e(P) et e(P) = ‘. ce qui prouve (3’ ).

Réciproquement, supposons Q’ e(P)-isotypique dans KS . Démontrons que
Q = QI n K est P-isotypique dans K . Comme Q est P-fermé, il suffit de véri-

fier la condition ( 2’) du théorème 1. Soit on a donc b ~ Q’ et

e(P) = Q’ ’, ?,’b . On a donc, pour tout p E P ~ pX’b E Q’ , et, en posant

B’ = c-"~ u ~ ub E Q’ . Si l’on définit p ’ ’ E P par s ’  il

vient p’ub e Q’ , donc p’ub E et p ’ est arbitraire dans P . On a donc

P ~ ~ ‘, ub , d’où l’égalité P = Q ‘, ub , puisque ub fj Q et que Q est P-fermé.



4. Exemples.

1° K est l’anneau de Birkhoff-Witt, défini par le corps commutatif F par

F(x , y) , avec la relation

K est un anneau intègre noethérien à gauche (et à droite).

est l’idéal bilatère engendré par y . C’est un idéal complètement premier.

Le lecteur pourra vérifier que la condition de Ore ne peut pas être satisfaite

pour les deux éléments

Donc, dans cet exemple, l’ anneau K ne possède pas d’ anneau de fractions à gauche

parrapport à S = K - P .

2~ K est encore l’anneau de Birkhoff-Witt, mais P = (x) = Kx est l’idéal bi-

latère, complètement premier, engendré par x .

Tout élément a E K peut s’écrire de façon unique sous la forme

Si l’on remarque que xy = (y + l)x , y d’où

l’anneau de Birkhoff est un cas particulier du suivant : A = F[y] est un anneau

commutatif intègre noethérien, J i u(y) !--~ u(y + 1) est un homomorphisme in-

jectif (2) de l’anneau A sur lui-même, qui conserve l’élément 1. On considère

l’anneau A[xJ, où la multiplication de x par a E A est définie par

Alors cet anneau K = est intègre et noethérien à gauche. L’idéal bilatère

P ~ ~ x~ _ Kx est complètement premier.

Un élément a E K se met, d’une façon unique, sous la forme

(2) Ici, Q est un isomorphisme, mais dans d’autres cas, par exemple :
’a(y) i~’ u~Y2~ ~ on a seulement un homomorphisme injectif, et cela suffit 

p. 180).



Les éléments k ~ P sont ceux pour lesquels 0 .

Le lecteur pourra établir, par un calcul qui n’est pas trivial, que la condition

de Ore a’k = sa est toujours vérifiée, en prenant, pour a’ e K et s ~ K - P ,

des polyn8mes en x de degré convenable, lorsque a e K et k ~ P sont donnés.

Donc, dans cet exemple 2, l’anneau K possède un anneau de fractions à gauche

par rapport à S = K - P .

5. Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de l’anneau de fractions

à gauche de K par rapport à S == K - P .

Parmi les propriétés trouvées, celles qui font intervenir l’existence de l’anneau

de fractions à gauche de K par rapport à S = K - P sont autant de conditions

nécessaires, par exemple la propriété du théorème 1 : Tout idéal à gauche P-

isotypique est P-fermé. Il y aurait intérêt à en trouver d’autres, y par exemple

celles qui font intervenir l’enveloppe injective E(K/P) , ou le coeur de ce K-

module, et, surtout, à relever des conditions nécessaires et suffisantes pour

l’existence de l’anneau de fractions à gauche. Je me contenterai ici d’en donner

une seule :

, ,

THEOREME 5. - Pour que l ‘anneau K possède un anneau de fractions à gauche par
rapport à K - P , il faut et il suffit que l’on ait la propriété 6 :

La fenneture de tout idéal à gauche X est l’ ensemble des éléments x F K pour

lesquels il existe s ~ P avec sx EX.

En effet, la fermeture d’un idéal à gauche X ~ P ne peut être que K , puisqu’un
fermé différent de K est r P . Soient alors a E K et k ~ P . La fermeture de
X = ICk est égale à K . Si elle est donnée par la propriété 6, on a donc y pour

a E X , un élément s ~ P avec sa E X , donc sa = a’k , ce qui est la condition

(2) de Ore.
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