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Séminaire DUBREIL-PISOT 11=01
(Algebre et Théorie des nombres)
23e année, 1969/70, n° 11, 17 p. 2 mars 1970

SUR LA NOTION DE LOCALISATION EXACTE ET DE LOCALISATION PLATE

par Michel HACQUE
Introduction. - Dans une catégorie abélienne @ , une localisation ﬁ', au sens
de P. GABRIEL [2], est caractérisée par une sous-catégorie localisante C de &,
Si ¢ est la sous-catégorie pleine de @ déterminée par les objets (-fermés,
le foncteur canonique § de £ dans ¢ admet un adjoint & gauche T , qui est un

foncteur exact & gauche de @ dans £,

Le foncteur localisation L =8 , T de & dans & est exact & gauche, et il

est accompagné du morphisme fonctoriel d'adjonction : ¥ : Igq-->1 .

Avec ces notations, une localisation € dans la catégorie abédlienne & est
plate (resp. exacte) si le foncteur localisation L commute aux limites inductives

(resp. aux limites inductives finies).

Cet exposé se propose d'examiner la notion de localisation exacte et la notion de
localisation plate dans une catégorie de modules. Il va de soi que certains des
résultats obtenus restent valables sous des hypoth&ses plus générales que le lec~
teur pourra préciser. Les principales propriétés des localisations exactes et des
localisations plates ont été annoncées dans [5], et leurs démonstrations complétes

figurent dans [4].

1. Hypothéses et notations.

Etant donné un anneau A , avec élément unité, soit @ = mod A 1la catégorie

des modules unitaires & gauche sur A .

Une mono-sous-catégorie M de @ est une sous-catégorie pleine de d , stable

par sous-objets, stable par limites projectives et telle que tout objet de T se
plonge dans un objet de ¥ , injectif dans & ([6] et [3]).

La terminologie relative & la localisation, en particulier en ce qui concerne les
sous-catégories fermées, épaisses, localisantes et les ensembles topologisants et
idempotents, sera celle de [2], de [4] ou de [1] (ex. 17 & 25, p. 157-165).

Une localisation £ dans pout 8tre caractérisée par l'une des données sui-

vantes

(a) Une sous-catégorie localisante C de &,

(b) Un ensemble .§ topologisant et idempotent d'iddaux & gauche de A .
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(c) Un systdme localisant (L , ¥) constitué par un foncteur localisation L

exact 3 gauche de @ dans @ ot un morphisme fonctoriel VY : 2& -» L tel que

YL et LY soient des isomorphismes fonctoriels égaux de L sur L2 .

(d) Une sous-catégorie locale £ de @ , clest-3-dire une sous-catégorie pleine
de @ , telle que le foncteur canonique § de £ dans & admette un adjoint &

gauche T , qui est un foncteur exact a gauche de & dans £ .

(e) Une momo-sous-catégorie M de & .

Lorsque ces données caractérisent une méme localisation £ dans @ , elles sont

relides, par exemple, par les conditions suivantes :

L'ensemble 5 est constitué par les idéaux & gauche I de A , tels que 4/I
soit un objet de C . Réciproquement, la sous-catégorie localisante C de & , est

la sous-catégorie pleine de & , caractérisée par les objets SF-négligeables.

La sous-catégorie locale £ de O est la sous-catégorie pleine de @ , carac-
térisée par les objets de @ invariants pour le systime localisant (L , ¥) ,
c'est-a~dire par les objets M pour lesquels YM : M -->1LM est un isomorphisme,
et alors T est caractérisé par L =8 o T . Réciproquement, le systdme locali-
sant (L , ¥) est caractérisé par L=5 o T, et ¥ est le morphisme fonctoriel

d'adjonction.

La sous-catégorie locale £ de @ est la sous-catégorie pleine de @ caracté-
risée par les objets C-fermés. Réciproquement, la sous-catégorie localisante €

de @ est le noyau du foncteur localisation L ou du foncteur T .

La mono-sous~-catégorie M de d est la sous-catégorie pleine de @ caracté-
risée par les objets M de @ vérifiant SM = 0 « Réciproquement, la sous-catégo-
rie locale £ de {d est la sous-catégorie pleine de ¥ , caractérisée par les
objets purs de I [3].

Dans la suite, la localisation £ dans @ sera caractérisée par l'une quelcon-

que de ces données,

De plus, soit T 1le foncteur canonique, exact, de J dans la catégorie quotient
a/c [2]. Soit Az 1'oppgsé de 1l'anneau des endomorphismes de TA dans O/C, et
soit YA : A -9'Ag_ 1'homomorphisme d'anneaux défini par T , en identifiant A
a 1'opposé de 1l'anneau de ses endomorphismes dans & . Soit U = mod Az la caté-

gorie des modules i gauche, unitaires, sur Az , et soit (YA)* le foncteur res-~

triction des scalaires de Gs dans d .

I1 existe un foncteur S' de ¢/C dans dg caractérisé par la condition sui-
vante : pour tout objet P de a/(?, 1'objet S'P de Uz est le groupe abélien
Hom @/¢ (TA , P) muni d'une structure de bg-module & gauche par la composition
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par les endomorphismes de TA dans 4‘5:;/6 .

Le foncteur section S = (YA)* o 8' de /¢ dans I est adjoint a droite au

foncteur T , et il est possible de supposer que L =S o T = (YA)* o3t o T .

Le A-module 3 gauche défini sur 1'anneau A, par ¥  est donc (‘i’A)* Ag=14,
noté également Ag .
Plus généralement, tout objet M de @ détermine un homomorphisme
‘£M ¢ M = M$= M .
Le module MS peut &tre caractérisé par
M = 1im Hom (I , M/2M) ,
5 —
IeS
et YM est alors la limite inductive des homomorphismes canoniques de
M =Hom (A, M) dans Hom (I , N/3M) .
Soit p: A - At = A/Y 1'homomorphisme canonique de 1l'anneau A dans 1l'anneau
quotient A' de A par 1'iddal bilatére U= 54 .
L'idéal bilatere U= GA est aussi le noyau de 1'homomorphisme :
YA t A ——> AS

de l'anneau A dans l'anneau localisé Ag; de A pour $, dont le module sous-

Jjacent peut &tre caractérisé par
Ag= %Hom (r, aY) .

Ies

2. Localisations exactes.
[. 2els DEFINITION. — Une localisation E dans la catégorie @ est exacte, si le
f

oncteur localisation L commute aux limites inductives finies.

Un foncteur d'une catégorie abélienne dans une autre catégorie abélienne commute
aux limites inductives finies si, et seulement si, il commute aux sommes directes

finies et aux conoyamx, c'est-i-dire s'il est additif et s'il est exact 3 droite.

Comme un foncteur localisation L est toujours additif et exact & gauche, une
localisation £ est exacte si le foncteur localisation L est exact & droite,

c'est-a-dire si L est exact.

De plus, puisque d'aprds le corollaire 3 de [2] (p. 369), 1'exactitude dy fonc -
teur localisation cst équivalente & 1'exactitude du foncteur section S , une loca-
118ation T est exacte si le foncteur section S est exact & droite, ou encore,

si le foncteur canonique § de ¢ dans d est exact & droite.
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[ 2.2. PROPOSITION., - Avec les notations précédentes, il y a équivalence des con-

ditions suivantes :

(a) La localisation £ est exacte.

(b) Si 1 est un sous-objet de Q , et si M et Q sont des objets de £ ,
alors Q/M est un objet de £ .

(c) Eth(N , M) =0 pour tout objet N de C et tout objet M de £ .

(a) Extl(I , M) = 0 pour tout I € F et pour tout objest M de £ .

(e) Pour toute suite exacte de la forme :
0N -—>Q-E>P-=0,

dans laquelle M et Q sont des objets de £ , pour tout J € & et tout
ue Hm @ , P) , il existe Ie § , avec I SJ et v €Hom (I , Q) tels que

N

p ° v coincide avec la restriction de u a I .

Cette proposition améliore et généralise la proposition 7 de [2] (P. 376), qui

établit 1'équivalence des conditions (a) et (b).

Pour tout objet M de £ , une enveloppe injective Q de M dans d est
aussi un objet de £ . Tout objet N de C détermine une suite exacte :
%

Ext (¥ , Q) = Ext’ (N , /M) -» Ext2(N , 1) -»Ext°(N , Q) ,

dans laquelle les termes extrémes sont nuls puisque Q est injectif.

La condition (b) entraine que @/ est un objet de £ . D'aprés le corollaire
4.4 de [3], il en résulte Extl(N , /M) =0 , ce qui implique Extz(N , M) =0 .

Ainsi, la condition (b) implique la condition (c).

Pour tout objet M de ¢ et pour tout I €3 , puisque A4A/I est un objet de € ’
. 1
la relation Ext (I , ) = Extz(A/I , M) montre que la condition (c) entraine la
condition (d).

La condition (d) implique la condition (e) en choisissant I = J , puisque

Extl(J , ) entraine la surjectivité de l'application canonique
Hom (J , Q) ->Hom (J , P) .

Les hypotheéses de la condition (b) entrainent que P = Q/M est un objet de W .

L'homomorphisme

est donc injectif. Pour montrer que P est un objet de £ , il suffit donc de

montrcr que Y est surjectif.

P
Tout élément x de Pg est représenté par un homomorphisme u € Hom (5, P)

pour un certain J € § .
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La condition (e) entraine qu'il existe I € §, avec I ©J et un homomorphisme
v € Hom (I ’ Q) tels que p o v coincide avec la restriction de w & I . Puis-
que Q estun objetde £ , l'homomorphisme v < Hom (I, Q se prolonge en
v € Hom (A, Q) , qui détermine p « ¥ =w € Hom (A , P) . La restriction de w 2
I est donc p o v, et elle colncide avec la restriction de u & I, ce qui
prouve que les homomorphismes w € Hom (A , P) et u e Hom (7 , P) ont la méme
image dans Hom (I , P) et, par suite, aussi dans Pg « Il en résulte que 1'é1é-
ment x de Pg est l'image par YP de we Hom (A, P) =P . Ainsi, la condition

(e) implique la condition (v), ce qui achdve la démonstration.

- 2.3, COROLLAIRE. - La localisation £ dans < est exacte si 1'une des condi-

tions suivantes est vérifide :

(1) Tout objet M de £ est injectif dans d .

(2) L'ensemble 5 possdde un sous-ensemble cofinal constitué d'idéaux 2

gauche projectifs.
En effet, la condition (1) entraine par exemple les conditions (c) et (d).
D'autre part, la condition (2) entraine la condition (e) en choisissant I € § ’

avec I < J et I projectif.

2.4. Exemple. - Si & est 1l'ensemble des iddaux 2 gauche de A , essentiels dans
2

A, et si Sg = &  est l'ensemble topologisant et idempotent engendré par & , 1la
localisation fb caractérisée par 30 = 82 est exacte., En effet, d'aprés le para-

graphe 8,2 de [3], tout objet de 1la sous-catégorie locale ¢ est injectif dans

0
& , et le corollaire 2.3 est applicable.

3. Localisations plates.

Pour tout homomorphisme d'anneaux ¢ : A -->»B , le foncteur restriction des
scalaires @* de mod B dans mod A , est un adjoint & droite au foncteur exten-

sion des scalaires & de mod A dans mod B .

Pour toute sous-catégorie localisante C de mod A , associée & un ensemble
topologisant et idempotent, il est facile de vérifier que la sous-catégorie pleine
® de mod B caractérisée par les objets dont 1'image par ¢, est un objet de ¢,

constitue une sous-catégorie localisante de mod B s appelée 1l'image de C par ¢ .

L'ensemble § topologisant et idempotent, associé & ® , appelé 1l'image de &
par ¢ , et noté g = #(5) , est constitué par les idéaux & gauche J de B
tels que Q*(B/J) goit un objet de €.

Enfin, un morphisme d'anneaux & : A --» B est plat & gauche, si B est un

A-module plat & droite.
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44

[: 3,1, Définition. - Une localisation € dens la catégorie < est plate si le
f

oncteur localisation L commute aux limites inductives.

I1 est imwédiat que toute localisation plate est une localisation exacte.

[ 3.2, PROPOSITION. - Pour toute localisation £ dans , 11 y a équivalence des

bonditions suivantes

(a) La localisation £ est plate.

(b) Le foncteur localisation L admet un adjoint & droite.

(¢c) Le foncteur localisation L est isomorphe au foncteur : (YA)* o (‘i’A)’c .

(d) L'homomorphisme d'anneaux : ¥, ¢ A-->Ag est un épimorphisme plat 2
auche et la sous=catégorie localisante ¢ de @ est le noyau du foncteur
(1,)* .

(e) Ltimage g = YA(S) de § par YA vérifie © = {Ag} .

(f) Le foncteur section S commute aux limites inductives .

La proposition 1(bis) de [2] (p. 404) montre que la condition (a) entraine la
condition (b), et d'aprds la remarque qui précdde cette proposition 1 (bis), la

condition (b) entraine la condition (c).

w®

3 v, v ) - r _
Soient &' : (YA) o (YA)* - Ias et Y' : I,— .SCYA)* o (YA)
mes fonctoriels 1iés & l'adjonction de (YA)* et (YA) . La condition (c)

y les morphis-

entraine qu'un systime localisant (L , ¥) peut &tre caractérisé par
;o\ .
L=(‘¥)*°(YA) et ¥ = V¥',

Le morphisme fonctoriel LY = (¥ )% o (YA)w ¥* de L = (YA)* ° (‘fA)’Jr dans

(Y ° (Y f (Y ) (Y )* est donc un isomorphisme fonctoriel. Puisque 1le
foncteur (Y )* est fldele, 11 en résulte que le morphisme fonctoriel (Y )* ¥
de (¥ )* dans (& )* e (Y ) o (¥ ) est un isomomphisme fonctoriel. D'apres les
proprletes generales des foncteurs ad301nts, le composé Q'(YA)* ° (&A)* ¥' est un
isomorphisme fonctoriel de (YA)* sur (YA)* , cé qui entraine alors que le mor-
phisme fonctoriel @’(YA)* de (YA)* 0 (ﬁA)* 0 (YA)* dans (YA)* est un isomor-
phisme fonctoriel. Puisque Ag = (gA)* A, ce résultat, appliqué & l'objet A de

&, donne un isomorphisme :
iy . 5 i
Yhg (¥,) o (¥,), 4g —> Ag .
Comme cet isomorphisme Q{AS est aussi 1'homomorphisme canonique de
W
(YA) ° (YA)* Ag= AgQAg Azg dans ACJ: 9

induit par la multiplication dans Ag y 12 proposition 1.1 de [8] montre que

YA : A ~—=> Ag est un épimorphisme d'anneaux. Puisque le foncteur localisation L ’
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caractérisé par IM = (YA)* o (YA)W M= A @M , est exact, il en résulte que Ag
est un A-module 2 droite plat. Enfin, puisque le foncteur (YA)* est fiddle et
puisque la sous-catégorie localisante C de & est le noyau de L , elle est

aussi le noyau du foncteur (‘i’A)w . Ainsi, la condition (c) entraine la condition
(a).
Si YA: A-—-—>A$

montre que le foncteur (YA)* est pleinement fidéle, ce qui entraine que ¢' est

est un épimorphisme d'anneaux, la proposition 2.1 de [7]

un isomorphisme fonctoricl de (YA)* o (YA)* sur Iagg . La sous-catégorie locali-
gante ® = YA(C) de Ug , image de la sous-catégorie localisante C de & par
YA , est la sous-catégorie pleine de U, caractérisée par les objets N de as y
tels que (YA)* N soit un objet de C . La condition (d) entraine alors qu'un tel
objet N est isomorphe 2 (YA)* 0 (YA)* N , qui est nul puisque C est le noyau
du foncteur (YA)* . I1 en résulte que ® ne contient que des objets nuls, ce qui
entraine immédiatement la relation & = {Ag} . Ainsi la condition (d) entraine la

condition (e).

Avec les notations antérieures, le foncteur S' de &/C dans ds est toujours
adjoint & droite au foncteur T o (YA)* et la proposition 3 de [2] (p. 413) montre
que le foncteur T , (YA)* induit une équivalence entre /® et 6/C . La condi-
tion (e) signifie que ® ne contient que des objets nuls, ce qui entraine que
Og® est canoniquement isomorphe 3 g . Il en résulte que le foncteur T o (YA)*
détermine une équivalence entre d_ et & /C et que, par suite, S' détermine une

S

équivalence entre d/(? et d_. Il en résulte que les foncteurs S' et (YA)*

S
commutent aux limites inductives, et la relation S = (*A)* o S' montre que le
foncteur section S commute aux limites inductives. Ainsi la condition (e)

entraine la condition (f).

Enfin, puisque le foncteur T , qui est un adjoint & gauche, commute toujours aux
limites inductives, la relation L =S , T montre que la condition (f) entraine

la condition (a), ce qui achdve la démonstration.

4. Caractérisations des localisations plates.

F 4s1s - LEMBE. - Si un homomorphisme d'anneaux & : A --> B est un épimorphisme
plat & gauche, alors :

(a) Le noyau € du foncteur extension des scalaires 3% s st une sous-caté-
gorie localisante de .,

(b) L'ensemble § topologisant et idempotent associé & C est constitué par
les idéaux & gauche I de A , vérifiant 1'une des conditions suivantes:

(1) By (4/I) =0,
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(2) B3(I) = B .
En particulier, & posséde un sous~ensemble cofinal, constitué d'idéaux a
gauche de type fini.
(e) si ¥,

alors il existe un isomorphisme unique u de Ar sur B, tel que ¢ =u ° YA .

A —>Ag caractérise un localisé de A pour cet ensemble &,

La démonstration de ces propriétés est aisée, et elle figure dans [4].

"~ 4.2, - DEFINITION. - Un ensemble & topologisant et idempotent d'idéaux a
gauche d'un anneau A avec élément unité, est plat s'il vérifie la condition sui-

vante :

(P) "Pour tout J e S, il existe I € § et des familles finies (xi)lSiSn

d'éléments de J et (fi) d'homomorphismes de I dans A' = A/%A y Véri-

1<isn
fiant :
i=n

relation dans laquelle p est l'homomorphisme canonique de A sur A/%A et pI

sa restriction &2 I ',

™ 4.3. LEMME. - Pour toute localisation & dans 9, il y a équivalence des con-
ditions suivantes :

(a2) L'ensemble 5 topologisant et idempotent d'iddaux 3 gauche de 1'anneau
A , est pdat.

(b) L'image $ = YA(S) de & par Y, vérifie 8= {al .

Puisque 1'anneau Ag est isomorphe & 1'opposé de l'anneau des endomorphismes de
TA dans d/¢, si b et ¢ sont des éléments de As représentés par des homo-
morphismes f : I —=>A' et g: J —>A', avec I €95 et J € T, alors
It = f“l[p(J)] est un élément de & et le produit d = bc dans A; est repré-
senté par le composé : h = g' o f' : I' —=>A' , de lz restriction f' de f 2
I' et de l'homomorphisme g' : p(J) —-> A' , déterminé par g , puisqu'il vérifie
g(8a) < @' =0 .

En particulier, si a est un élément de A , 1'é1lément YA(a) de Ag est repré
senté par f_ : A -—>A' , caractérisé par s fa(a) = p(a) p(a) , qui détermine
£l : A' —-> A' , caractérisé par fé(a') = a'p(a) . Le produit bﬂA(a) dans Ag
est donc représenté par h = fé o f ; I -—»A', caractérisé par h(a) = () p(a)

pour tout «@ € I , c'est-a-dire par h = f.p(a) .

La condition (b) signifie que, pour tout J € §, 1'idéal & gauche de Ag engen-

dré par YA(J) est identique & A, c'est-d-dire qu'il existe des familles finies
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(xi)lﬁiﬁn d'éléments de J et (bi)lSiSn d'éléments de A, , vérifiant :
i=n
’Z by YA(xi) =1,
i=1

Si la condition (a) est vérifide, la relation précédente est également vérifide
en choisissant pour bi 1'élément de A_ représenté par fi , puisque Pr repré-

sente 1'élément unité de A3 . Ainsi la condition (a) entraine la condition (b).

Réciproquement, si la condition (b) est vérifide, les éléments bi de A$ sont

représentés par des homomorphismes fg : Ii --> A' avec Ii € § . Puisque
i=n

I' = n Ii est un élément de § , il est possible de remplacer Ii par I' et
i=1 o

fg par sa restriction f; a I' . L'homomorphisme

i=n
h = ’Z f]!_ p(xi) ’
i=1

de I' dans A' représente donc l'unité de Az , et comme cette unité est aussi
représentée par p : A --> A' , il existe Ie § , avec I < I' , tel que Pr soit

la restrictionde h & I . Si gﬁ est la restriction de fi a I, il en résulte

la relation :
i=n
Iof oe(x) =ep
i=1

Ainsi, la condition (a) entraine la condition (a), ce qui ach®ve la démonstration.

[ 4.4. - DEFINITION. - Un ensemble 5 topologisant et idempotent d'idéaux 2
gauche d'un anneau A avec élément unité, est de type fini s'il posséde un sous-

| ensemble cofinal constitué d'idéaux & gauche de type fini.

f_‘4.5. - PROPOSITION. - Pour toute localisation € dans @ » i1 y a équivalence

des conditions suivantes :

(2) L'ensemble § est plat.
(b) L'ensemble $ est de type fini et le foncteur localisation L est exact.

(c¢) L'ensemble 5 est de type fini, et en posant U = §A , il vérifie 1a

condition suivante :

(Pﬁ) "Pour tout J e 5, il existe :
- un idéal de type fini I € &, ayant une famille de générateurs (aj)l<j$m .
AN
- une famille finie (xi)lSiSh d'éléments de J .
- une fami . . . 1616 516 Sri
une famille (Via)l$1$n, 1<5<n d'éléments de A , ces éléments vérifiant
les conditions suivantes : i=n

(Qﬂ) Pour tout indice j : .Ei Vij %4 = 8, (modulo %) .
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(Qb) Pour tout indice i , toute relation de la forme :
j=m
S A,a.=0 (modulo y)
j=1 9 9
lavec Aj € A., cntrainc :

J=m
A v,.=0 (modulo u) .

jo1 94

Si & est plat, le lemme 4.3 et la proposition 3.2 montrent que la localisation
£ vérifie la condition (d) de la proposition 3.2 et le lemme 4.1 entraine alors
que & est de type fini. Puisque toute localisation plate est exacte, la condition

(a) entraine la condition (b).

Le corollaire 2 de [2] (p. 414) montre que la condition (b) entraine la condition
(¢) de 1a proposition 2.2 et d'aprés cette proposition 3.2 et le lemme 4.3, il en

résulte que la condition (b) entraine la condition (a).

Compte tenu du fait que tout ensemble $ plat est de type fini, il est toujours
possible de supposer que 1'idéal & gauche 1 € $, intervenant dans la condition
(P) de 1la définition 4.2, est de type fini et possdde une famille de générateurs
(@) 1cim *

Etant donné un homomorphisme f : I --> A!' , soit (Vj)1s55m
ments de A vérifiant f(aj) = p(vj) pour tout indice j . Puisque

@ n I) €A =0 , toute relation de la forme :

une famille d'é1é-

J=m
= 3 A,a, =0 (modulo U)
j=1 9 I

entraine donec :
j=n
fla) = ¥ p(r,) f(a,) =0 ,
j=1 9 J

c'egt-a-dire

J=n Jj=m
> e(h) e(v.) =0 ¥ A, v.]=0,
ou encore
j=m
> A,v,=0 (moduloq) .
o1 94

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, la relation ;

j=m J=m
f[jZ:l a1 = T o) blv)
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caractérise bien un homomorphisme f : I --=> A' .,
- z ' . . I3 ' -
Ces remarques montrent bien que la donnée d'une famille finie (fi)LSiSn d'homo
morphismes de I dans A' , est équivalente & la donnée d'une famille
(Vij)1$i$n, 1$5<n
d'éléments de A vérifiant la condition (Qﬁ).
La relation figurant dans la condition (P) se traduit donc par les relations
T
f.(a, X,) = a.
2 53(eg) 6x) = oy(e))
pour tout indice j , c'est-ad-dire par les relations :
i=n
. Z p(vij) p(xi) = pI(aj) ?
i=1
qui se traduisent par le condition (QU)'
I1 en résulte bien 1'équivalence des conditions (a) et (¢), ce qui achdve la
démonstration.
[ 4.6, - THEOREME, - Pour toute localisation £ dans @ , il y a équivalence des

conditions suivantes :

(a) La localisation § est plate.
(b) Le foncteur localisation L admet un adjoint a droite.

o«
(¢) Le foncteur localisation I est isomorphe au foncteur (YA)* ° (YA) .

(a) L'homomorphisme d'anneaux : YA : A -->A; est un épimorphisme plat &

gauche et la sous-catégorie localisante ¢ de ( est.le noyau du foncteur (YA)* .
(e) L'image § = YA(Q) de & par YA

(f) Le foncteur section S commute aux limites inductives.

vérifie & = {Aﬁ} .

(g) L'ensemble § est de type fini et le foncteur localisation L est exact.

(h) L'ensemble § est de type fini, et en posant U' = SA , il vérifie la
condition (Pﬁ).

(i) L'ensemble 5 est plat (c'est-3-dire vérifie la condition (P)).

C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.2, du lemme 4.3 et de la pro-
position 4.5,

447+ - COROLLAIRE. - Si un ensemble & topologisant et idempotent d'iddaux a
gauche d'un anneau A avec élément unité, possdde un sous-ensemble cofinal cons—

titué d'idéaux projectifs de type fini, alors :

(a) L'ensemble & est plat.
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[ (b) L'homomorphisme d'anneaux YA : A > A est un épimorphisme plat a
g

auche.

La condition (a) résudte du corollaire 2.3, qui montre que le foncteur localisa-
tion est exect, ce qui entraine la condition (g) du théoréme 4.6. La condition (v)

en résulte immédiatement.

4.8. - Remarques.

(a) Le théorsme 4.6 entraine en particulier que si le foncteur localisation L
est isomorphe au foncteur (YA)* ° (YA)* , clest-3-dire si IN = Az QM , 1'ensem-
ble 5§ est de type fini et le foncteur localisation L est exact. Ce résultat

constitue une réciproque du corollaire 2 de [2] (pe 414).

(b) D'aprés un résultat classique, rappelé dans la proposition 2.1 de [8], un
idéal & gauche I de A est un idéal projectif de type fini.si, et seulement si,
Y . . . 3 'I 7 ' -
il existe des familles finies (Xi)lSiSn d'éméments de I et (gi)ISESn d'homo
morphismes de I dans A tels que, pour tout x €1 :

i=n
.Z 'gi(x).xi =X .
i=1
Cette caractérisation des idéaux projectifc de type fini, montre donc que les
hypoth&ses du corollaire 4.7, entrainent la condition (P) en choisissant pour I

un idéal proje€tif de type fini contenu dans J .
I1 en résulte ainsi une autre démonstration de la condition (a) du corollaire 4.7.

De plus, lorsque U= A = O , la condition (P), qui entraine que 1'idéal J est
projectif de type fini s'il est possible de choisir I = J , exprime en somme une

propriété de "projectivité globale" des éléments de 1'ensemble T .

5. Applications aux épimorphismes plats d'anneaux.

Etant donné un anmmeau A avec élément unité, deux homomorphismes d'anneaux
¢: A-->B et @' : A - B', de source A, seront dits équivalents s'il existe

un isomorphisme uw : B! -—> B , vérifiant : & =u ° ¢' .

Pour toute localisation £ dans 9, déterminde par un ensemble 5 topolegisant
et idempotent, soit A(F) = w(%) , 1a classe d'équivalence d'homomorphismes d'an-
neaux de source A , caractérisé par un homomorphisme canonique YA : A > AS ’
de A dans le localisé A3 .

Soient A et W les applications détermindes par ces conditions.
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~ 5,1, - THEOREME. - Avec les notations précédentes, pour tout anneau A avec
élément unité, 1'application A (resp. W ) est une bijection de 1'ensemble des

localisations plates £ dans @ (resp. de 1'ensemble des ensembles & topologi-~

sants, idempotents et plats) sur l'ensemble des classes d‘équivalence d'épimor-

phismes plats a gauche de source A .

Pout toute localisation plate £ dans @ , déterminée par un ensemble $ topo-
logisant, idempotent et plat, le théortme 4.6 montre que A{(f) = w(8&) est une
classe d'équivalence d'épimorphismes plats a gauche de source A . De plus, les
epplications A et W sont injectives, puisque réciproquement, £ et & sont
-parfaitement déterminés par la sous-catégorie localisante C de d , noyau du
foncteur (YA)* . Bnfin, ces applications sont surjectives, puisque d'aprés le
lemme 4.1, toute classe d'équivalence d'épimorphismes plats & gauche de source A ,
est 1'image par A d'une localisation ® dans @ et que cette localisation est
plate puisque la sous-catégorie localisante C de @, qui lui est associée, est
le noyau du foncteur 8 et par suite du foncteur (YA)* , ce qui montre que la

condition (d) du théordme 4.6 est vérifide.

[ 5.2. - COROLLAIRE (N. POPESCU et T. SPIRCU [7]). - Pour tout homomorphisme

d'anneaux ¢ : A --> B, il y a équivalence des conditions suivantes :

(a) L'homomorphisme d'anneaux ¢ : A --> B est un épimorphisme plat a
gauche,

(b) L'ensemble 5 des idéaux 3 gauche I de A tels que B#(I) = B est
topologisant et idempotent (resp. la sous-catégorie G de @ , noyau du foncteur

" ,est localisante) et de plus, il existe un isomorphisme u : A3 -=> B, tel

| que ¢ =u ° YA .

Le lemme 4.1 montre que la condition (a) entraine la condition (b).

Si la sous-cétégorie C de & , noyau du foncteur &% , est localisante, il est
immédiat qu'elle est associde & 1l'ensemble & topologisant et idempotent €onstitud

par les idéaux & gauche I de A tels que Be(I) =B .

La seconde hypoth®se de la condition (b) implique donc la premidre. Lorsqu'elle
est réalisée, elle entraine que 1l'image § = YA(E) de & par ¥, , vérifie
g = {Ag} , c'est-d-dire la condition (e) du théoréme 4.6, ce qui montre que la con-

dition (b) entraine la condition (a).

5.3. - LEMIE. - Etant donnée une partie £ de l'anneau A , telle que tous les

2

idéaux & gauche de A qui contiennent un é1ément de I , constituent un ensemble

3= ga topologisant et idempotent (par exemple, une partie multiplicative X
vérifiant la condition @




11-14

(*) v"Pour tout se L et tout ae A, il existe t e Z et be A , tels
que ta = bs ",)
alors, il y a équivalence des conditions suivantes:
(2) L'ensemble & = 5, est plate

(v) En posant U = 34 , la partie Z vérifie la condition suivante :

"Pour tout o€ L, il existe 8 ez ot v &A tels que :
(1) vo=s (modulo u) .
(2) Toute relation de la forme

As =0 (modulo¥) ,

avec A€ A, entraine :
]
Av =0 (modulo U) .

Do plus, lorsque X est une partie multipdicative vérifiant (*), ces conditions

équivalentes sont réalisées lorsque I vérifie la condition
() "Si ae A, si se€X,etsi as=0, alors il existe t€ I tel que

_Ea =0 "o
La démonstration de ce lemme figure dans [4].
I1 convient de remarquer que ce résultat constitue une amélioration du résultat

classique (voir par exemple la proposition 5 de [2] (p. 415)) qui assure que les
gonditions (*) et (**) sont suffisantes pour que & = 32 soit plat.
¢ A --3»3B surjectif,

°

" 5.4, - COROLLAIRE. - Pour tout homomorphisme d'anneaux @

il y a équivalence des conditions suivantes :
A -—> B est un épimorphisme plat & gauche.

(a) L'homomorphisme surjectif & :
U de ¢ est un idéal bilatdre fortement idempotent & gauche [3],

(b) Le noyau
c'est-3-dire qu'il vérifie la condition suivante :
"Pour tout oe U , il existe au moins un B e U, tel que o = Ba ",

Une démonstration de ce corollaire utilisant le lemme 4.3 est donnde dans [4], et
une autre démonstration figure dans [3].

5.5 = Remarque. - Les idéaux bilatires fortement idempotents & gauche de A
interviennent dans la caractérisation des mono-sous-catégories M de & qui sont

abéliennes ou localisantes [13].
5.6« - Commentaires.
& topologi~

(a) La condition (P) qui figure dans la définition des ensembles
sants, idempotents et plats présente 1'intérét d'une analogie formelle avec 1la
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caractérisation des idéaux a gauche projectifs de type fini.

La condition (Pﬂ) donne une caractérisation "interne" des ensembles § topologi-
sants, idempotents et plats. Elle est techniquement compliquée, mais elle est &
comparer aux caractérisations de la platitude d'un module, de méme style, données

dans [1].

(b) Les résultats obtenus précisent et complétent ceux de [7]. En effet, ils
donnent par exemple des critéres permettant de reconnaitre qu'un homomorphisme
d'anneaux ¢ : A -->B est un épimorphisme plat & gauche, mais ils font inter-
venir le but B de @ . Ils ne permettent pas d'obtenir la construction (tout au
moins théorique) de tous les ¢pimorphismes plats & gauche de source donnée A . Le
théoréme 4.1 fournit cette possibilité gréce & la considération des ensembles §
topologisants, idempotents et plats d'idéaux & gauche de A , caractérisés de fagon

"interne",

6. Exemples de localisations plates.

Les exemples les plus simples de localisations plates sont ceux déterminds par
une partie multiplicative I de l'anneau A vérifiant les conditions (%) et (3¢),
Dans le cas o A est commutatif, ces conditions sont automatiquement vérifides,
et les exemples obtenus redonnent les propriétés classiques des anneaux de fractions
5! A et des modules de fractions Il M [1].

Un autre exemple intéressant peut &tre fourni par ce qui va suivre.

En reprenant les notations de l'cxemple 2.4, si & est 1l'ensemble des iddaux a
gauche de A , essentiels dans A , cet ensemble & est toujours topologisant.
L'idéal singulier &A de A qui est le plus grand sous-module &-négligeable de

A est constitué par les éléments de A dont l'annulateur est essentiel.

Si & =0, il est facile de vérifier que & est aussi idempotent, c'est-a-dire
que & = S? = & (voir par exemple le lemme 1 de [2] (p. 416) ou 1'exercice 24 de

[1] (p. 164)).

I1 convient de noter que cette condition entraine que & coIncide avec 1'enseme
ble & des idéaux a gauche de A rationnels dans A , au sens de UTINMI, qui
caractérise également la plus fine des localisations dans ¢ telles que l'homomor-

phisme canonique de A dans son localisé soit injectif.

Pour mémoire, il est utile d'indiquer que le localisé A de A admet pour

A-module a gauche sous-jacent une enveloppe injective de A .

[ 6.1. PROPOSITION. - Avec les notations précédentes, étant donné un anneau A
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avec unité, vérifiant &A = 0 , alors il y a équivalence des conditions suivantes :

(a) L'anneau Ag est semi-simple.

(b) La localisation £o

(¢) Tout iddal & gauche essentiel dans A contient un idéal & gauche de type

dans d est plate,

fini essentiel dans A .

by

(d) I1 n'existe pas de famille infinie formée d'idéaux & gauche de A , dont

la somme est directe.

Soit u, A - Ag y l'homomorphisme canonique de l'anneau A dans 1l'anneau
localisé Ag de A pour & . Il est facile de vérifier que 1l'image § = uA(S) de
& par U,
(voir par exemple 1'exercice 25 de [1] (p. 164)). La condition (a) qui montre que

est constituée par les idéaux & gauche de A; essentiels dans A

Ag ne possdde pas d'idéaux 2 gauche essentiels autres que A, entraine g= {Ag}

et le théoréme 4.6 montre donc que la condition (a) entraine la condition (v).

Réciproquepent, le théoréme 4.6 montre que la condition (b) entraine 1'équive—

lence de la sous-catégorie locale £
mOdAg .

Le paragraphe 8.2 et le corollaire 4.6 de [3] montrent que tout objet de QO est

injectif dans EO et par suite tout Ag-module & gauche est injectif, ce qui prouve

0 de Q4 et de la catégorie de modules

que Ay est semi-simple. Il en résulte donc 1'équivalence des conditions (a) et (b).

D'apres l'exemple 2.4, la localisation T% est exacte, et le théoréme 4,6 mon-
tre que Sfb est plate si, et seulement si, & est de type fini, ce qui se traduit
par la condition (c). Ainsi, il en résulte 1'équivalence des conditions (a), (b)

et (c).

by

Celn étant, sous la condition (a), soit n 1la longueur du Ag-module a gauche
A. . Soit (Ij)jeJ une famille d'idéaux & gauche de A dont la somme est directe.
Puisque Eb est plate, le foncteur localisation commute en particulier aux sommes
directes, ce qui donne :
jedJ Jjed
et cette formule montre que le nombre d'éléments de J est inférieur ou égal & n .
Ainsi, la condition (a) entraine la condition (d).

Tout revient donc & montrer par exemple que la condition (d) entraine la condi-
tion (c), clest-a~dire que tout idéal & gauche I de A essentiel dans A con-
tient un idéal & gauche I' de A essentiel dgns I . I1 est possible de cons-
truire par récurrence des éléments non nuls ay de I, pour 1<k<p, tels que
la somme des idéaux & gauche monogénes Aak soit directe. La construction de a

est possible tant que 1'idéal & gauche :
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N?
1sk<p-1 Aak !
n'est pas essentiel dans I . La condition (d) entraine évidemment que la fonstruc~
tion s'arréte pour un entier p tel que 1'idéal & gauche

I = d; A
1<ksp &

soit essentiel dans I , et par suite dans A .

Ainsi, la condition (d) entraine la condition (c), ce gui achdve la démonstration.

6.2+ Remarque. - Sous les conditions équivalentes de la proposition 6.1, 1'homo-
morphisme injectif u, A —-> Ag est en particulier un épimorphisme plat &

gauche.

La proposition 6.1 constitue une généralisation du lemme 6 de [2] (p. 418), pré-

paratoire 3 la démonstration du "théorime de Goldie".
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