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Séminaire DUBREIL-PISOT 10-01
(Algdbre et Théorie des nombres)
23e année, 1969/70, n° 10, 15 p. 23 février 1970

QUELQUES APPLICATIONS DE LA NOTION DE LOCALISATION

par Claude TISSERON

Tous les anneaux considérés ont une unit¥ ; les modules et les idéaux considérés
sont des modules et des idéaux & gauche ; on dit qu'un anneau A est noethérien si

A est noethérien & gauche, etc.

Dans tout cet exposé, U désigne une catégorie abéliemne localement petite, 2
sommes et produits quelconques. Dans les applications, on prend pour & 1la cetégo=

rie lod A des A-modules & gauche ou la catégorie duale de Mod A .

1. Injectifs relatifs.
lele Généralités.

1.l.l. Définitions. - Pour une classe S d'objets de &, soit ¢(S) (resp.
p(S) ) 1a classe des objets M de la catégorie O tels que le foncteur @(. , M)

(resp. a(m y o) ) soit exact sur les suites exactes de la forme

O->N'->N->N"->0,

oi N est un objet de S ; un objet de 2(S) (resp. p(S) ) est appelé S-injectif
(resp. S-projectif) ([12] et [13]). Pour une classe S' d'objets de &, soit
L'l(S') (resp. p—l(S') ) la classe des objets M de ¢ tels que tout objet de

S' soit M-injectif (resp. M-projectif). On note M-injectif au lieu de
{M}-injectif.

Exemples. — Un objet M de @ est quasi-injectif si, et seulement si, il est

M-injectif.

Soit & 1la classe des objets M de d tels que tout sous-objet de M soit
facteur direct de M . Pour toute classe S d'objets de &, ona S‘:L"I(S) et
S C:p-l(S) y et il est d'ailleurs immédiat de vérifier que si un objet M de @

est dans L_l(S) (resp. p_l(S) ) pour toute classe S d'objets de @, alors
MeS8,

1.1.2, Objets fortement caractéristiques.

Définition. - Un sous-objet N d'un objet M de « est fortement caractéris-

tique dans M si, pour tout sous-objet N' de N s l'application canonique :
a(nr , N) -» a(y* , M)

est bijective.
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Exemples, - Si M est quasi-injectif, tout sous-objet caractéristique de M est

fortement caractéristique dans ¥ .

Si € est une sous-catégorie fermde de « » i. e. une sous-catégorie pleine
stable par sous-objets, objets quotients et sommes quelconques, pour tout objet M
de d , le plus grand sous-objet @M de M dans C est fortement caractéristique

dans M .

Le lemme suivant va nous permettre d'avoir un autre exemple important de sous-

objet fortement caractéristique.

lele3e LEMME, - Soit i : M' -»M une extension essentielle dans o , si un

objet N de & est dans b_l(M') , tout morphisme f : N -» M se factorise

par 1i .
Soit f : N -»M, alors f induit un morphisme f£' : £ -(M!) -3 ! qui se pro-
longe en g: N ->M' , On a donc le diagramue commutatif suivant, ou
q: M ->M/M

est le morphisme canonique et j = Ker q.f .

0 ——> f"l(M') Asy

e

f'i e lf
P .

0 SH' 2> N - M/M' ——50

I1 suffit de montrer que uw = ig - f est nul. Posons A = u_l(u(N) A ') jalors
u(A) = u(N) A M' ost non nul dés quo u(N) oot non nul, car M' ecst cssentiel

dans M , Soit
8¢ AN,

le morphisme canonique, puisque wu(A) < N! » on peut écrire us = it , puis
fs = i(gs - t) , donc qfs = 0 , et ainsi A < Ket(q. f) = f_l(M') , ce qui prouve
que u(A) =0, done u(lN) =0, et u=0.

l.1.4. COROLLAIRE. - Un objet quasi-injectif est fortement caractéristique dans

toute extension essentielle.

Soit i : M' ->»M une extension essentielle d'un objet quasi-injectif M' de
&4 . Pour tout sous-objet N de M' , ona Ne L“l(h') , et tout morphisme N -->M

se factorise par M' d'aprés le lemme 1.1.3.

1.1.5. COROLLAIRE, - Soit i : M! —>M une enveloppe injective d'un objet M

de @, un objet N de @ est dans L'l(u') si, et seulement si, pour tout mor-
phisme f : N -»M , on a f(N) <N,
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La condition nécessaire n'est autre que le lemme 1.1.3 ; la condition suffisante

résulte immédiatement de 1l'injectivité de M .

1.L.6. COROLLAIRE. - Pour toute classe S d'objets de ( , toute extension essen-
tielle d'un objet de z(S) est dans (3) .

Si M' -» M est une extension essentielle d'un objet M' de ¢(8) , soit N un
objet de S , alors M' est M-injectif, et ginst N'-injectif pour tout sous-
objet N' de N ; si u: N' -»M est un morphisme d'un sous-objet N' de N

dans M , il résulte du lemme 1.1.2 que u se factorise mr M' ->M , donc se

prolonge a N ,

On donne maintenant quelques propriétés de ¢(S) pour une classe S d'objets

de ao

l.1.7. PROPOSITION. ~ Pour une famille (Mi)I d'objets de & , le produit

M =l Mi est dans z(S) si, et seulement si, pour tout i €I, Mi est dans
I
¢(8) .

Soit N!' == N un monomorphisme ou N est dans S , on a un diagramme commutatif

ou les fléches verticales sont des isomorphismes :

AN 5 M) ==& (N , M)

! I

]1 aw , Mi) -->(IT€1(N' , M)

qui montre que M est dans ¢(S) si, et seulement si, pour tout i€ I, Mi est
dans ¢(8) .

l.1.8, PROPOSITION.

(a) L-l(S) est stable par sous-objets, objets quotients et sommes finies.

(b) Si 1'une des conditions suivantes est vérifide,

1° tout objet de S a une enveloppe injective dans @ ,

2° les limites inductives de @ sont exactes,

alors la sous-catégorie pleine L-l(SZ , définie par L-l(S) , est fermée.

La démonstration de (a) se fait en reproduisant les démonstrations des lemmes 4
et 5 du chapitre I, § 2 de BOURBAKI [3].

Montrons (b). I1 suffit de montrer que L-l(S) est stable par sommes quelconques,

Soient (Ni)I une famille d'objets de L-l(S) , et N ==€5‘Ni , leur somme j; mon-

trons que N est dans b—l(S) . I
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1° Si tout objet M de S possdde une enveloppe injective M dans @&, il
résulte du critére 1.1.5 qu'il suffit de montrer que, pour tout objet M de S et
tout morphisme f : N -»M , ona In(f) <M . Soient e, : Ni -» N les morphis-

mes canoniques, pour tout i € I, on a Im(f.ei) SH, i.e. fie, =g, ,
ou o M ->-ﬁ est le morphisme canonique ; la famille (gi)I donne alors un

morphisme g : N -»>M tel que @.g =f , d'ou le résultat.

2° Supposons maintenant que les limites inductives de & soient exactes. Soient
N' —» N un monomorphisme, et £ : N' —» M un morphisme, ou M est un objet de
S .4Puisque les limites inductives sont exactes, on peut trouver un prolongement
maximal gqi Nt =M de £ avec N!' S N" <N o 3i N" est distinet de N, il
existe une partie finie J c I telle que N" A NJ soit distinct de NJ , OU
N, = ;zi N, . Comme N; est dans b—l(S) , d'aprés (a), la restriction de g 2

N A NJ se prolonge & NJ par h @ NJ -» M , D'autre part, le diagramme canonique

A

\ l

—— NV
Nt > N NJ

représente une somme fibrée, et il existe un morphisme u : N" V NJ -> M prolon-

geant strictement g , ce qui est absurde. Donc N" = N , ce qui aché&ve la preuve.

Remarque. - Le (a) et le 1° du (b) ont été trouvés indépendamment par E. de ROBERT
[13].

1.2, Applications aux objets quasi-injectifs.

Dans ce numéro, les sous-catégories pleines L-l(SZ de @ sont toujours suppo-
sées fermées. C'est-a~dire que S vérifie par exemple la condition 19(b) de 1.1.8,
ou que @ est avec limites inductives exactes. Tout objet M de O posséde alors

. -1 ‘s .
un plus grand sous-objet dans ¢ fS} que 1l'on désignera par g M.si s={N}

pour un objet N de {d, on notera 2N M au lieu de L{N} M.

1.2.1, PROPOSITION. - Pour tout objet M de S, le sous-ohjet tg M de M est

quasi-injectif et fortement caractéristique dans M .

La seconde assertion résultec de 1.1.2 (exemples). Montrons que g M est quasi-
injectif., Soient N!' -» zg M un sous-objet de tg M et us: N -> g M un mor-
phisme, comme M est Ly M-injectif, le composé N! -> g M -> M se prolonge en
un morphisme v g M ->»>M qui se factorise par 1l'injection L M ->HM , puisque

Lg M est fortement caractéristique dans M , d'ol le résultat.
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1.2,2, PROPOSITION « — Pour tout objet M de & , 2y M est le plus grand sous-

objet quasi-injectif et fortement caractéristique de M .

Soit N un sous-objet quasi-injectif et fortément caractéristique de M , Il
suffit de démontrer que N < 2y M,i. e« que M est N-injectif, Soit u : N'-» ¥
un morphisme d'un sous-objet N' de N dans M , comme N est fortement caracté-
ristique, u se factorise par l'injection N -»> M , donc se prolonge & N , car N

est quasi-injectif, ce qui montre que M est N-injectif, et achéve la preuve.

1.2¢3. PROPOSITION. - Soit M' wun sous—objet quasi-injectif et essentiel d'un

objet M de & o Alors 1z, M est le plus grand sous-objet quasi-injectif et essen-

M
tiel de M .

Ceci résulte immédiatement de 1.1.4 et 1.2.2.

Sauf pour le lemme 1.2.8, nous supposons maintenant que @ est la catégorie

Mod A des A-modules & gauche sur un anneau & unité A .

La terminologie relative aux familles topologisantes (resp. topologisantes et
idempotentes) d'idéaux & gauche de A est celle de [7] ou do [3] (chap. II, § 2,

exercices 16 ct suivunts).

Pour toute classe S de A-modules (& gauche), L—I!S) est une sous-catégorie
fermée de Mod A, et il lui correspond donc 1'ensemble topologisant IS des
idéaux (& gauche) a de A tels que A/ a soit dans L—l(S) ; pour tout module M,
Soit IS M={xeM| Anmm(z) e IS} y ONn a IS M= g M, et M est dans b-l(S)

si, et seulement si, IS ¥=M,

1.2.4, Remarque. - Soit (Mi)J une famille de A-modules, il résulte de 1.1.7

que si M = 9 M, ,ona L, = 9 IMi .

Nous énongons maintenant deux résultats relatifs aux ameaux semi-artiniens [10].
Un anneau semi-artinien A est un anneau tel que tout A-module possede un sous—

module simple, le socle de tout module M est alors essentiel dans M .

1.2.5. COROLLAIRE. - Sur un anneau semi-artinien A y tout A-module posséde un

plus grand sous-module quasi-injectif et essentiel.

On applique la proposition 1.2.2, en remarquant que le socle d'un module M est

un sous-module quasi-injectif et essentiel.

1.2.6, PROPOSITION., - Sur un anneau semi-artinien A s toute classe de A-modules

-]- rfe . . o
de la forme (S) peut &tre définie en choisissant tous les modules de S quasi-

injectifs.

Commengons par démontrer un lemme. Soient S une classe de A-modules, et Sl
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la classe des A-modules IS M pour Me S .

1.2.7. LEMME, - On a toujours IS < ISl ; de plus, si pour tout A-module M de

S, IS M est essentiel dans ISl M , alors IS = ISl .

Soient € IS , et f : b/a -"IS M un morphisme ou « b et M €S ; le mor-

phisme f se prolonge en g : Aﬁa‘—ylﬂ dont 1'image est contenue dans IS M,
car Afa = IS(A/a) , ce qui prouve gue A/a  est dans L-l(Sl) et ae ISl .

Supposons maintenant que, pour tout M€ S , on ait IS M essentiel dans ISl M,
et soit ae Iy , i. e. Aa = Isl(A/a) ; soit f un morphisme : I/a -»M pour
MES, ona f%b/a) < ISI(M) s or, par hypothese, IS M est Afa-injectif, donc
b/a-injectif, et il résulte de 1.1.3 que f(b/a) < I M, i. e. puisque IgM est
Afa-injectif, f se prolonge & A/a , et ainsi M est Afa-injectif pour tout

Mes,i¢eo GEISQ

La proposition résulte alors du fait que, pour tout module M de S , IS ¥ con-
tient le socle de M qui est essentiel dans M , et , a fortiori, I§ M est essen-

tiel dans I M, donc Iy = Iy avec le lemme, i. e. L-l(S) =" (Sl) , et tous

S
les modules de Sl sont quasi-injectifs.

Lorsque l'anneau de base A est quelcongue, il peut arriver que, pour un
A-module M , on ait IM =0, i, e« M n'a pas de sous -module quasi-injectif
et fortement caractéristique # O ; par exemple si A est un anneau intdégre qui
n'est pas un corps, aucun idéal propre de A n'est quasi-injectif et, pour tout

idéal a#0 , on a I a=0.

Nous allons voir que lorsque IM M =0, on peut caractériser aisément IM .

1.2.8., PROPOSITION, -~ Pour un A-module IM , les conditions suivantes sont équiva-

lentes

(a) M n'a pas de sous-module quasi-injectif et fortement caractéristique non nul;
(b) Un idéal « de A est dans IM si, et seulement si, HomA(A/G , M =o0.

On désigne par I une enveloppe injective de I . L'ensemble Jﬁ des idéaux &
gauche a de A , tels que HomA(A/G ’ ﬂ) =0 , est le plus grand ensemble topolo-
gisant F d'idéaux & gauche de A tels que FM =0 comme on peut le vérifier
aisément ; de plus, si € J, , ona HopA(b/a , M) = 0 pour tout idéal L 2a
donc « €L, et J SI, . D'aprds 1.2.2, (a) équivaut & dire que I, M =0 et,
d'aprés ce qui précéde, ceci équivaut & Ty =TIy » d'ou le résultat.

Remarques.

1° Lorsque M n'a pas de sous-module quasi-injectif fortement caractéristique
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#0 , 1'ensemble topologisant IM n'est autre que 1l'ensemble topologisant et idem-
potent qui permet de caractériser les extensions rationnelles de M au sens

a'UTUMI (Cf. [5] et [8]).

20 Si les conditions 1.2.8 sont vérifiées, IM est un ensemble topologisant et

idempotent, car JM est toujours idempotent.

Ceci n'est pas le cas en général : Considérons en effet un A-module M non quasi
injectif, dont le socle est essentiel, et dont le sous-module singulier est nul
(On peut prendre par exemple M = As , ou A est le sous-anneau d'un produit infi-
ni K' de copies d'un corps K , engendré par K I) et 1'unité de KT , cf. [10]).
Posons M, = I M #M , alors Ml
M/Ml-injectif, car tout morphisme d'un dous-module de M/M'1 dans M est nul, donc

IM(M/Ml) = M/Ml » ce qui prouve que Iy

est essentiel dans M , de plus M est

n'est pas idempotent.

3. Produits de modules quasi-injectifs.

1.3.1, PROPOSITION. ~ Pour un A-module M , il y a équivalence entre :

(a) Pour tout ensemble I y le A-module MI est quasi-injectif ;
(b) Ann(nm) appartient a ;M H
(c) I1 existe un idéal & droite « de A, tel que M = r¢(a) .

On note M wune enveloppe injective de M , et r (a) {xe R | ax =0} .

(¢) == (a), 81 M = rﬁ(a) , on a ut = rQ(a) ou Q= #l est un A-module injee-
tif, comme rQ(a) est un sous-module caractéristique d'un module injectif, c'est

un module quasi-injectif.

(a) => (b). Remarquons que ul est quasi-injectif si, et seulement si,

I I s s
IM (M7) = ¥~ ce qui équivaut, d'aprés la remarque 1.2.4, & IM(MI) =ul Suppo-~
suns que l'on ait (a), alors on a en particulier I, (MM) = , et 1'annulateur de

la diagonale de M1 , i. €. Ann(M) , est dans IM .

(b) => (c). Soit M wune enveloppe injective du A-module M , posons
L ]
M = rﬁ(Ann(M)) ,

on a Ann(M') = Ann(M) , ltassertion (b) signifie que M est un A/Ann(M)-module
injectif, comme M est essentiel dans M! comme A-module, donc aussi comme
A/Ann(M)-module, on a M = M' ,

Remarque., - L'assertion (¢) figure dans [6], et 1'équivalence
(a) <=> (b) <=> (c)

z

a €té trouvée indépendamment par des méthodes différentes par K. R, FULLER.
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1.3.2. Définition. - Nous dirons que A vérifie la condition Q (resp. Q. F.)
(& geuche) si tout A-module quasi-injectif (resp. quasi-injectif et de type fini)

posséde les propriétés de la proposition 1.3.1.

Si (Ki)I est une famille infinie de corps, l'anneau A =]} Ki ne vérifie pas

la condition Q , car le A-module M =§§}Ki est semi-simpde, donc quasi-injectif,
I
et 1'annulateur de M qui est nul n'appuartient pas & IM sinon M serait injec~

tif, ce qui est absurde car M est essentiel dans A et différent de A .

1.3.3. PROPOSITION, -

(a) Tout anneau artinien vérifie la condition Q ’

(b) Tout anneau commutatif vérifie la condition Q. F.

Commengons par démontrer un lemme,

LEMME. - Pour tout ensemble topologisant F sur un anneau artinien A , il existe

un idéal bilatére a tel que F goit 1'ensemble des idéaux de A contenant « .

Si a est un élément minimal de F , on vérifie immédiatement que < satisfait

les conditions du lemme.

Soient M wun A-module quasi-injectif sur un anneau artinien A, et ¢ 1'idéal
bilatére tel que IM soit 1'ensemble des idéaux contenant a . Comme M est quasi-

injectif, ona I, M =M et, pour tout xe€ M, ona a <Amn(x) , donc o © Ann(M)
et Ann(M) e I, » ce qui prouve (a).

Montrons (b). Soit M wun A-module quasi-injectif ayant un systéme fini
(x1 s see xn) de générateurs, puisque M est quasi-injectif, on a Ann(xi) € IM
pour i =1, oo , 0, et comme A est commutatif, on a Ann(M) =?ﬁ Ann(xi) € IM .
1

1.3.4, PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L'anneau A vérifie la condition Q (resp. Q. F.) ;

(b) Pour tout idéal bilatdre a de A , tout A/a-module (l) quasi-injectif et

fidéle est injectif.

Soit M un groupe abélien, alors M est un A/a-module fiddle pour un idéal bi-
latére a de A si, et seulement si, M est un A-module d'annulateur a , et,
dire que M est quasi-injectif (2) comme A-module, équivaut a dire qutil est
quasi-injectif (2) comme A/a~module. La proposition ci-dessus résulte alors de
1.3.1 (b), en remarquant que Ann(M) e IM si, et seulement si, M est un
A/Ann (M)-module injectif.

(1) (resp. tout A-module de type fini)
(2) (resp. quasi-injectif de type fini).
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Remarque. - L'affirmation (a) de 1.3.2 a été trouvée par une méthode différente
par K. R. FULLER [6].

1+43+5. PROPOSITION., - Si un épimorphisme d'anneaux ¢ : A -> B est surjectif ou

plat & zauche [11], alors B vérifie la condition Q d&s que A 1la vérifie.

La premidre assertion résulte immédiatement de 1.3.73.

Supposons que ¢ 8o0it un épimorphisme plat & gauche, i. e. B est un A-module
a droite plat ; un B-module M est quasi-injectif si, et seulemen} si, le
A-module $*(M) est quasi-injectif. En effet, le foncteur-restriction des scalai-
res ¢, admet un adjoint & gauche o* , défini par ¢*(N) = B 81 N, ol BL@A N
est muni de sa structure de B-module & gauche ; et, dire que B est plat a droite
signifie que ¥ préserve les monomorphismes. Pour un sous-A-module N de ¢*(M) ’

on a un diagramme canonique commutatif :

Hom, (¢ (M) , ©,(1)) 2> Hom, (¥ , ¢, (1))

! ||

Hom, (¥ , 1) —t Hom, (9" (V) , 1)

u' provient de 1l'injection N -» w*(M) » V' est 1l'isomorphisme défini par 1l'ad=
jonction de @, et ¢* , v est 1'application qui & un morphisme f : M -» M
fait correspondre @u(f) : @, (M) - @, (M) , v est un isomorphisme d'aprés la

proposition 2.1 de [11], enfin u provient de 1l'application composée
¢ () = ¥, (1) = N
qui est injective.

On vérifie alors aisément, avec le diagramme ci-dessus, que M est quasi-injec-
tif si, et seulement si, w*(h) est un A-module quasi-injectif.
On peut alors achever la preuve, soit M un B-module quasi-injectif s on a
I, - I N
m*(M ) = wﬁ(M) pour tout ensemb%e I ; par hypothése w*(M)I est quasi-injectif
pour tout ensemble I , donc @*(M ) également, et MI est un B-module quasi-

injectif d'aprés le début de la démonstration, d'od le résultat.

2. Une caractérisation des anneaux noethériens.
SRS R LeL10at10on 4es anneaux noetheriens

I1 est bien connu que si A est un anneeu noethérien, toute somme directe de
copies d'un A-module quasi-injectif est un A-module quasi-injectif [4]. Nous nous

proposens de démontrer la réciproque.
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2.1. PROPOSITION. - Pour un anmeau A , les conditions suivantes sont équiva-

lentes 1
(1) A est un anneau noethérien ;
(2) Toute somme directe de copies d'un A-module quasi-injectif est un A-module

quasi-injectif ;
(3) Toute somme directe de A-modules injectifs est un A-module quasi-injectif.

Nous démontrons (2) == (3) et (3) == (1); 1'assertion (1) = (2) figure
dans [4].

(2) =»> (3). Soient (Mi)I une famille de A-modules injectifs, et M = Q Mi H
le A-module M est injectif, et, pour chaquc 1€ I , on peut écrire M sous la

forme M =M" = Mi(D Pi , Ou Pi = jQi Mj ; par hypothdse, le A-module

w D _ gt agu, © @b,
I r*t 1t

est quasi-injectif, donc aussi «&}Mi .
I
(3) == (1). Pour montrer que A est noethérien, nous montrons que toute somme
directe de modules injectifs est un module injectif. Soit (Mi)I une famille de

A-modules injectifs ; par hypothése, M = 1o ﬂBMi est quasi-injectif, et comme

A est un sous-module de M , on en déduit que M est injectif avec le critére de

Baer, donc ~aiMi est injectif comme facteur direct de M .
I

Remarque. - Ceci a été trouvé indépendamment, et par une méthode différente, par
K. R. FULLER [6].

3. Modules guasi-projcctifs.

3.1, Soit A wun anneau, il résulte du dual de la proposition 1.1.8 (a) que,
pour une classe S de A-modules, p-l(S) est stable par sous-objets, objets quo-
tients et sommes directes finies. La famille PS des idéaux a de A tels que
A/a soit dans p—l(S) est donc topologisante. Soit C,  la sous-catégorie pleine
g M, ol PSM_{xeMl Ann(x) € PS}.Alors C

est une sous-catégorie fermée, et tout objet de (S) est dans C? .
S

des modules M tels que M =P P
S

On a alors :

3.1.1. LEMME. ~ Les conditions suivantes sont équivalentes :

-1
(a) »p (S) est stable par sommes directes quelconques ;

(b) Un A-module N est dans p-l(S) si, et seulement si, N = Py N .

(a) = =>(b). 8i N = P N , on peut écrire N comme quotient de €P A.x y qui
x€N
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~

- -1/, .
est dans l(S) par hypothese ; donc N est dans ¢p (o) . 3i N est dans
07H(S) , on a évidemment N = P N .

(b) => (a), car alors p—l(S) est égale & la classe des objets de GPS qui est
stable par sommes quelcongues.

Lorsque S est réduite a un seul module M , on écrit PM au lieu de P{M} .

I1 résulte du dual de 1.1.7 que, pour une famille (Mi)I de A-modules, on a
Pr. =NP
NEETE

3.1.2, LEMiE., -~ Soient M et N deux A-modules dont 1'un au moins est de type

fini, alors M est N-projectif si, et seulement si, N = PM N .

Si N est de type fini, engendré par Xy 5 eee s X, 00 peut écrire N comme

quotient de

qui est dans p‘l(M) dés que N =P, N, donc N est dans p"l(M) , i. e« M o8t

N-projectif ; si M est N-projectif, on a évidemment N = PM N .

Supposons maintenant M de type fini et N = PM N ; soient N ->N/N' un quo-
tient de N, et f : M -=N/N' un morphisme ; on va montrer que f se reléve en
un morphisme de M dans N , ce qui achevera de prouver le lemme. On peut écrire

N comme quotient de & A.x s et, puisque M est de type fini, on peut trouver

xeN n
des éléments x; , ... , x  de N tels que £(1) soit un quotient de & A
i=1 i
par hypothése, A est dans p-l(M) pour i=1, ... , n et aussi
: n
T A,
i=1 %4

n
donc f se factorise par un morphisme f' : M -= & AX qui, composé avec 1l'in-

n - . i:l ,i\ ’

jection & A_~—=> & A_ et l'application canonique & A_ ->N , domne le reld-
. X, x X
i=1 i xeN xcN

vement cherchd de f .

Rappelons qu'un sous-objet N d'un objet M de Mod A est dit superflu dans M
8i, pour tout sous-module N' de M , la relation N + N' =N implique N' =M ,
cela signifie que 1'épimorphisme M -=>M/N est un monomorphisme essentiel de la
catégorie duale de Mod A . 81 P - P' -—»0 est un épimorphisme dont le noyau est
superflu, et si P est projectif, on dit que P -+ P' est une couverture projec-

tive de P (Cf. [1]). C'est la notion duale de la notion d'enveloppe injective.

On a alors :
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3,1.,3. PROPOSITION. - Si tout module de S est de type fini ou posséde une cou-

verture projective, un module N est dans p—l(S) si, et seulement si, N = PS N .

Soit N = PS N , il faut montrer que tout A-module M de S est N-projectif.

Si M est de type fini, on remarque que l'on a PS PM , et ainsi PM N=N,
i. e. d'aprés 3.1.2, M est N-projectif. Si M a une couverture projective, on

écrit une suite exacte & A. ->» N -=» 0 ; par hypothese, M est Ax-projectif pour
x€EN
tout x € N, et, d'aprés le dual de 1.1.8 (b.1°), M est ( M a )»projectif

donc (QB A )—proae@tlf puis N-projectif, car p (M) est stable par sous=-
xeN
objets et objets quotients.

3.1.4. COROLLAIRE, - Toute somme directe de copies d'un A-module quasi-projectif,

de type fini ou ayant une couverture projective, est un A-module quasi-projectif.

Soient M un A-module quasi-projectif, de type fini ou ayant une couverture

projective, et I un ensemble. Alors M I est quasi-projectif si, et seulement

o1, ¢ 2Dy | co qui équivaut, d'a S)res le aual de 1.1.7, & me pu(D)y,

u(D)

et, d'aprés 3.1.3, ceci équivaut a P (M ; Of,)pulsque M est quasi-
I

projectif, on & Py M =M et, par sulte, Py (M(I)) =M , d'ou le résultat.

3.1.5. COROLLAIRE., - Soit M un module de type fini ou ayant une couverture pro-

Jjective, alors M est projectif si, et seulement si, pour tout idéal a de A,

1'application canonique HomA(M , A) = HomA(M , A/a) est surjective.

La condition est nécessaire. Réciproquement, soit M wun module vérifiant les
conditions énoncées ; alors A € p_l(M) , et, d'aprés 3.1.3 et 3.1.1, tout module
est dans p‘l(M) ,et M est projectif.

Remarque. - La premiére assertion de ce corollaire a été trouvée indépendamment
par E, de ROBERT [13].

3+1.6. COROLLAIRE. ~ Sur un anneau commutatif, tout module de type fini quasi-

projectif et fidéle est projectif.

Soit Xy y see y X une famille de générateurs du module quasi-projectif et

fiddle M ; ona O = Ann(M) = ﬂ Ann(x ) € By ,car M=P M, donc A€ p'l(M) ,

et le corollaire résulte de 3.1.5.

3e¢ls7. PROPOSITION, - Soit A un anneau parfait ; un A-module M est projectif
dés que, pour tout idéal a < R(A) » l'application canonique.

HomAOM , A) -» HomA(M , AfQ)

est surjective.
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R(A) est le radical de Jacobson de A , et A est parfait si tout A-module
posséde une couverture projective [1]. D'aprds le lemme 2.4 de [1] (p. 472), un
idéal a de A est superflu dans A si, et seulement si, @ © R{A) . On va mon-
trer que A est dans p—l(M) ; la conclusion résultera alors de 3.1.5. Soient B
un idéal de A, et u: M -» A/b un morphisme ; on doit montrer que u se reldve
en v: M-» A, D'aprés 1l'hypothése, on peut supposer que b n'est pas superflu
dans A, i. e, il existe un idéal ¢ tel que b + ¢ = A, et comme A est par~
fait, on peut supposer que ¢ est minimal pour cette propriété (Cf. [9]), et alors
b nc est superflu dans ¢ , et par suite dans A . D'autre part, comme b +¢ =4,
on vérifie aisément que.l'application canonique A/bnc - A/ posséde une section
8 , et il résulte de 1'hypothése que s ° u se reldve en un morphisme v : M -» A

qui donne le relévement cherché de u , d'ou le résultat.

3.2. Modules quasi-projectifs sur un annesu parfait.

Si tout module M d'une classe S de A-modules possdde une couverture projec-
tive, il résulte du dual de 1.1.8 que p—l(S) est stable par produits quelconques,
c'est donc une sous-catégorie fermée et cofermée de Mod A ; il existe donc un
idéal bilatére g tel que PS gsoit formé des idéaux o de A qui contiennent
ag (c£. [14]). On a alors, pour tout A-module M , quivalence entre M e p-l(S)
et aSM=O.

On a alors le lemme suivanti

3.2.1, LEMME. -~ Il y a équivalence entre " ag = 0" et "tout module de S est
projectif, |

$i ag =0, ona p~1(s) = ObMod A) , et tout module de S est projectif ;
inversement, si tout module de S est projectif, ona A € p-l(S) et g A=0,

donc aS =0 ,

3.2.2. COROLLAIRE. - Sur un anneau parfait A s tout A-module quasi-projectif et

fidéle est projectif.

Soit M un A-module quasi-projectif, ona M € p-l(M) , donc ay M =0, et
ainsi @ < Ann(M) ; si M est fidéle, on a ay =0, et M est projectif avec

3.2.1.

Remarques. - Si A est un anneau semi-parfait [1], la conclusion du corollaire et
Sa preuve sont vraies pour des modules de type fini.

3.2.3. COROLLAIRE (Théorime 3.3 de [6]). - Soit R un anneau parfait, les asser~

tions suivantes sont équivalentes
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(a) M est quasi-projectif,
(b) M est un A/Ann(M)-module projectif,
(¢) M est isomorphe & P/IP , ou P est une couverture projective de M et I

un idéal bilatére de A .

(a) => (b) résulte de 3.2.2, car M est un A/Ann(M)-module quasi-projectif ot
fiddle, et A/Ann(M) est un anneau parfait (lemme 2.2 de [1]).

(b)) => (c), car si P -» M -» O est une couverture projective de M , alors
P/Amm(M) P —=> M -»> O est une couverture projective de M considérée comme
A/Ann(M)-module (méme référence). '

(¢) => (a), car IP est un sous-module caractéristique du module projectif P ,

donc P/IP est quasi-projectif.

Remargue. - Le corollaire 3.2.3 et sa preuve restent valables pour un module de

type fini sur un anneau semi-parfait.

3.2.4. PROPOSITION. - Sur un anneau parfait A , tout A-module M admet un plus
petit sous-module superflu N , tel que M/N soit quasi-projectif.

Soit P -5 M -> 0 une couverture projective de M avec K = Ker q superflu
dans P , alors K “R(P) = R(A) P qui est un sous-module superflu de P
(cf£. [9]), de plus P/R(P) est un A/R(A)-module, donc est semi-simple, et
R(M) = q(R(P)) est un sous-module superflu de M tel que M/R(M) ~ P/R(P) soit
semi-simple, donc quasi-projectif. D'autre part, comme M admet une couverture
projective, p‘l(M) est une sous-catégoric fermée de la catégorie duale de Mod A ,
et on peut appliquer & M 1le dual de 1.2.3, i. e. M possdéde un plus grand quo-
tient M/N , ob N est superflu dans M et M/N quasi-projcctif, d'ot le résul-
tat,
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