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Séminaire DUBREIL-PISOT 9=01
(A1gdbre et Théorie des nombres)
22e annde, 1958/69, n° 9 10 février 1969

MONO-SOUS—CATéGORIES D'UNE CATEGORIE DE MODULES

par Michel HACQUE

Dans la suite, O désigne la catégorie des modules & gauche sur un anneau uni=

taire A .

Une mono-sous~catégorie ¥ de U est une sous-catégorie pleine de I , stable

par sous-objets, stable par limites projectives, et telle que tout objet de ¥ aze

plonge dans un objet de T , injectif dans <& ([7]).

La terminologie relative aux sous-catégories coréflectives et aux coréflecteurs
sera celle de [7]. La terminologie relative & la localisation, en particulier en ce
qui concerne les sous-catégories fermées, épaisses, localisantes, et les ensembles

topologisants et idempotents, sera celle de [3] ou de [1] (ex. 17 & 25, p. 157=165)

1. Caractérisation des mono~-sous-catégories.
P T Bt B e e e A e e e e o e o

Pour toute sous-catégorie C de @ , soit ¥ =m(C) 1la sous-catégorie pleine de
@ caractérisée par les objets M de @ pour lesquels Hom(W , M) = {0} pour
tout objet N de € . De méme, pour toute sous-catégorie ¥ de I , soit C=c()
la sous~catégorie pleine de ( caractérisée par ies objets N de d pour les—

quels Hom(N , M) = {0} pour tout objet M de I .

Soient m et ¢ , les applications de la classe des sous-catégories de d , dans

elle-mdme, caractérisées par les conditions précédentes.

[ LEMME 1.1. = Pour toute sous-catégorie fermée C de Jd , la sous—catégorie
¥

. =m(C) est une mono-sous-catégorie de & .

La stabilité de ¥ par sous-objets et par limites projectives est évidente. Si
S est 1'ensemble topoclogisant associé & C , les objets M de T sont caractéri-

3és par ©M = 0 , ce qui montre que T est stable par enveloppes injectives.

[ LEMME 1.2. - Pour toute mono-sous—catégorie ¢ de d , la sous-catégorie
c

= ¢(1) est une sous-catégerie localisante de d .

Cette propriété résulte du fait que € peut Btre caractérisée par les objets X
de & pour lesquels Hom(N , @) = {0} , pour tout objet Q de T , injectif dans
a.
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LEMHE 1.3. - Etant donné un ensexmble S topolozisant, pour que € soit idempo-
tent, il faut et il suffit que S(HM/™M) = 0 pour tout objet M de .
La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

COROLLAIRE 1l.4. — Etant donnée une sous-catégorie fermée

un ensemble % topologisant, si ¥ = m(C)

C de @, associée a

et si C = c(®) , alors :

(a) La sous—catégorie localisante C de @ y dite engendrée par C , est la plus

petite sous-catégorie localisante contenant C .

(b) L'ensemble 3 topologisant et idempotent, associé & C , est le moins fin
des ensembles topologisants et idempotents plus fins que § .

(c) 88 R est un coréflecteur de & dans T, tout objet M de o« détermine
une suite exacte :

0 >3 ~>M =>RM ->0 .

L'équivalence des conditions SM =0 et 3 =0, le lemme 1.3, et la caractéri-

sation classique d'un coréflecteur R de U dans J , permettent de démontrer

(c), ainsi que la relation @M < ol pour tout objet M de & ., Si C est locali-

sante, le lemme 3.1 montre alors que & = & , I1 en résulte aisément les propriétés

(a) et (b).

LEMME 1.5. = Etant dormée une catégorie abélienne & quelconque, soit & une

sous~catégorie pleine coréflective de (& , telle que le coréflecteur T de

by

dans ® soit exact & gauche ; alors le noyau de T
sante € de d , et ®

est une sous—catégorie locali-

est la sous—catégorie pleine de d caractérisée par les

|objets C-fermés.

La démonstration qui repose sur la proposition 5.3 de [7] (p. 130), sur une adap-

tation de 1la proposition 5 de [3] (p. 374), et sur le corollaire de la proposition
3de [3] (p. 371), est laissée aux soins du lecteur.

PROPOSITION 1.6. - Btant donnée une mono-sous-catégorie &

catégorie localisante C = c(¥) est assccide & un ensemble § topclogisant et

de & , si la sous-~

idempotent, alors :

-

1° La mono-sous—catégorie & est identique & la mono—sous—catégorie . = m(@) o

29 Pour tout objet I de & , il y a équivalence des conditions suivantes @
(a) L est un objet de la scus-catézorie pleine § de o

caractérisée par
les objets purs de & 3

{(a') L est un objet de ¥ , et pour tout mcnomcrphisme L —> M tel que H

soit un nbjet de ¥, alors M/L est un objet de Il 3
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(b) L est un cbjet C-fermé ;

(b') L est un objet de I , et pour tout monomorphisme L —>M tel que M/L
soit un objet de C , alors L est un facteur direct de M ;

(¢) Hom(W , L) = {0} et Extl(n , L) = {0} , pour tout objet N de C ;

(a) L'application canonique Hom(A , L) -» Hom(I ’ L) est bijective pour
jtout I € S .

En désignant par £ et £ 1les sous—-catégories pleines caractérisées par les ob=-
jets purs de I et de ﬁ', le théordme 6.8 de [7] (p. 135), la démonstration du
lemme 6.6 de [7] (p. 134), et le lemme 1.5, permettent de montrer que £ = £, ce
qui entrafne de plus l'équivalence de 2° (a) et de 2° (b). I1 en résulte facilement
que ¥ =T . L'équivalence de 2° (a) et de 2° (a') résulte de la définition d'un
objet pur, et 1'équivalence de 2° (b) et de 2° (b!) résulte de la définition des
objets C-fermés et du lemme 1 de [3] (p. 370).

Tout monomorphisme L ->M détermine des suites exactes :
0 -> Hom(NW , L) ~» Hom(N , M) =-> Hom(N , M/L) =-> Exct (W , L) = Ext'(N , M) .

Compte tenu de la relation T = ﬁ*, si L est un objet de I, et si M est un
ebjet de T injectif dans & , ces suites exactes permettent de montrer que 2° (a')
implique 2° (e). Réciproquement, ces suites exactes permettent de montrer que 20 (e)

implique 2° (a').

Un argument analogue montre que 2° (c) implique 2° (d), et la proposition 4 de
[3] (p. 413) permet de montrer que 2° (d) implique 2° (b).
- THEOREMZ 1.7. - Etant donnée une catégorie d de modules & gauche sur un anneau

unitaire A , alors :

1° L'application m est une surjection de l'ensemble des sous—catégories fermées

de 3 sur l'ensemble des mono-sous~catégories de I .

2° Cette application détermmine par restriction une bijection entre 1l'ensemble des

Eous—catégories localisantes de I et 1l'ensemble des mono-sous—catégories de o ,

La premidre propriété résulte de la premidre partie de la proposition 1.6, et la

seconde propriété résulte alors du corollaire 1l.4.

™ COROLLAIRE 1.8. = Il existe une bijection entre 1l'ensemble des sous~catégories
localisantes € de O et 1l'ensemble des sous—catégories pleines ccréflectives, &

coréflecteurs exacts & gauche, £ de & .

De plus, si C et £ sont assocides par cette bijection, alors :




a0}

(a) La sous-catégorie localisante C est la sous-catégorie pleine de &, carac-
térisée par les objets N de o vérifiant Hem(¥W , L) = {G} pour tout objet L
de €.

(b) La sous-catégorie pleine, coréflective, & coréflecteurs exacts 3 gauche, £
de @ , est caractérisée par les objets L de d vérifiant Hom(N , L) = {0} et
Extl(N , L) = {0} pour tout objet N de C .

En effet, d'aprds le lemme 1.5, une telle catégorie £ est parfaitement détermi-
née par la sous-catégorie localisante C noyau du coréflecteur, et comme elle coin-
cide avec la socus-—catégorie pleine de O caractérisée par les objets C-fermés,
clest-3~dire par les objets purs de la mono-sous—catégorie W = m(C) , compte tenu

du théortme 1.7, la condition (a) est alors évidente, et la condition (b) résulte
de la proposition 1.6,

COROLLAIRE 1.9. -~ Etant donnée une mono-sous-catégorie M de A, soit £ 1a
sous—catégorie pleine de d caractérisée par les objets purs de ¥ ; alors pour

tout objet Q de ¥, il y a équivalence des conditions suivantes :

(a) Q est injectif dans & .

(b) Q est injectif dans & ,

c est un obje e X injecti ans L .
(e) q t bjet de £, injectif d £

L'équivalence de (a) et de (c) est connue (ex. 3 de [7], p. 139).

Ltéquivalence de (a) et de (b) peut se démontrer par une méthode anglogue, mais
avec une hypothése plus faible : il suffit que le coréflecteur préserve les mono-

morphismes. Compte tenu du théortme 1.7, la partie (c) du corollaire 1.4 montre que

cette condition est effectivement réalisée.

2. ProEriétés générales des mono-scus—-catégories.

Dans ce paragraphe, I désigne une mono-sous—catégorie de & , et R un ccré-
flecteur de & dans ¥ . Compte tenu du théorime 1.7, C désignera la sous—-caté-

gorie localisante et $ 1l'ensemble topologisant et idempotent associés & ¥

Les définitions des images et des coimages seront celles de {4], et non celles de

(7]

[ PROPOSITION 2.1. — Toute mono-sous—catégorie 7. de I est une catégorie additi-

ve, avec limites projectives (une limite projective dans T se calcule comme dans

A ) et avec limites inductives (une limite inductive dans 7T. s'cbtient er appli-

quant R & la limite inductive dans & , et une somme directe dans ¥ se calcule

corme dans ¢ ).
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La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

I1 en résulte facilement les deux propriétés suivantes :

COROLLAIRE 2.2. — La catégorie X

ol

est avec noyaux, conoyaux, images, et coimages.

De plus, pour toute fléche f : M — P

, alcrs :

(a) [Ker, £ == 1] = [Ker, £ s w7,
1
(v) [p -BEs Cokermzf] =[p -Es Cokery f -—> R(Cokera )] .
(¢) [Imyf -d> P]=[Keryp -d> P]=[p' (5 Cokery £) -» PJ.

(@) [m -2 Coimy £] = [i1 —d» Cokery 1] = [u 45 Coimg £] .

COROLLAIRE 2.3, = Pour toute fleéche f : M =P dans T, alors :

(] °
1° La fléche f est un monomorphisme dans ¥ si, et seulement si, Kery f=0
ou Kergy £ =0.

2° La fleche f est un épimorphisme dans & si, et seulement si, CokerJF £f =0

ou Cokera f est un objet de C .

THEOREME 2.4. - Pour toute fldche f : M —> P y i1 existe une fléche unique

f s Coimm f - Imw f , telle que le diagramme

M £ > P

s f
u01mK f ——m——— Immzf

soit commutatif.

De plus, la fléche f est un monomorphisme et un épimorphisme dans I

dit o

L'existence de la fldche T : Coimy f -> ImJr

i s

f résulte d'un raisonnement
classique dans une catégorie additive avec noyaux et conoyaux.

Les corollaires 2.2 et 2.3 entraitnent facilement que f est un monomorphisme et
un épimorphisme.

™ PROPOSITION 2.5, — Toute mons—sous—catégorie T de I possdde les propriétés
suivantes :

1°® Pour tout monomorphisme u : ' —> M dans T , il y a équivalence des condi~
tions suivantes :




(a) u est un monomorphisme normal ;

(b) La fldche canonique uw : M' = Coimﬂfu - Im$<u , est un isomorphisme ;

(e) Cokery u = Coker, u ;
(d) Cokery u est un objet de T (ctest-a~dire 3(/u') =0 ).
2° Pour tout épimorphisme v : M -»M" dans ¥, i1l y a équivalence des condi-
tions suivantes :
(a) v est un épimorphisme concrmal ;
(b) La fldche canonique ¥ ¢ Coimm:v => Im, v=M" est un isomorphisme ;

'J” ’

(e) Cokeryzv = Cokera v 3

(a) Cokera v =0 (c'est-i~dire : v est un épimorphisme dans & ).

La démonstration qui repose sur les corollaires 2.2 et 2.3 et sur la relation

Cokera =5 Cokera f , est laissée aux soins du lecteur.

—

REMARQUE 2.6. = Pour tout monomorphisme u : M' => i dans ¥, le monomorphisme
J: Impu -> M est normal. Il en résulte que, pour tout sous-objet M!' de 11,
le sous-objet Impu de M est le "plus petit" des sous-objets normaux de M ,

L_“plus grands" que M!' .

REMARQUE 2.7. = Compte tenu de la proposition 1.6, les objets purs L de la mono-

sous-catégorie i , sont les objets de ¥ qui sont des sous-objets normaux dans

tout "sur-objet" M dans ..
L.

3. Mono-sous~catégories localisantes.
P e e e N i e e e S oW o W S W Y

Pour tout A-bimodule £ et pour tout objet M de & , le groupe abélien
Hom(E , M) = HomA(E , 1) sera muni de la structure de A-module & gauche détermi-
née par la structure de A-module & droite de E . De méme, le groupe abélien

E9 M =.E§ZDE sera muni de la structure de A-module & gauche déterminée par la
structure de A-module & gauche de £ . I1 en résulte des isomorphismes cancniques:

Hom(M , Hom(E , 1)) ~ Hom(E® W , M) .

Etant donné un idéal bilatére A de A, soit p 1'homcmorphisme canonigue
d'anneaux unitaires de A dans 1'annean quectient A' = IR Lorsqu'il n'y aura
pas de confusion possible, A' désignara également le A~bimodule o, A' obtenu
en faisant opérer A sur A' par o .

I1 est immédiat que l'ensemble 3y des idéaux & gauche de A contenant A est

topologisant. Soit Gy 1a sous—catézorie fermée de I associde 2 SK .
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PROPOSITION 3.1. - Pour tout idéal bilatdre U de A , la sous-catégorie fermée

Cq de d posséde les propriétés suivantes :

1° Le foncteur Sﬂ de d dans Cﬂ veut Btre caractérisé par :

Syt = Hom(A' , M) .

2° La sous=catégorie Cﬂ est une sous-catégorie coréflective de d , et un coré-

flecteur Ry de d  dans Cﬂ peut &tre caractérisé par :

.

Rﬂ M=A"2H1 .

3
3° Le foncteur "extensicn des scalaires" p de @ dans la catégorie A' des

modules & gauche sur A' = A/¥ , induit une équivalence entre Cq et ar .

b

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

Les notions et la terminologie relatives & la localisation dans la catégorie abé-
3%

liemme & duale de  , seront transcrites dans Jd par dualité en utilisant le

préfixe "co". Par exemple, une sous-catégorie de d est dite co-localisante si

3%
elle est lecalisante dans d , etc. En particulier, C est dite bi-localisante
([8]), si elle est localisante et co-localisante.

-

LEMME 3.2. = Pour toute sous—catégorie fermée C de U, il y a équivalence des
conditions suivantes :

(a) € est une sous-catégorie co-localisante.
(b)

C est épaisse et stable par limites projectives.
(¢) C est localisante et stable par limites projectives.
c

coincide avec une catégorie Cy pour un idéal bilatére idempotent 4 de

(e) € est bilocalisante.

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

Héanmoins, il convient de remarquer que le foncteur localisation Lﬂ , peut 8tre

caractérisé par

Lyl = Hem(% , Hom(Z , 11)) = Hom(A® A, M)

4

* z k3 r
et que le foncteur "co-localisation" Ly » peut 8tre caractérisé par :

¥
Lﬂ H=4d d9 M .

DEFPINITION 3.3. — Un idéal bilatdére I d'un anneau unitaire A est dit forte-

ment idempotent & gauche, s'il vérifie la condition suivante :

Pour tout «o € A, il existe a mcins £ € A, tel que o = % .
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I1 est évident qu'un tel idéal bilatire est idempotent.

Un idéal & droite U d'un anneau unitaire A est un idéal & droite pur dans A

([1], ex. 24, p. 66), si pour tout A—module & gauche M s 1'homomorphisme cancni-

que
ALKHM —> AYM
A A

est injectif.

[~ LEME 3.4. — Tout idéal bilatére ¥ fortement idempotent & gauche d'un anneau

unitaire A , posséde les propriédtés suivantes :

19 La partie multiplicative S =1 - U vérifie les conditions suivantes :
(a) Pour tout s € S et tout a e A, il existe t €S et b € A, tels que
ta

il

bs 3
(b) Si ae A, si s €S, et si as =0, alors il existe t € S, tel que
ta=20 .

2° L'ensemble Ss des idéaux 3 gauche de A qui rencontrent S est topologi-
sant et idempotent.

3° L'homomorphisme canonique uy de A dans le localisé AS de A pour SS
est un homomorphisme surjectif dont le noyau est « .

L'amneau quotient A' = A/A isomorphe & AS est un anneau de fractions a gauche
de A pour S .

Le foncteur localisation est exact & gauche et isomorphe au foncteur

M > AS’%.M = A! @EM .

La caractérisation d'un idéal bilatére fortement idempotent & gauche est équiva-

lente & la suivante : pour tout « € A , il existe au moins u € S, tel que ux=0.

Pour tout a € A et tout s €S de la forme s =1-q« avec « € A , 1'é1ément
c =sa-as = ay - oa est un é1ément de A, puisque A est un idéal bilatére.
I1 existe donc u € S, tel que uc =0 . En posant b =ua et t = us , il en ré-

sulte ta = bs , ce qui démontre 1° (a).

Pour ac€ A et s €8S avec s=1=-a et oae A, la condition as = 0 eniral-
ne a= ay , ce qui montre que a € I . I1 existe donc t € S, tel que ta=0,

ce qui démontre i° (b).
I1 est connu ([ 3], p. 415) que 1° (b) implique la seconde propriété.

Les conditions (a) et (b) sont les duales des conditions (%) et (i) de la partie

(v) de 1a proposition 5 de [ 3] (p. 415). L'énoncé dual de cette preoposition entratrs
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que AS est un anneau de fractions & gauche de A pour S , et que le foncteur

localisation est exact et isomorphe au foncteur M }—> AS®M .
A

Le noyau de wu, est 1'idéal bilatére I' = S5 A . La condition « € ' équivaut

2 : il existeun s € S, tel que sa¢ =0 , c'est-a=dire & : il existe B € A tel
que @ = B . Puisque «A est fortement idempotent A gauche, il en résulte A= IA'.
La surjectivité de uy résulte du fait que AS est un anneau de fractions i gau-
che de A pour S, et que uA(s) est 1'élément unité de AS , pour tout

s€S=1=-%, ce qui acheve la démonstration.

THROREME 3.5. - Pour tout idéal bilatére % d'un anneem unitaire A y i1y a

équivalence des conditions suivantes :

(2) La sous-catégorie Cﬂ est une mono-sous-catégorie de « .
(b) Le A-module & droite A' = A/% est plat.
(¢) L'idéal bilatére U est un idéal 3 droite pur dans A .

(4) L'idéal bilatdre % est fortement idempotent 3 gauche.

b—

La proposition 3.1 montre qu'un coréflecteur Ru de d dans CQI peut &tre ca-
ractérisé par Ry M = A' @ M . D'apr®s le corollaire 1.4, un coréflecteur de U
dans une mono-sous-catégorie respecte les monomorphismes. Ainsi (a) entratne que

Ry est exact, ce qui implique (b).

Réciproquement, (b) entratne que Rﬁ est exact et que Torl(A' , M) = 0 pour
tout objet M de A , Il en résulte que le noyau de Rﬂ est une sous~catégorie
localisante G& telle que le foncteur Sﬁ de & dans C! soit caractérisé par

pif
Sq M = A2 M, ce qui donne en particulier :

Les objets M de @u sont caractérisés par 3& M =0, ce qui montre que Cﬂ

est la mono-sous-catégorie associée a 3& ou & Ci

L'équivalence de (b) et de (c) est évidente.

. Ainsi (b) implique (a).

Lorsque les conditions équivalentes (a) et (b) sont vérifides, 1'ensemble 5&
topologisant et idempotent est constitué par les idéaux & gauche I de A pour
lesquels A' ® (A/I) = 0 . I1 est facile de vérifier que cette condition se traduit
par p(I) = A' , c'est-i-dire par 1' € o(I) , ou encore par l'existence d'un 414~
ment u € I tel que (1 —u) e & . Ainsi Sﬁ = 58 avec S =1 - A . Puisque 3& A
est constitué par les éléments de A dont 1'annulateur appartient 2 ﬁi y 1a rela-
tion S§ A =14 entralne que la condition « € A est équivalente & la condition :

il existe s € S tel que so =0 , c'lest-2-dire & la condition : il existe B € I
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tel que o = B , ce qui montre que U est fortement idempotent 3 gauche. Ainsi

(b) implique (d), et la réciproque résulte de la troisidme partie du lemme 3.4.

COROLLAIRE 3.6. - Pour toute mono-sous—catégorie M de & , déterminée par un

ensemble S topologisant et idempotent, il y & équivalence des conditions suivan-
tes :

(a) La sous-catégorie T est localisante.

(b) La sous—catégorie T cofncide avec une sous=catégorie Cﬂ , pour un idéal

bilatdre U fortement idempotent 3 gauche de A .

(¢) L'ensemble § coincide avec 1'ensemble ﬁs des idéaux & gauche de A qui
rencontrent une partie multiplicative S , telle que A =1 - S soit un idéal bi-

a

latare fortement idempotent a gauche de A .

D'aprés le lemme 3.2, la condition (a) entratne i = Cﬁ pour un idéal bilatere
idempotent ¥ de A . Le théoréme 3.5 entrafne alors que U est fortement idempo-

tent & gauche, ce qui montre que (a) implique (b).
I1 est immédiat que (b) implique (a).

Les conditions équivalentes (a) et (v) entrafnent, d'aprés la démonstration du
théorime 3.5, que & = ﬁ& = SS pour la partie multiplicative S = 1 - A . Ainsi
(b) implique (c).

La condition (c¢) entraine que pour tout objet M de & , le sous-module M est
constitué par les éléments x € M , pour lesquels il existe o € U , tel que
x = ox « 11 en résulte facilement que tout objet de Gﬂ est un objet de T . 8i N
n'est pas un objet de Cy , il existe y €M et o e A, tels que x =0y 0 . I1
existe aussi B e U tel que o = B , ce qui entratne x = Bx , c'est-a~dire
xe€ 81 avec x # 0 , ce qui montre que M n'est pas un objet de W . Ainsi (e)
implique (b).

REMARQUE 3.7. - I1 existe des anneaux A ayant des idéaux bilatéres U fortement
idempotents a gauche, propres et essentiels. Par exemple, pour une famille infinie
{K.}.GJ de corps, il suffit de prendre : A= [, K, et U= T XK, .

J7d Jjed J jed J
4. Mono~-sous-catégories abéliennes.

Etant donnés deux anneaux unitaires A et B , en désignant par A et § les
catdgzories de modules & gauche sur A et sur 2, tcut homomorphisme d'anneaux
unitaires © 3 A —~» B détermine un foncieur '"restricticn des scalaires"” oy de

3
2 dans & , et un foncteur "extension des scalaires" © de & dans 8 .
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Pour toute sous—catégorie localisante C de { associée 3 un ensemble § topo-
logisant et idempotent, il est facile de vérifier que la sous-catégorie pleine ®
de B , caractérisée par les objets de B , dont l'image par o, est un objet de
C , constitue une sous-catégorie localisante de ® , appelée l'image de C par o.
L'ensemble & topologisant et idempotent associé & © , appelé l'image de § par
© , est constitué par les idéeaux & gauche J de B , tels que w,(B/J) soit un
objet de C . Il est facile de vérifier que § est le plus fin des ensembles topo-
logisants 8' de B , tels que l'application ® de l'anneau topologique (A , %)

dans 1'anneau topologique (B , §') soit continue.

Dans ce paragraphe, étant donnée une sous~catégorie localisante C de & , asso-
ciée 2 un ensemble & topologisant et idempotent, p désignera 1'homomorphisme

canonique d'ammeaux unitaires de A sur 1'anneau quotient A' = A/SA .

L'ensemble &' topologisant et idempotent, image de § par p , est associé 3
la sous—catégorie localisante C! de la catégorie O' des modules & gauche sur

A' , image de C par op .

= PROPOSITION 4.1. — Avec les notations précédentes, si W et ' sont les mono-

sous~catégories de & et de d! assocides 3 C et & C' , et si £ et £' sont

les sous-catégories pleines de d et de dA' , caractérisédes par les objets C-

fermés et C'-fermés, alors 3

1° Les sous-catégories M et £ de U sont des sous—catégories de Cﬂ .

2° L'équivalence entre Cﬁ et d' induite par p , détermine une équivalence

entre Il et M' , et une équivalence entre £ et £!' .

En particulier, l'anneau A' est un objet de &' , c'est-a~dire &' A' =0 .

La démonstration est laissée asux soins du lecteur.

p—

4 nd rd b
THEOKEME 4.2. - Pour toute mono-sous—catégorie ¥ de & , associée i une sous-
catégorie localisante C de & , ou 3 un ensemble $ topologisant et idempotent,

il ¥ a équivalence des conditions suivantes :

(2) La mono-sous-catégorie M est abdlienne.

(r) La mono-seus—catégorie T coincide avec la catégorie £ des cbjets C-
fermés de d .

(c) La mono-sous-catégorie ¥ est localisante.

(d) L'ensemble ' topologisant et idempotent, image de € par 1'homomorphisme
canonique d'anneaux unitaires p de A dans A' = A/SA , vérifie S' = {A'} .

(e) La mono-sous—catégorie i coincide avec une sous-catégorie CX pour un idéal

bilatire @ fortement idempoctent & gauche de 4 .
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(f) L'ensemble 5 coincide avec 1'ensemble Sy topologisant et idempotent cons-
titué par les idéaux & gauche de A gqui rencontrent une partie multiplicative S

?
telle que L =1 -~ S soit un idéal bilatére fertement idempotent & gauche de A .

En outre, si ces conditions équivalentes sont vérifides, A =SA et ¥ =£=C

e u'
La condition (a) entraine, en particulier, que tout monomorphisme dans ¥ est

normal. D'aprés la condition 1° (d) de la proposition 2.5, la caractérisation des
objets C~fermés, exprimée par la condition 2° (a') de 1la proposition 1.6, montre

que tout objet de W est C-fermé. Ainsi (a) implique (b).

D'aprds la proposition 4.1, la condition (b) entratne ! = ©' ., Puisque A' est
un objet de ' , c'est asussi un objet de £' . Tout idéal & gauche I! de A!

est aussi un objet de T' , et par suite de £' . I1 en résulte que les quotients

A'/I' sont des objets de W' , ce qui entraine $'(A'/I') = 0 . Les éléments 1I'
de &' é&tant caractérisés par la condition &'(A'/I') = A'/I' , il en résulte
5t = {A'} . Ainsi (b) implique (4).

La condition (d) entrafne ¥' = £' = &' , et en posant % = SA , la proposition
4.1 implique ¥ = Gy . Puisque Ca est alors une mono-sous-catégorie de a , le
théordme 3.5 entraine que U = SA est un idéal bilatdre fortement idempotent a
gauche de A . Ainsi, (d) implique (e).

I1 est immédiat que (e) implique (a). L'équivalence de (c), (e) et (f), résulte

du corollaire 3.6, ce qui achéve la démonstration.

5. Applications & l'essentialité et & ses généralisations.

5.1. Caractérisation de certains ensembles topologisants. - Etant donnés un an-

neau uniteire A et un ensemble $ topologisant, mais non nécessairement idempo-
tent, qui est associé & une sous-catégorie fermée C , le corollaire 1.4 donne une
caractérisation de 1l'ensemble & topologisant et idempotent engendré par &, as-

socié & la sous—-catégorie localisante C engendrée par C.

I1 est immédiat que $ contient les ensembles topologisants 50 ([33). I1 peut

—

arriver que % coincide avec 1l'une de ces puissances de G , par exemple avec 52
L'étude de cette situation a été faite par TISSmROI.

Pour tout objet M de d et tout scus-cbjet H de M qui détermine une suite
exacte 3

?
0 —> N 25 ¥ 2511/ —> 0

. H - - -\T 3 e '. rd -
soit ngﬂ) le sous~objet de M contenant ¥ , ccnstitue par 1l'image récipreque
par u' de 5(V/¥) .
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La condition 11 = Bg(ﬂ) signifie que /N est un objet de €, et la condition
N = B%(N) signifie que S(M/N) = 0 , c'est-3~dire que M/¥ est un objet de la

mono-sous—catégorie ¥ de I , associde & F .

De plus, tout ensemble T topologisant, vérifie [Bg]n = an pcour tout objet M
de & .

— \ -
Les conditions & = 5" ’ st o g0t , et [Bg]n = Lg%]n+l pour tout objet M de

4, sont équivalentes. Lorsqu'il en est ainsi, [ngn = Bfn = é%—.
S

5.2. Applications & l'essentialité. - Pour tout anneau unitaire A , 1'ensemble

by

Sb des idéaux & gauche de A essentiels dans A est topologisant. Il n'est pas

nécessairement idempotent, mais TISSERON a montré que 5 = 52 .

0~ 0
Soient GO et ég la sous—catégorie fermée et la sous—catégorie localisante,
. . N s 7 _ &l
associées a So et a 3y = %q -

Soit m% la mono-sous-catégorie de ¢ associée & Sy oua 5y, caractérisée

par les objets I de ( vérifiant 1l'une des conditions équivalentes 50 M=0 ou

§OM=O.

Soit £, 1la sous—catégorie pleine de 4 des objets purs de mb ou des objets

Go—fermés de & .

Si N est un sous-module essentiel de M , ce qui seranoté NAM , il est fa-
cile de vérifier que M/N est un objet de CO , et que réciproquement, cette con-
dition entraine N A M , si N contient Sb Mo,

Les résultatg_rappelés ci-dessus sont applicables. Par exemple, en posant
M Il M 1 . p - M2 M
By = 550 et B, = ng , i1 en résulte [Bo] =B, -
Si ¥ contient 3, I , la condition B%(N) =M, qui exprime que /¥ est un

objet de CO , est donc équivalente & N AM . En particulier, dans Yb , les con-
ditions B%(N) =M et NAM , sont équivalentes.

Si M est un cbjet de ﬂb , les conditions équivalentes U = B%(N) et I¢==b00® ’
signifient, d'aprés la proposition 2.5, que le monomorphisme u : N ->1M est nor-
mal, c'est~a-dire que N est l'image de u dans FO , ou que N est un sous-

objet normal de M dans ﬂb .

__Plus généralement, si I est un objet de ﬁD , le corollaire 2.2 monire que
Eg(N) est 1'image du monomorphisme u : ¥ — M , dans la catégorie Xb .

La caractérisation de ﬁo fournit un autre exemple d'application.
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Si L est un objet de ﬁo , soit M un objet de d, tel que L AM . La rela-
tion $b L = 56 MnL =0, entraine Sb M = 0 qui montre que M est un objet de
Ib . D'aprés ce qui précdde, M/L est un objet de Cb , et par suite de Cb . La
proposition 1.6 montre que L est un facteur direct de M , ce qui entratne L =M.
Ainsi, tout objet L de ﬁO n'admet pas d'extension essentielle propre, ce qui
montre que L est injectif dans I . Le corollaire 1.9 montre que tout injectif Q

de & tel que 56 Q =0, est un objet de 20 .
Ainsi, EO est la sous—catégorie pleine de d caractérisée par les objets Q ,
injectifs dans & , tels que T Q=0.

La recherche de conditions pour que EO soit abélienne, donne un dernier exemple

d'application.
Si ﬂo est abélienne, le théoreéme 4.2 entrafne ﬁo = £y = Cy = a' , en posant
A= A et A' = A/U . D'aprdés ce qui précdde, il en résulte que tout A'-module
0 P ’

4 gauche est injectif. L'anneau A' est donc semi-simple.

Soit $!' 1'image de %8 par 1'homomorphisme canonique p : A —=> A!' . Les élé~
ments I' de $' sont les idéaux & gauche de A' , tels que p*(A'/I') soit un
objet de ég . Si A' est semi-simple, tout idéal & gauche I' de A' est fac-
teur direct ([2]), ce qui montre que A'/I' s'identifie & un sous-objet de A! ,
dont 1'image par p, est un objet de ﬁo s puisque c'est un socus-objet du A-
module & gauche A' qui est un objet de mo . I1 en résulte que p*(A'/I') ne
peut 8tre un objet de CO que s'il est nul, c'est-a~dire si I' = A' , ce qui en-

tratne §' = {A'} . Le théordme 4.2 entrafne que T, est abélienne.

Ainsi, pour que ﬁb soit abélienne, il faut et il suffit que 1l'anneau A'= A/ég.A
soit semi-simple.

Ce résultat a été obtenu de fagon différente par LECLERC.

5.3. Interprétation des généralisations de 1'essentialité. - Soit ¥ un ensem—

ble d'idéaux & gauche d'un anneau unitaire 4 , vérifiant les axiomes de SANDERSON
[9]. I1 est facile de vérifisr que ¥ est un ensemble topologisant et idempotent.
La relation de g-essentialité étudiéde dans [5 ] et dans [5], notde N A Qi , peut

by
8tre caractérisée par les conditions :

NAM et i/ est T-négligeable .
Soit GZ la sous—catégorie localisante de < , associée & %

9 PN )

Si N contient Sb M, la condition I A1l équivaut & : 1/7  est un otjet de
=
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G, et de Cy, c'est-d-dire de la sous-catégorie fermée C , associée a 1'ensemble

topologisant % défini par S =% n Sy -

Ainsi, lorsque N contient Sb M, i1 y a équivalence des conditions suivantes :
(a) N AM ;

by
(b) M/U est un objet de C
(c) ¥ = gg(m) .

Cette remarque peut fournir une interprétation utile de la relation de S—~essen—
tialité. '
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