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Séminaire DUBRELL~PISOT 17-01
(Algébre et Théorie des nombres)
2le année, 1967/68, n° 17 29 avril et 6 mai 1968

PREGROUPES DE MOTS ET PROBLEME DES MOTS

par Julian PETRESCO

1. Prégrou es.
On considdre un ensemble E et l'ensemble ®(E) des parties de E, E est un

prégroupe si @
(1) Deux applications f ¢ E x E => P(E) - 125 et g: ExE => @E) sont
distinguées. Si a , b € E, on note : a<-b=f(a,b), a-éb:g(a,b).Si

A,BCE et w=f~,=>}, MB= U (awb) . Enfin :
a€A,beB

(2) a' ea<-b <> acal~->b.

“-e

(31) ae- (b<-c) € (a<e= D) == ¢

(32) ae (b~>c) € (aeD) =>c¢

-e

(33) (a=>b)e-cc(ae-c) —=>Db.

a, w, a expression compo n - i s

( 10 2y 0, 0, an)oz est une expression comportant 1 signe

W, € fe~ , =>} et les n éléments 8 5 854 ees , & dans cet ordre, associés
de maniére arbitraire ; en particulier

8, W 8, Wy eee W o8 = [ee. (al W, a2)w2 a4 ...:lu)”_.l a,

(a1 W] 8y Wy eee @) an)* = a, wl[... o wn-z(an-l ©_, an) P

Des notations analogues sont utilisées pour Ai S E & la place des a, € E.On a:

(2') ae(asDb) =>Db, a->b#f => ac (a=>b) <D .
(32) <> (Bé) a~>(be-c)c(a=->c)->D.

(33) <> (3%) a=>(b->c)c(aec)=>b.

PROPOSITION 1.1 (valable pour B, <E ).

1 . - = -— -—
aeawlblwz...wnbn <==> aeawnbnu.s1 ..wlbl .
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PROPOSITION 1.2 (valable pour A SE ).

- oew < G e o g € G .
< sces €= g )_,,eg (alé— 3.2@" os €= an)d 8.1 a2 .

(al<-- a, s "

PROPOSITION 1.3 (valable pour A < B ).

(ao W 8 Wy eee W an)a < a w]'_ a, wé ees W' a, H

w, a, w

O 1 1 2-00 U.)nanga <"“ai L vese €= g, -93. - .9 = 8. ’

0 1 1 g Iy,

1l
a]

Oﬁ w, g seo 9 W =é—’ w. g wee o W, = - k+h
—— ll lk Jl Jh

E est prégroupe unitaire si :

It

() ae~l=lea=a->l=2a, a#l => 1l->a jé, a=->a=1.,
On note :

(5) a<b <=> b->a#fg.

PROPOSITION 1.4. - Si E est unitaire, a b est une relation d'ordre ;
<

1 a g bLaseb .

FS E est sous—prégroupe de E si 3

(6) a,belf => awh<c?F.

L'intersection d'une famille de sous-prégroupes est sous-prégroupe. Si X € E ,
1t'intersection (X) des sous=prégroupes contenant X est le sous=prégroupe engen-

dré par X .

3i 1'on considére w 1gign~-1; wﬁ, l$j<m-—1;wl'{’, 1gkgp -1,

sse 9

w.n wn "
i J It _ 1 ' " ]
A B c ...—AwlA...wn_l AwlB...wm_l Bo!"C ... w Cooeo

1 p-1
in wil w,n w!l w;
On convient que 4 =1, A =A, A BY =4 e S ow =w, w5=w',
t 1t
wﬁ: w" 'y «eo , on écrit A g0 o@D, Par exemple ¢
A A A vii e A= A= ... =>4 .

~  —

m
Enfin
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! 1 ? .
w, Wwe u.)k win wjm wkp
o8 0

AtBYdC U AT BJd ¢ ...,
nym,P9m3wiaw5yw£9”

Il

w, w,
At , et que :

.
]

de sorte que, par exemple, 4
w,
(61) XS F => X cPF,.

W, -
PROPOSITION 1.5. = (X) =X~ =X X .

.
PROPOSITION 1.6. = a € bX © est une relation d'équivalence.

2. Prégroupes de mots.

Soient G wun groupe, et A = {a }aEI un ensemble indexé d'éléments a, € G
€3
(ri) = (rl g eee rn) avec 1, = aa? y oy €I, ¢ € {1, ~1} est dite &
i

suite 3 s1 T, r, «.. ¥, =T € G, le couple ((ri) , r) est dit A-mot défini par

(ri) de valeur r , qu'on note R ou encore rl r2 cee rn e 3i 8 est le mot dé-

=ad :
(s1 y eee s sm) avec s; = ag) , de valeur s

fini par (sj)

R=8 <= (r;) =(s;) <= n=n, o= By » & =T 3

R=S <=> r=83 R=8 => R=38 3
- . -1 _ -1 -1
RS=I'1 ese I Sl eoe S ’ R —I‘n e e I'l .
Si igJ, (ri ’ r.) = 1 1+1 cee rj est dit segment de R . Un sous-mot S

de R (on éerit S ¢ R ) est cosegment de R si lton a S = (ri ’ r.) ou
R - (ri , rj) ; n est la longueur de R, notée A(R) 3 (@ , 1) est le mot vide,
noté 1 AM2) =0 . Un cosegment S est majeur si A(S) 3”% A(R) .

On note R<«— S 1'ensemble des n + 1 A-mots

SR 9 seo I'l XX ri S I'i+1 XX I‘n 9 eoo ¢ RS

obtenus par insertion de S dans R j en particulier

r,
l ==
Ré"""— S = I‘l L ] I’i S I‘i+l s oo I‘n .
Si S, 4 eee Sp sont les segments de R avec S1 = vee = SP = S, on note

R~>»3S 1'ensemble des A-mots
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obtenus par expulsiou d'un segment =S de R ; si de tels segments n'existent pas,
R->5=g0.
L'ensemble des A-mots avec = comme égalité, muni des opérations « et >,

est un prégroupe unitaire (1L'unité est 1 ) dans lequel

SER <=> S est = aun segment de R .

On note RQ liensemble des n A-mots obtenus par permutations circulaires des

éléments de R ; en particulier

Ori
R = I‘i s e I‘n I‘l e e I‘i_l .
O, 0
8. SESR, S 7 estlemotde S commengant par le premier élément de S
apres T, o, dans R . Si X est un ensemble de A-mots, © = U RO s X est
0 00 0 0 ReX
circulaire si X =X 3 X~ =X de sorte que X  est circulaire.
PROPOSITION 2.1,
(R 5% e (B« 8) u (L7, R=>5)cr »s ,
o= { O O 1 O ? O
L= \Rl (,,01 R2 se e wn-l Rn) > R € Ri wl Ri eee U.)n—l Ri ’
1 2 n
0 0 0 0
Re(Rl<~ R2 ;oeé‘Rn) = ReRi Q"Ri ces &= Ri ’
1 2 n
W, w,
@’ e@H)t, @)= .

3. Mots segmentés.

]

Soit p' un ensemble de sous-mots non vides S' <SR . Si S'=r, r ...r, ,

i i i

1 2 P
on considére le segment S = (ril ’ rip)<$ R, et 1'on dit que S' est le support

de S . On note p 1'ensemble des S S R supportés par les S!' < R . Tout r, € R
appartient & un S' € p' unique, noté (ri)p, , donc au support d'un S € p uni-

que, noté (%) .

P
On appelle inter~support Sk de S € p, le segment Sk = (r s T, ) de
i +1 i,  .=1
k k+1
maniére que
- 1 2 p—1 _
S—-I’i S I'i S see S I'i 3 S' =I’i I'i ceeo o I‘i .
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R est segmenté par p' (ou p est une segmentation de R ) si pour tout S € pj

(1) z es = (z) <5,

pl
<==> (1) T €S => (ri)p €8s,
k k k
<=> (1%) r, €8 => (:c-]._)p cs",
<> (1°) Sl n 82 =1 ou S1 c Sg ou 82 c S% s pour tout couple S1 ’ 82 €p

avec S, # S,

5i X est un ensemble de A-mots et si R est segmenté par p! € X y On dit que

R est segmenté dans X .

PROPOSITION 3.1, = pposP'y By U ST => R, est segmenté par oy » On
S'ep(')
dit que le sous-mot RO est permis, et que la segmentation Po est induite par o
dans RO.

PROPOSITION 3.2, - Soient R et S segmentés par o et o' . Tout élément ap-

a2

partenant & R <~ S est segmenté par p' U o' . Si 8 est un segment permis et

o' induite par p' dans S, 1'élément R - S € R =» S est segmenté par p'-o!.

PROPOSITION 3,3. - Si p! = {Rq} y 1Sasp,

RER14—R2<-..'<-RP = leR“éRp"éuoo-')Rl

<=> R est segmenté par p'!' .

X7 est 1l'ensemble des mots segmentés dans X .

4. Mots réduits.

On note AO l'ensemble des A-mots de la forme %; at . D'aprés la proposition

[

R

1.6, Re SAgi est une relation d'équivalence, notée « R est réduit si

(@]

R —>»AO = R, et circulairement réduit si R° —> A, =R .

w,
PROPOSITION 4.1. = R réduit <==> R de longueur minimum dans sa classe RAOl.

w,
r'd . . ’ * rd 4 .
Toute classe RAol contient un mot réduit unique, noté R » et appelé le réduit

de R.

W, W,
PROPOSITION 4.2. - 4% = Ay; RS <=> ReESA <= sl ren”;
wi ¥
RAT = R .
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Ainsi, R € R &, donc d'aprés la proposition 3.3, R est segmenté par

0 14
* 7z .

R uy!', ytc A.O . On dit que R est réduit par v' (ou v est une réduction
de R ) 3 une réduction n'est pas unique. On appelle reste de R suivant vy , le

* ’ 3
sous=mot R = U S'" <SR, et 1'on a RY = R pour toute réduction y de R .
Stey!

5. Systémes de relateurs.

On note A, 1'ensemble des A-mots unitaires (de valeur 1 ), et si X est un

1
ensemble de A-mots, XA =X U X—l U AO . A est relié par X (ou X est un sys-
W,
téme de relateurs de A ) si Al = XA} s A est libre s'il est relié par ¢ y au=-
w,
trement dit si Al = AOl s ou encore, d'aprés la proposition 4.2, si Al = Ag..

Parmi les réduits des AL-mots de RO s 11 en existe de cycliquement réduit, soit
3
par exemple R, . On note R 0 = RO (qui ne dépend pas du choix de R1 ), et

1 1
#*0 0

3
X " = U R .
ReX

3
PROPOSITION 5.1. =~ A 1relié par X ==> 4 relié par X 0 .

#*
Dans la suite, on peut donc supposer que X = X 0 y C'est=d~dire que X est un
ensemble circulaire de A-mots circulairement réduits.

W, W,

PROPOSITION 5.2, = xAl = x‘; AJ3 R=8 <=> Re sxAl <= 5

1 - -
R € XA AD .

6. Mots propres.

A étant relié par X , on considére R € XX', ce qui revient & dire, d'aprés la
proposition 3.3, que R est segmenté par p' S XA . On suppose que R est réduit
par vy' , que le couple r, T € v' et, en permuttant au besoin i et j , on

_ k 1o
peut supposer que (ri)p n (rj)p =1 ou (rj)p c (ri)p , d'aprés la formule (1°)

du paragraphe 3. Si o est la segmentation induite par p dans (rj)p:(rj ’ rj )

et & 1la réduction induite par vy dans (ri+1 ’ rj—l) » on note L 2
= i Oy "3, Orjl
R=R~ (7, —~— . =R - (r, .

(ry)p o= (xy) T =R = (myy, Pig) <= (myyy 0 7y) ’
Or. Or,
ol = (p? ) . Y1 vt ' ! 1 I1
pr=A\p" =0 U {S' }S'EG' ’ Y= (Y -8 ) u {s }3’65' .

PROPOSITION 6.1. - R est segmenté par pf et réduit par y'; E~R.
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Parmi les supports S' € p' < XA =XuU Xml U AO , on distingue les AO-supports

St € AO et les X v X"l-supports SteXu X'"l .

Le couple r., r. €S R est dit propre si les trois relations suivantes sont incom=
1Y i T3 brop .

patibles :

rirjgl, (ri,rj)gl,
(1) r Or, Or,

i . J
(ri)p,e-»(rj)p,agl ou (ri)p, ou (rj)p’

R est propre si tous les couples T, rj € R sont propres.

PROPOSITION 6.2, = R propre <==> Pour toute réduction y de R , un couple
de réduction T, r'j € y' est tel que (ri)p’ _e_i_:_ (rj)p' sont des (X U X-l)-—-

r, Or.
1 dJ
supports avec (ri)p, Lo (rj)p, £1.

W,
3 Y - (-. ’ - l Al .
On considére maintenant dans XA y les classes d'équivalence RAO N XA , Suivant

f> )

w,
PROPOSITION 6.3. = R de longueur minimum dans sa classe RAOl n XA => R pro~

pre.
-

De la sorte, tout mot de XA

a une présentation propre, en ce sens que :

VRGXX, 3 rRPY propre GXZ: R BPY | On a:
w; W
R=1 <> REA <=> R eXAl <=> R eXAl (proposition 4.2)

t3 - -
<= R € XA A (proposition 5.2)

¢

3 - ¥* pr - .
<=> R ~ 8 eXA <=> R ~ S eXA (proposition 6.3) .

On note Xz pr l'ensemble des mots propres de XZ .

Probléme des mots : A étant relié par X et B un A-mot réduit :

Décider si B =1 «=> Décider si B est le réduit d'un R e XZ pr |

7. Résidu. Mots simgles.

On considére R € XX y donc segmenté par p! = {Rl 9 eee Rq y eee g Rp} € X, ;
p est le degré de R, noté 6(R) . Si p est une réduction de R , le sous-mot

R nR SR est dit wy-résid R . ~rési i ']
4 y st dit y=résidu de a Le wy=résidu anR‘Y est simple s'il est
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cosegment de R , R et R (ce qui implique qu'il est, soit segment, soit com-
plément de segment des trois). R est y-simple si tous les y-résidus sont sim-

ples ; il est simple s'il est +y-simple pour toute réduction v .
Soient U et Uq les segments supportés par Rq n RY dans R et Rq 3Ty le

premier élément de U ; Vq tel que Uq Vq € Ri « On considére

r,
s=uv_, T=R-Ueiloy |
q q
ainsi que o' , T' € p!' définis par
| S t | - 1
ot = {S')p sgiey ™= {8"); ssrcpy -
q q

Or.

PROPOSITION 7.1. = S, T sont segmentés par Rq Tuot, Rq uT! .

PROPOSITION 7.2,

R propre ==> S, T propres.
I1 s'ensuit que :

R e XA

. o=> S, Te Xz-pr avec 8(8) , 8(7) < s(R) ,
Rq n RY multiple

de sorte que, si M est 1l'ensemble comprenant X u X"l y et les R € X;‘pr ayant,
pour une certaine réduction vy , deux wy-résidus simples majeurs, on a la proposi-
tion suivante :

PROPOSITION 7.3. = Un mot R € Xz'pr - M de degré minimum (qu'on appellera pri-

mitif) est simple, n'ayant que des (X u X-l)-suggorts.

On remarque que R € M a de toute fagon un y-résidu simple majeur qui est seg—

ment de (X u X-l)-support.

. =1\«
Un mot simple R € (X uX ) PP LM est singulier. Le systéme de relateurs X

est régulier, si :

“—= DT -]y

XA P o m <> (X uX ) P ne contient pas de mots primitifs (prop. 7.3) 3
«~ DT -]y e

X, PY = <= (X uXx) PY ne contient pas de mots singuliers (prop. 7.3).

A
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8. Relateurs progressifs et réguliers.

- % )
R e XA pr est progressif si K(R ) Z,A(Rq) y 1<a<yp X est progressif,
si s

Tout R € Xz-pr est progressif «=> Tout R € (X u X—l)*-pr est progressif

(proposition 6.2).
¥* 3* L
PROPOSITION 8.1. = X progressif = A(S) , MT ) < AMR") .

Algorithme de Dehn. - Soient B un A-mot réduit, X wun systéme de relateurs de

A et Ri e X v X"1 « On détermine les couples (R1 ’ Bl) tels que B1 soit ré-
duit d'un élément de B <~ R, avec A(B) 3,X(Bl) . Pour chaque couple (Rl y Bl) ,
on détermine les couples (R2 ’ B2) tels que 32 soit réduit d'un élément de

Bl-é- R2 avec X(Bl) ;,K(B2) , etc.

Si X est progressif, cet algorithme est fini, en ce sens que pour un certain
n : soit A B (1'algorithme est négatif), soit B =1 (1talgorithme est posi-
tif). B est un mot de Dehn si 1l'algorithme relatif & B est positif, et alors

i

BQREX:,Mm B=1.
Si R est simple, on a pour toute réduction vy : R = S1 32 eee Sm 3 Sj y-

résidus simples de R € p' € X U X_l y en remplagant au besoin R par un autre

3%
mot de RO . On suppose de plus que parmi les présentations simples de R s, R
comporte un y=-résidu Sj de R de longueur maximum. Si r, est le premier
J J
élément de S, et T. tel que S. T. € RO , on note
J J J J 95

T
P=R-S, R L

et alors
Pi=s .5, _ 1ls s
J 1 =173 g1 m
PROPOSITION 8.2. -~ P. est segmenté par {RC , ... , R° ,R® , ..., 8°}
J 4 Tym1 " L1 4y

ou Rg € Rg s de sorte que G(Pj) < G(P) .

PROPOSITION 8.3. = R propre ==> P. ropre.
prop => j brop

PROPOSITION 8.4. = Un mot non=progressif de degré minimum est singulier, de sorte

que : X régulier ==> X progressif .
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PROPOSITION 8.5. -~ X régulier <«=> X tel que le probléme des mots est réso-
luble par 1l'algorithme de Dehn.

9. Mots primitifs.

On suppose maintenant que parmi les présentations primitives (donc simples) de

* Y
R , R comporte un nombre de +y-résidus Sj # ¢ minimum. Puisque, d'apres les

propositions 8.2 et 8.3, Pj e (X u X—l)k'pr avec 6(Pj) < 8(Rr) , Pj a deux y-

4 7 * rd .
résidus simples majeurs, qui; étant donné la forme de Pj s sont nécessairement :

-1 -1
S. V. et U.” S. ou T.=U, Q. V., .
=1 'j i Ui+l uo Ty =059 7y

PROPOSITION 9.1. = On a, & une permutation circulaire prés :

_ -1 _ -1
(2) qu_sl U, Q U, quﬁSZUB QUL 3 eeey
R =8,U,_. QUl, ..., R =5 v, q vl
q. Joa+1 %3 3 2 ’ a, m o J Qm m
dJ
-1 -1 .
avec Sj Uj+1 , Uj+1 Qj Uj ’ Uj Sj segments majeurs de qu s sauf peut-8tre
Uj+1 Q. Ugl pour un certain j .
Si
I el
P=R=8 e T "= ,,, =5 <=l 7
1 1 m m
on a
* _ -l RS -1
P = (Ql s 00 % ) :Tl e e o Tm [} 6<P) < S(R) °

3
PROPOSITION 9.2. - L'algorithme de Dehn relatif & P  est positif. En particu—

3%
lier, P contient deux cosegments majeurs de Rq # Rq y 1Ligm.
J

D'aprés les propositions 9.1 et 9.2 :

X régulier <=> Pour toute suite (2) de mots de X u Xt

- —1 %
Dehn relatif 3 (Qll coe le) est négatif.,

, 1'algorithme de

Si la condition est vérifide pour tout n< v, on peut décider par 1'algorithme
de Dehn relatif & B si

-

B~ReY, ou Ye(xuxhTV
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. z "'1
(par exemple si B s'éerit comme produit de < v conjugués de mots de X uX ).

On a
-1 -1 -1
U U U,
- 1 — i — G l 1 el
(R 1<...J.;i-.1~Rl Q—}'i-z-ﬂ"soué-J;‘-Rl)*foi%‘_ es s Q UJ Sj e Sj ’
% Y 9
et d'apres la proposition 9.2, 31i, j, Rq y X ¢
-1 ~1
U U
-1 i+l i -1 x S R R | -
(R . LI qu s Rq)éé == i ij Sj L si ’
ou vilgTt , voigTt , @ sont y-résidus simples de R - , R , R avec
1 1 J J 3 q,j q
-1 -1 -1 =1
7\(Vi1 ST ) > ?\(qu) , )‘(Vj Sj ) >/>\(R ) s MQ) g AR q) . On remarque que
Qi,...,Qj74¢ => j-1+l$>\(R),etl’onnote )\=sup>\(R).D'autre

ReX
part (R1 € e <"')ée est un mot simple appartenant 2 (R €= 4.0 & R, )* avec
Ri € X v X—l . On considére les conditions finies (en ce sens qu'on peut les véri-

fier par un nombre fini d'essais)

(C) Pour tout igh+1, (Rl .. & Ri)i a trois y-résidus majeurs (dont
un strictement ma,]eur).

(Cn) I1 existe ng N tel que (Rl ST Ri)z ait trois wy-résidus majeurs
(dont un strictement pour ig<n -1 y et g_uatre y=résidus majeurs pour 1 =n )

(04) (Rl < R2 < R3 o R4)§_ n'a que des vy-résidus majeurs.

Soient maintenant § , Si des segments de R , Ri exuxt tels que {Si}

n'est pas une partition de S s et les conditions :
1
1 = o —
(04) S = S1 82 S3 => A(9) < 5 AR) ,

(cy) s=s 5, => A5) <% AMR) ,

5, => A(8) < -é-x(a) .

i

(cs) s

PROPOSITION 9.3, = (Cé) ou (c) —_ (c;l) — (04) .
(Cn) => (C) => X régulier .



