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Séminaire DUBREIL-PISOT 29-0L
(Algébre et Théorie des nombres)
18e année, 19%4/65, n® 29

DEMI-GROUPES COMPACTS (V)

par Pierre-Antoine GRILIET et Alain GERENTE

La théorie des demi-groupes topologiques constitue une branche importante de la
théorie des demi-groupes, mais s'en distingue par la haute importance qu'y prend la
topologie. Comme la théorie des demi-groupes, elle s'est développée dans des direc-
tions assez varides, parmi lesquelles on peut citer les problemes de structuration
d'un espace topologique donné en demi~-groupe topologique, 1'étude de la dimension
et de la cohomologie des demi-groupes topologiques, enfin 1'étude des propriétés
algébriques de certains demi-groupes topologiques (les plus généraux n'en présen-

tant pas de supplémentaires).

Nous avons choisi cette derniére direction pzur le Groupe d'études d'Algébre, en
nous limitant & une classe de demi-groupes particuliérement étudiée et intéressante,
celle des demi-groupes compacts. Voulant seulement donner une idée de la théorie,
nous présentons d'abord quelques méthodes et résultats fondamentaux simples, puis
des propriétés un peu plus profondes sur les idéaux maximaux, et enfin les résultats
‘de KOCH sur les idempotents primitifs. Un certain nombre d'énoncés originaux préci-
sent dans ces deux derniéres questions les résultats classiques, sans rompre néan-

moins 1'homogénéité du texte.

Des corvaissances élémentaires de topologie sont requises du lecteur (limite ou
valeur d'adhérence suivant un filtre ou une base de filtre, espaces séparés, com-
pacts, connexes ; cf. BOURBAKI, Topologie générale, Chapitre 1), ainsi qu'une bonne
connaissance de la théorie algébrique [cf. CLIFFORD and PRESTON, The algebraic theo-
ry of semigroups, Vol. l. - Providence, American mathematical Society, 1961 (Mathe-
matical Surveys, 7)].

Nous nous sommes largement inspirés des mémoires suivants :

[1] NUMAKURA (Katsumi). - On bicompact semigroups, Math. J. Okayama Univ.,
t. 1, 1952, p. 99-108,

pour les lemmes du chapitre II ;

(2] WALIACE (A. D.). - The structure of topological semigroups, Bull. Amer.
math. Soc., t. 61, 1955, p. 95-112.

¥*
(") Ces exposés ont été faits au Groupe d'études d'Algébre dirigé par P. DUBREIL.
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pour les résultats généraux ;
[3] KXOCH (R. J.) and WALIACE (A. D.). - Maximal ideals in compact semigroups,
Duke math. J., t. 21, 1954, p. 68L-685.
pour les idéaux maximaux (chapitre V) ;
[4] FAUCETT (W. M.), KOCH (R. J.) and NUMAKURA (K.). - Complements of maximal
ideals in compact semigroups, Duke math. J., t. 22, 1955, p. 655-661.
pour les idéaux maximaux (chapitre VI) ;
[5] KOCH (R. J.). - Remarks on primitive idempotents in compact semigroups
with zero, Proc. Amer. math. Soc., t. 5, 1954, p. 88-83,
pour les idempotents primitifs (chapitre VII).

[6] Nous avons utilisé aussi un résultat de KOCH, non publié, mais cité par
CLIFFORT et PRESTON, dans leur livre, p. 66, exercice 4.

Le lecteur désirant une premiére idée sur la théorie pourra lire [2]. Les lemmes
du chapitre II sont utilisés ou redécouverts par un certain nombre d'auteurs sous
diverses formes. Le résultat sur les demi-groupes compacts monothétiques semble i
indépendamment & NUMAKURA [1], & SCHWARZ (Stefan) [On Hausdorff bicompact semigroups,
Czech. math. J., t. 5, 1955, p. 1-23] et & KOCH (R. J.) [Dissertation, Tulane Uni-
versity of Louisiana, 1953, malheureusement inaccessible]. On pourra trouver des
compléments sur cette question dans HEWITT (Edwin) [Compact monothetic semigroups,
Duke math. J., t. 23, 1955, p. 447-458],

On trouvera également une autre facon d'étudier la structure des demi-groupes
simples compacts (chapitre IV) dans WALIACE (A. D.) [Retractions in semi~-groups,
Pacific J. of Math., t. 7, 1957, p. 1513-1517]. Pour les chapitres suivants, nous

ne pouvons que renvoyer le lecteur aux mémoires originaux [3], [4], [5].

Ce paragraphe est destiné & préciser la part de travail original des auteurs. Nous
entendons le mot original modulo notre connaissance des mémoires publiés, qui n'est
pas complete. Les démonstrations des chapitres I & IV sont toutes originales, néan-
moins la démonstration du théortme 4.1 est calquée sur la démonstration analogue
de [3]. Dans les chapitres suivants, les énoncés 5.6 3 5.10, 5.21, 5.22, 6.1, 6.2,
6.6, 6.10, 6.11, 6.12, 6.16, 7.10, 7.15 & 7.19 sont originaux au sens ci-dessus.

La considération des idéaux maximaux trivieux et non triviaux permet au chapitre VI
de préciser les énoncés 6.4, 6.5, 6.9. La présentation du théoréme 7.9 est égale-
ment originale. Les énoncés 6.13, 6.15, 7.11, 7.13, 7.15 sont des énoncés classiques
plus ou moins améliorés. Enfin les démonstrations des énoncés 5.1l1, 6.5, 6.7, 6.9,

6.14, 7.9 sont originales ou plus ou moins améliorées.
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Les deux auteurs se sont partagé le travail de la maniére suivante. Les chapi-
tres I & IV et 1'introduction viennent du premier. Pour les chapitres V a VII, le
choix des énoncés et démonstrations classiques, tous les énoncés originaux et pres-
que toutes les démonstrations originales ont été faits parle second auteur, le pre-

mier ayant seulement fait une bonne partie du travail de pure rédaction.

Nous avons enfin profité, au cours de l'exposé de ces questions, d'utiles remar-
ques provenant des membres du Groupe d'études, en particulier Mi. ILALLEMENT,
CRESTEY, ENGUEHARD, ce dont nous les remercions ici.

I. Premiéres propriétés des demi-groupes topologiques.

A. Demi-groupes topologiques en général.

1, Définition. - On appelle demi-groupe topologique le triple (S , . , 6)

~n

d'un ensemble non vide S , d'une loi de composition interne agsociative . sur

S (toujours notée ici multiplicativement) et d'une topologie séparée & sur S ,

tels que la loi de composition soit une application continue de S x S dans S .

Par exemple, on obtient un demi-groupe topologique (dit discret) en munissant un
demi-groupe arbitraire de la topologie discréte. D'autre part un groupe topologique
est en particulier un demi-groupe topologique. On prendra garde qu'un demi-groupe

—> topologique, dont le demi-groupe sous-jacent est un groupe, n'est pas en gé-

4 néral un groupe topologique (l'application X ~- <t n'étant pas en géné-

ral continue).

Le demi-groupe topologique (S, . , G) est généralement noté S comme son sup-
port. On notera aussi v(a) 1le filtre des voisinages de a € S et A 1'adhérence
de A e n(S) (la fermeture topologique ayant toujours priorité sur les fermetures
algébriques) .

2. - De la continuité de la multiplication résultent les propriétés suivantes :

PROPOSITION 1.1, - (¥ A, B e=(s)) B c 1B .

Si x eAB, il existe o €k et 5 €B tels que x = op 3 donc, pour tout
Ue¥(x), il existe VeV , Wevp) telsque VWe U, et, come V ren-
contre A et que W rencontre B, VW , donc U , rencontre AB ; par suite
x € B .

PROPOSITION l.2. - L'adhérence d'une partie stable est une partie stable.

Si A est une partie stable, AA c AA c & .
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PROPOSITION L.3. - L'adhérence d'un idéal (g) (resp. d , b ) est un idéal
(g) (resp. 4, b).

Si A estun idéal (g) , SA=SAcSAc A, et A estunidéal (g) . Duale-
ment 1'adhérence d'un iddal (d) est un idéal (d) . Par suite 1l'adhérence d'un
idéal (b) est un idéal (b) .

3. Comme la topologie est séparée, on a, de plus, les propriétés suivantes :

~

PROPOSITION l.4. - Soient a; , ..., 2, by e, bp €S . Pour que

n P
T a. = || b.
i=1 1 j:l i’

il faut et il suffit que

n p
. € ¥Y(a. W, . [ v, nt W. .
(v v, e (al)) (v ;€ Y(bJ)) igl ; rencontre jEl 3

Remarquons que l'application (x; , ..., xq) ~ ﬁ x, de S? dgans 8 est
q k=L .
continue, donc tout U e ¥( || xk) contient un ensemble ﬁ U ,ou U e Y(xk) .
k=1 n kel ¥ k
La condition étudiée entraine donc que tout V e ¥( [] ai) rencontre tout
P i=1
We v(T] bj) et est par suite suffisante. Elle est trivialement nécessaire.
j=L
La séparation entraine d'autre part des propriétés de fermeture et de passage 2

1'adhérence.

PROPOSITION L.5. - L'ensemble E des idempotents est fermé.

En effet l'ensemble E des x e S , en lesquels les applications continues
X ~ X et X ~ x2 de S dans S prennent la méme valeur, est fermé.

PROPOSITION L.6. - Si e € S neutralise & gauche (resp. & droite, des deux cbtés)
tout élément de A € m(S) , il neutralise de méme tout élément de 4 .

En effet, l'ensemble des x € S , en lesquels les applications continues x ~~ X
et x ~ ex de S dans S prennent la méme valeur, est fermé ; s'il contient
A , il contient & . Dualement, on a la propriété dans le cas "a droite", donc aus-

si dans le cas "des deux cbtés".

PROPOSITION L.7. - Si A , B € %(S) commtent élément par élément, A et B
commtent élément par élément. (En particulier l'adhérence d'un sous-demi-groupe

abélien est un sous-demi-groupe abélien.)
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Si xe€ S, l'ensemble c  des y € S qui commtent avec x est fermé, car
c'est l'ensemble des y € S en lesquels les applications continues y ~~ Xy et
y ~» yx de S dans S prennent la méme valeur. L'ensemble des éléments qui com-
muitent avec tout élément de A est 1l'intersection des c, pour ace A et est donc
fermé ; s'il contient B , il contient B . De méme, 1l'ensemble des éléments qui

commitent avec tout élément de B est fermé, et, contenant A , contient A .

B. Demi-groupes compacts.

Un demi-groupe compact est un demi-groupe topologique tel que l'espace topologi~

que sous-jacent soit compact. Un demi-groupe discret est compact si et seulement si
il est fini ; la condition de compacité apparait donc en premiére analyse comme une
condition de finitude ; cet aspect se précisera dans la suite & 1l'aide de proprié-

tés fournies au fur et & mesure par la topologie.

PROPOSITION 1.8. - Dans un demi-groupe compact, tout produit de parties fermées

est fermé.
Si Ap , «v. , A € n(S) sont fermées, donc compactes, leur produit, image du

compact Al X eee X An par l'application continue (al g eco an) ~oay de st

dans S , est compact, donc fermé.

PROPOSITION 1.9. — Dans un demi-groupe compact, tout idéal (g) , (d) ou (D)
engendré par une partie fermée, en particulier tout 1déal principal, est fermé.

En effet, si A € B(S) est fermée, SA , AS , SAS sont fermées, puisque pro-
duits de parties fermées.

PROPOSITION 1.10. - Tout demi-groupe compact a un noyau, qui est fermé.

La famille des SxS , pour x€ S , est vne base de filtre car SxyS < SxS n SyS ,

formée de parties fermées ; par suite N= N SxS# g . N estun idéal (b) non
XeS
vide fermé ; et, si A est un idéal (b) non vide, il existe ae A et
Ng SaSc A

N est donc un noyau, donc le noyau du demi-groupe.

C. Sous-groupes d'un demi-groupe compact.

Leur existence sera établie ultérieurement (voir III), nous étudions ici leurs

propriétés topologiques. Soit S wun demi-groupe compact.

Si e € E, on notera He le sous-groupe maximal contenant e ; et H= U He 5
=
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si xe H, x appartient & un sous-groupe maximal unique, on notera n(x) son

élément unité et 8(x) 1'inverse de X dans ce sous-groupe.

1. THEOREME 1.ll. - Dans un demi-groupe compact, H est fermé, 7 et 6 sont

continues.

Soit x € H ; la famille des Vn H, pour Ve ¥(x) , est une base de filtre,
donc aussi la famille des 9(V n H) . Soit donc q une valeur d'adhérence de cette

base de filtre (1'existence de q est assurée par la compacité).
On a les propriétés algébriques suivantes :

() gx=xq . Soient V ,V'e V(x) , W, W €¥(g ; WnW' rencontre
o(V V' nH) , donc il existe he Vn V' nH tel que 6(h) e Wn W' ; on a

6(h)h = N(h) = ho(h) € W n V'W' .
Par suite qx = xq (prop. L.4).
(b)) gxq=gq . Sodent Ve ¥(x) , W' , W' ,W"e¥(g ; W=W nWnW"e (g
done rencontre O(Vn H) et il existe he Vn H tel que o(h) €W ; on a
o(h)h 6(h) =o6(h) € WW N W< WVW" n W'
Par suite qxq = q (prop. L.4).
(¢) =xgx =x . Soient V' , V" jV'"me ¥(x) , We ¥(qg) 3 W rencontre e(VnH,
of V=V'nV"AV™M , donc il existe heVn H tel que 6(h) € W; ona

ho(h)h = he VW n V c V'WV" n V'

(]

Par suite xgx = x (prop. 1.4).
I1 en résulte que e =xq =gx€ E , car ee = Xqxq = Xq = e . De plus,
X XX =X , Xe =XgX =X , €eq=0QXg=9g , Qe =gxXq =q .
Par suite x e H , donc x e H; et H est fermé.

D'autre part q = 6(x) ; et la base de filtre des o(VNn H) , o Ve ¥(x) , a
donc une seule valeur d'adhérence 0(x) . Le demi-groupe étant compact, cette base
de filtre converge vers 0(x) , et & est donc une application continue de H

dans H .

Enfin 1 , qui est telle que T7(x) = x0(x) pour tout x € H, est aussi une ap-
plication continue de H dans H .

2, Ce théoréme a les corollaires suivants :
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PROPOSITION 1.12. - Dans un demi-groupe compact, les sous-groupes maximaux sont

fermés (donc compacts) .

Si eeB, H = _l(e) est fermé dans H , puisque 1T est continue, donc fer-
mé, puisque H est fermé.

PROPOSITION 1.13. - Dans un demi-groupe compact, l'adhérence d'un sous-groupe est
un Sous-groupe.

Soient K un sous-groupe, e son élément unité ; on a K¢ H . Hy étant fer-

mé, K¢ H, 3 K est stable (prop. 1.2) ; enfin 6(K) = K entraine, puisque 8
est continue, 8(K) = X H X est donc un sous-groupe de He .

PROPOSITION 1.14., -~ Un demi-groupe compact, dont le demi-groupe sous-jacent est
compact, est un groupe topologique compact.

L'application 6 : X ~» %1 est alors contime.

PROPOSITION l.15. - Les sous-groupes maximaux d'un demi-groupe compact sont des
groupes topologiques compacts.

Ceci résulte des propositions l.12 et 1.l4,

D. Demi-groupes connexes.

L*hypothése de connexité servira ici & préciser certains résultats. On se borne

pour l'instant & deux énoncés.

PROPOSITION 1.l6. - Dans un demi-groupe connexe, tout produit de parties connexes

est connexe.

n
sont connexes, leur produit [] Ai , ilmage du connexe A1 ...An
i=1 n
par 1l'application continue de s™ dans S (xl g see xn) ~ |l X est connexe.
i=1

Si A, eee , A

by

PROPOSITION 1.17. - Si S est un demi-groupe connexe ayant un élément unité a
gauche, tout idéal (b) de S est connexe.

Si A estun idéal (b) de S, Sx et x5 sont connexes (prop. L.l6) pour
tout x € A ; choisissant a € A, Sx rencontre aS , donc Sx UaS est connexe.
Or, S ayant un élément unité & gauche, x € Sx pour tout x € A , et A est réu-
nion des connexes Sx U aS tels que x € A ; ces derniers ayant une intersection
non vide, A est connexe.
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IT. Quelques lemmes.

Avant de continuer 1'étude des demi-groupes compacts, nous avons besoin de pro-

priétés plus puissantes que les précédentes.

L. IEMME 2.1 (continuité d'inclusion). - Dans un demi-groupe compact, si

Al s soe An sont fermés et si U est un ouvert contenant Al ooe An , 11 existe
des ouverts U, , ..., Un contenant respectivement A, , ..., An et tels que U

contienne U1 ces Un .

La démonstration se fera par récurrence sur n . Si n =1, il n'y a rien & dé-

montrer, mais nous avons besoin du cas n =2 .

Soient donc A , B fermés et U ouvert tels que AB < U . Supposons d'abord
B = {b} . La multiplication étant continue, il existe, pour tout a € A , un ouvert
V(a) € ¥(a) et un ouvert W(a) € v(b) tels que V(a) W(a) < U . Les V(a) recou-
vrent A qul est fermé, donc compact, donc il existe une famille finie (ai)ieI c A
telle que AcV = U V(a.) s alors W= N W(a.) est un ouvert contenant b et
tel que W< U . lel : iel :

Si maintenant B est un fermé quelconque, il existe, pour tout b € B , d'aprés
1'énoncéqui vient d'étre établi, un ouvert V(b) contenant A et un ouvert W(b)
contenant b tels que V(b) W(b) = U . Les W(b) recouvrent B qui est fermé,

donc compact, donc il existe une famille finie (bi)ieI S B telle que BsW= uy w(bf

alors V = n V(bi) est un ouvert contenant A et VW < U . iel
iel

(Cette démonstration utilise deux fois 1l'axiome de choix.)

Admettons maintenant le lemme pour la valeur n -~ 1 > 1 , et soient Al’ ””An l,An

fermés et U ouvert contenant Al oo An-l An . A' = A .. An.l est fermé

(prop. 1.8), donc, d'aprés le cas n = 2 , il existe des ouverts U' » U contenant
respectivement A' , A et tels que U'U < U ; d'aprés 1'hypothése de récurrence,

il existe des ouverts U1 g see Un-l contenant respectivement Al y eony An_l

et tels que Uy ..o Un-l < U' 5 alors U, ... Un-l Un c U'Un c U, et le lemme est
vral pour la valeur n .

E. -~ De ce lemme résulte immédiatement le lemme suivant

IEMME 2.2 (séparation). - Dans un demi-groupe compact, des fermés Ay eee s A,

By 5 ece s Bp sont tels que A, ... A NnB ... Bp =@ si et seulement si il existe

1

Vl s see Vp contenant respectivement Al’ cesy A

des ouverts U, , ... , U ,
n

Bl ’ so e ,B

n 2

p tels q'\le Ul e eo Unﬂvl 0 o Vp:ﬁc
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Les produits A4 ... An et B ... Bp sont fermés (prop. 1.8) ; s'ils sont dis-
joints, il existe, puisqu'uvm espace compact est normal, deux ouverts disjoints les
contenant, et la condition est nécessaire d'aprés le lemme précédent ; elle est évi-

demment suffisante.

Ce lemme peut aussi s'énoncer :

IEMME 2.3. - Dans un demi-groupe compact, des fermés A, , ... , A By eeey B

n’ p
sont tels que A, ... An rencontre B, ... Bp si et seulement si, quels que soient
les ouverts U, , ... , U

B.l. 9 eoco ’B

Vis eeey Vp contenant respectivement Al 5 eve s An’

n b
’ Ul ..+ U_ rencontre Vl eoo V_ o
p n P

3. - Ces lemmes peuvent &tre démontrés dans un demi-groupe topologique quelcon-
que en prenant A, , ..., An et éventuellement B 5 eer s Bp non seulement fer-

més mais compacts.

4. - Du lemme de séparation résultent des lemmes tres utiles concernant des
suites d'éléments. Dans ce paragraphe, N désigne 1'ensemble des entiers naturels,
et (an) s (bn) , (cn) trois suites telles que a =b_ c = pour tout ne N ;
on note respectivement A , B, C leurs ensembles de valeurs d'adhérence (non

vides dans un demi-groupe compact), qui sont fermés.

LEMMES 2.4, 2.5, 2.6. - Dans un demi-groupe compact :

(2.4) : (faeh) (2peB) (yel) o = By
(2.5) : (1peB) (Faeh) (3yel) o = By
(2.6) ¢+ (1 yeC) (Raec4) (2peB) a =By .

Remarquons d'abord que :

LEMME 2.7. - Dans vn espace topologique compact, si un ouvert U contient toutes
les valeurs d'adhérence d'une suite (xn) , 11 contient tous les termes de la suite

(xn) & partir d'un certain rang.

Dans le cas contraire, il existerait une sous-suite contenue dans C U ; et il
existerait une valeur d'adhérence de cette sous=-suite, appartenant & Cu qui est fer-

mé ; donc il existerait une valeur d'adhérencede la suite n'appartenant pas & U .

Soient alors « € A, et des ouverts U , V , W contenant respectivement o ,B,C ;
il existe p , q tels que bn eV dés que n=p, et c, € W dés que n > q ; et
il existe n > sup(p , q) tel que a, € U , puisque o est valeur d'adhérence de
(an) ;s alors 8, = bn c, € UNnVW . Par suite o € BC (lemme 2.3), ce qui établit
1'énoncé (2.4).
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De méme, soient B € B, et des ouverts U , V , W contenant respectivement
A,B,C;ilexiste p, q telsque a €U dés que n>p, et c, €C des
que n>q, et il existe n > sup(p , q) tel que bneV ; alors an=bncneUnVW.
Par suite A rencontre gC (lemme 2.3), ce qui établit 1'énoncé (2.5). L'énoncé
(2.6) est dual.

On a les corollaires suivants :

IEMMES 2.8, 2.9, 2.10, = Dans un demi-groupe compact :

(2.8) : si (an) converge vers o , (¥ pe B) (3 vy eC) @ = By 3
(2.9) : si (bn) converge vers B , (V ae &) (3y eC) o =By s
(2.10) ¢ si (bn) converge vers B , (Vye C) (3 o e4) a = By o

Une limite étant unique valeur d'adhérence, (2.8) résulte de (2.5), (2.9) de
(2.4), et (2.10) de (2.6). Nous n'énongons pas les corollaires duaux des précédents.
Tous ces corollaires s'appliquent en général quand l'une des trois suites est non
seulement convergente mais constante.

5. = Nous avons énoncé ces lemmes svec des suites comme dans le cas classique,
mais ils s'énoncent de la méme fagon avec trois applications a bk N d'un
ensemble A dans S liées par ay = bk ¢, pour tout A € A, en prenant les va-
leurs d'adhérence suivant un filtre de A .

On peut d'autre part les démontrer dans un demi-groupe topologique quelconque en
supposant alors que les suites (an) , (bn) , (cn) , ou les familles (ak) R (bh)’
(Ch) , sont contenues dans des sous-ensembles compacts.

III. Demi-groupes compacts monothétiques.

A. Propriétés des demi-groupes compacts monothétiques.

Définition. - On appelle demi-groupe monothétique, tout demi-groupe topologique S
contenant un sous-demi-groupe monogéne C partout dense.

Le théoréme suivant, qui précise la structure des demi-groupes compacts monothé-
tiques, peut &tre considéré comme une extension du théoréme de Rees pour les demi-
groupes cycliques finis.

S étant un demi-groupe compact monothétique, on note : x wun générateur du sous-

demi-groupe cyclique partout dense C ; Cn 1'ensemble {xp+l s xn+2 y eve } 3
K= n C_ 1l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (xn)neN , non vide puis-

neN
que S est compact.



29-11

THEOREME 3.1, - K est un groupe abélien, c'est le seul sous-groupe maximal de S
et c'est aussi le noyaude S . De plus S=Ku (C~K) , et C-K est un ouvert

discret de S .

La démonstration se fera en plusieurs points. Remarquons tout de suite que K est
fermé, et que S est abélien (prop. i.7). D'autre part, si C est fini, S =0,
et le théoréme résulte du théoréme de Rees ; on suppose donc dans la suite C in-
finmi.

(a) Montrons que K est un groupe. Tout d'abord K est stable ; soient a,be K ,
Vevy(a) , Wev(b) , et U un ouvert contenant K . Il existe n € N tel que
Cn €U (lemme 2.7) ; comme il existe p , q>n tels que eV s xdew, il
existe r>n (3 savoir p + q ) tel que x' € VW ; donc VW rencontre U . Par

suite, ab € K (lemme 2.3) ; et K est un sous-demi-groupe.

Soient alors a ,beX, U,V , W, n comme ci-dessus (Cn € U) . Il existe
pE€ N tel que e W et g>n+ p tel que xlev ; alors r=qg-p>n, et
par suite 2=x"xeVnUW.Donc ace Kb (lemme 2.3) ; et le sous-demi-groupe

K admet des quotients & gauche ; comme il est abélien, c'est un groupe.

(b) na S=KuGC;eneffet, si aeS-K, il existe ne N tel que a ¢‘E£ ;
mais (C - Cn) U E£ est un fermé contenant C , donc égald S, et ae C .

(e) K est donc un idéal ; soient en effet ae K et ye S; si ye K, ayeK;
si y¢X, yeC et, pour tout nel,

ay € Cn Cc Cn C ¢ Cn C = Cn+1 c 0

donc ay e K. K, étant un sous-groupe et un idéal, est un noyau (si A est un
idéal non vide, A rencontre K puisque K est un iddal, et Kc A puisque K
est un groupe). K est donc le noyau de S .

(d X est de méme un sous-groupe maximal de S , car, si G est un sous-groupe
contenant K , il a méme élément unité e et, K étant un idéal, G = eG < K .
K est d'ailleurs le seul sous-groupe maximal de S , car si S contient un idempo-
tent non situé dans K , C contient un idempotent, et est donc fini d'apres le

théoréme de Rees, alors que nous le supposons maintenant infini.

(e) Enfin C - K =98 - K est ouvert puisque K est fermé ; pour prouver que la
topologie induite par S sur C - K est discréte, il suffit de montrer que
Ln (C-K) =A pour toute A e P(C-K) .81 aelhn (C-K), il existe n el
tel que ag‘f-C-n s or £=(An(C- c))u (Knﬁn) ; en effet le membre de droite
est contenu dans A , mais c'est un fermé contenant A ; de a€ A - Cp résulte
alors a € A, ce qui achéve la démonstration.
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B. Application aux demi-groupes compacts quelconques.

1. - Soit maintenant S un demi-groupe compact quelconque. On appliquera le
théorghe précédent en considérant, pour tout x € S , le demi-groupe cyclique C(x)
engendré par x , et sa fermeture T'(x) qui est un sous~-demi-groupe (prop. L.2)
évidemment compact et monothétique. (On peut aussi appliquer ce théoréme en consi-
dérant seulement, dans un demi-groupe topologique quelconque, les x tels que

r(x) soit compact.) Il vient aussitdt :

PROPOSITION 3.2. - Dans un demi-groupe compact, il existe des idempotents (donc

des sous-groupes maximaux).
I1 suffit de considérer le noyau de T'(x) , que 1l'on note K(x) , et qui est un
groupe.

Rappelons qu'un bi-idéal de S est une partie A de S stable et telle que
ASA ¢ A (exemples : idéaux (g) , (d) , (b) ).

PROPOSITION 3.3. - Dans un demi-groupe compact, si A est un idéal (g) , (d) ,

(b) , ou un bi-idéal, et si x € A, alors I'(x) < A .

I1 suffit de le montrer si A est un bi-idéal. Soit e 1'élément unité de K(x);
K(x) rencontre A , car xex € K(x) n A ; comme K(x) est un groupe, K(x) ¢ A
(si yeX(x) nA , K® = yk(x)ys L) . Or A est stable, donc C(x) c A,
et I(x) <A .

2. - I1 sera aussi intéressant de savoir que TI'(x) est un groupe.
PROPOSITION 3.4. -~ Si 1'idempotent e de T(x) est neutre & gauche ou & droite
pour T(x) , T'(x) est un groupe.

Alors T'(x) =er(x) (ou r(x) e) < K(x) , donc T(x) = K(x) est un groupe.
3. - On a d'autre part les lemmes suivants :

LEMME 3.5. - Dans un demi-groupe compact S , si a , x , y € S sont tels que
ax = ay , l'idempotent e de TI'(a) est tel que ex = ey .

En effet, l'ensemble des u € S en lesquels les deux applications continues
u ~ ux et u ~» uy de S dans S prennent la méme valeur, est fermé ; con-
tenant a , il contient évidemment toute puissance de a , donc Tr(a) , et o
(c'est-a-dire que ex = ey ). |
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IEMME 3.6. - Dans un demi-groupe compact S , soient a , x€ S, g 1'idempo-
tent de T'(a) , e 1'idempotent de T'(x) ; si a=xa , ona a=ea, et, si
xeE, g=xg .

On a alors a=x a pour tout n€ N ;5 e étant valeur d'adhérence de la suite
xn)neN , a =ea résulte du lemme 2.8,
D'au:;re part a € xS , donc (prop. 3.3), g €xS ; si x € B, ceci entraine

g = X8 .

IEFMME 3.7. - Dans un demi-groupe compact S , si a , x, y € S sont tels que

a=xXay ,ona a=eau, o ecknr(x), uek(y) .

On a alors, pour tout nelN , a= x" ay” ; e étant valeur d'adhérence de la
suite (x%) , il existe (lemme 2.8), une valeur d'adhérence g de la suite (ay™)
telle que a = ep ; il existe aussi (lemme 2.9), une valeur d'adhérence u de la

suite (y%) telle que B =au ; ona donc a = eau , avec u € K(y) .

Nous n'énongons pas les trois lemmes duaux.

PROPOSITION 3.8. - Dans un demi-groupe compact S , si x €S et A € p(S) fer-
mée sont tels que xA < A, on a, pour tout k € K(x) :

KA=n x4,
neN
On a alors, pour tout n € N , xCAcA ; 11 en résulte que kA < x" A pour tout
n € N . Soient en effet a € A et des ouverts U, U, , V, W contenant respecti-
vement A, a ,k , x" ; ilexiste p>n telque xP eV ; et x a=x"xP "acx A,
donc x* a e VU, NnWU ; par suite ka € A (lemme 2.3).
D'autre part, n P Ac kA ;s soient en effet 2z € N X A , et des ouverts

neN nel n
U,V , W contenant respectivement A , z , k ; il existe n €N tel que x €W,

et a €l tel que z=x"aceV NWU ; par suite z € kA (lemme 2.3).

IV. Demi-groupes simples compacts.

A. Idéaux minimaux d'un demi-groupe compact.

Soit S wun demi~-groupe compact.

THEOREME 4.1. - Dans un demi-groupe compact, tout idéal (g) non vide contient
un idéal (g) minimal, et tout idéal (g) minimal est fermé.
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Nous n'énongons pas le théoréme dual ; d'autre part le cas bilatére est trivial

(prop. 1.10). Soit qonc A wun idéal (g) non vide.

L'ensemble des idéaux (g) non vides fermés contenus dans A est non vide, puis-
que tout idéal (g) principal est fermé (prop. 1.9). Il existe donc, d'aprés le
lemme de Zorn, une chaine maximsle C d'idéavx (g) fermés non vides contenus
dans A . C est stable pour 1'intersection puisque c'est une chaine ; c'est donc
une base de filtre, et, S étant compact, 1l'intersection M des idéaux de C est

non vide. M est un idéal (g) fermé non vide contenu dans A .

M est un idéal minimal, car si M contenait strictement un idéal (g) mnon vide,
il contiendrait strictement un idéal (g) principal, donc fermé et non vide, I,
et G u{I} serait une chaine d'idéaux (g) fermés non vides contenus dans A ,
contenant strictement C , ce qui est impossible. A contient donc un idéal (g)
minimal.

Si A est lui-mfme minimal, A contient d'aprés ce qui précéde un idéal (g)

minimal fermé M , donc A =M, et A est fermé.

Ce théoréme ne s'étend pas au cas des idéaux O-minimeux d'un demi-groupe compact
ayant un zéro. En effet le demi-groupe compact multiplicatif des nombres réels du
segment (0, 1) n'a pas 4'idéaux (g) O-minimaux (ses idéaux étant les (0, h)
pour he (0, 1)),

Du théoréme 4.1 et de son dual résulte immédiatement :

PROPOSITION 4.2. = Un demi-groupe simple compact est complétement simple.

La structure algébrique d'un demi-groupe simple compact est donc complétement con-

nue ; nous allons voir qu'il en est de méme de sa structure topologique.

B. Structure des demi-groupes simples compacts.

l. - I1 est d'abord utile de rappeler quelques résultats algébriques sur les
demi~-groupes complétement simples.

Un demi-groupe complétement simple D est un demi-groupe simple admettant des
idéaux (g) et (d) minimaux. les idéaux (g) minimaux forment alors une parti-
tion de D et de mBme les idéaux (d) minimaux. De plus, tout idéal (g) minimal
rencontre tout idéal (d) minimal. On note £ (resp. R ) 1'ensemble des idéaux
(g) (resp. (d) ) minimaux. On sait que si Lef , et si e e€EnkL, x=xe

pour tout x €l ; de méme, si ReR, et si e €E nR, x=-ex pour tout x€ R.
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Si Lef, ReR, RnlL estungroupe ; on note ey, son élément unité. lLes
groupes R n L sont tous isomorphes (1l'application a ~- ept, & SRt de RnlL
vers R' n L' est l'isomorphisme cherché de Rn L sur R' n L', 1'isomorphisme
inverse étant a' ~- epr. a' epyp ).

Enfin, si on choisit RO €ER, LO € £ , on obtient une bijection ¢ de D vers

(RO n LO) x R x £ en posant o(x) = (exe)RL si xX€RnL etsi e= eROLO 3 si

exe =t € Ry nL,, onad'ailleurs x =ep 1 eROL . Si oo(x) = (t)RL ,

0 0

(P(x') = (t')RtLl s On a enfin (p(}DC') = (tpm' t')RLI ’ o pLR' = eROL eR'LO o

Réciproquement, si G est un groupe, I , A deux ensembles et p une applica-
tionde A x I dans G , on obtient un demi-groupe complétement simple en munis-

vo

sant G x I x A de la multiplication définie par (t)ik (t')i'h' = (tpki' t')ih'
ce demi-groupe est noté MG ;3 I, A 3 p) . On a ainsi exhibé un isomorphisme du
demi~groupe complétement simple étudié sur un demi-groupe MG ;3 I, A ; p) avec
G=Rynly, I=R, A=g, p définie comme ci-dessus. Ceci est le théoréme
de Rees.

2. = Le théoreéme de structure pour les demi-groupes simples compacts s'énonce

alors comme suit :

THEOREME 4.3. - Un demi-groupe simple compact est isomorphe algébriquement et to-
pologiquement & un demi-groupe MG ; I , A 3 p) , ou G est un groupe topologique
compact, I , A deux espaces topologiques compacts et p une application continue

de Ax I dans G , la topologie étant la topologie produit.

La partie algébrique résulte du théoréme de Rees et de la proposition 4.2. Pour
la partie topologique, la réciproque est triviale, car la topologie produit fait
de G x I x A un espace compact, et 1l'application

(t,i,Mr,t ,i" ,\") ~ (tphi' £, 1, ")

est une application contime de G x I x A x G x I x A dans G x I x A ; pour la
partie directe, on procédera en plusieurs étapes, en se donnant un demi-groupe sim-
ple compact S et en gardant & part cela les notations ci-dessus. On sait déja que
RO n LO est un groupe topologique compact (prop. 1.l5).

3. - On va d'abord munir R et £ de topologies.

IEMME 4.4. - Les parties U de £ tellesque U=U (L L€ soit ouvert,

sont les ouverts d'une topologie d'espace compact.
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Appelant provisoirement ouverts de telles parties U , on vérifie en effet que

la réunion d'une famille (u.). d'ouverts est un ouvert (en effet U U, = U ﬁi)
' iel iel
que @ est ouvert (en effet % =@) s que 1l'intersection de deux ouverts U, et
TN
U, est un ouvert (en effet U niU, = u n U2 puisque £ est une partltlon de S).

2

Les autres propriétés de la topologie résultent des lemmes suivants.

2

IEMME 4.5. - Dans un demi-groupe compact S , si U est ouvert, le plus grand
jaéal (g) , (@ ou (b) J(U) contenu dans U , est ouvert.

Dans le cas (g) , soit a e J(U) ;3 alors a uSac J(U) U et, d'aprés le lemme
2.1, il existe un ouvert V contenant a tel que SV < U ; alors W=UnV est
un ouvert contensnt a et tel que W U SW < U, donc contenu dans J(U) ; et J(U)

est ouvert. On procdéde similairement dans les cas (d) et (b)

I1 en résulte que la topologic de £ est séparée. Soient en effet L, L' € £ 3
L, L' sont fermés (théoréme 4.l) et disjoints ; S étant compact, donc normal,
il existe des ouverts disjoints U , U' contenant respectivement L , L' ; si J
(resp. J' ) est le plus grand idéal (g) contenu dans U (resp. U') , J et
J' sont réunion d'idéaux minimaux, donc il existe U , U' € P(8) tels que 4=7J,
4 = J ;5 U et U' sont ouverts puisque J et J' le sont, disjoints comme J

et J' et contiennent respectivement L et L' .

IEMME 4.6. - L'application qui, & x € S , fait correspondre l'unique L €g le
contenant, est continue.

En effet, 1l'image réciproque de l'ouvert U de £ est 1l'ouvert ﬁ de S .

S étant compact, il en résulte que £ est compact.

R est dualement muni d'une topologie d'espace compact, et on a le lemme dual du
lemme 4.6.

4. - Il reste alors & étudier les applications ¢ et p .

LEMME 4.7. - © est un homéomorphisme.

L'application x ~-» exe de S dans RO n LO est continue. les applications
qui, & x €S font correspondre l'unique R € R et l'unique L € £ tels que
x € R nL, sont continues (lemme 4.6 et son dual). ¢ est donc continue ; comme

@ est bljective et S compact, ¢ est bicontinue.

LEMME 4.8, - p est continue.
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L'application qui, & e € E , fait correspondre l'unique (R, L) € R x £ tel que
ee€ Rn L, est continue comme ci-dessus. Comme E est fermé (prop. L.5) donc com-
pact, et que cette application est continue, l'application inverse (R, L) ~~ epy,
est continue. Par suite 1l'application p , définie par PIR' = ®R L R'L est con-

0 0
tinue.

Ceci achéve la démonstration.

5. = On notera que 1l'on a pris pour G un sous-groupe RO n LO arbitraire.

Ceci est sans importance car on a la proposition suivante :
PROPOSITION 4.9. - Les sous-groupes maximaux d'un demi-groupe simple compact sont
isomorphes algébriquement et topologiquement.

En effet les isomorphismes algébriques explicités ci-dessus sont continus, ainsi
que leurs inverses puisque les sous-groupes maximaux sont fermés (prop. 1.l12) donc

compacts.

C. Applications.

Les deux énoncés qui suivent résultent de ce que le noyau d'un demi-groupe compact

est un demi-groupe compact (prop. 1.10) et simple, donc complétement simple.

PROPGSITION 4.10. - Tout demi-groupe compact unipotent est un homogroupe.

Son noyau est en effet un demi-groupe complétement simple unipotent, donc un groupe.

PROPOSITION 4.1l. - Tout demi-groupe compact abélien est un homogroupe.
Son noyau est en effet un demi-groupe complétement simple abélien, donc un groupe.

On a déja vu qu'un demi-groupe compact monothétique est un homogroupe.

V. Idéaux maximaux d'un demi-groupe compact.

Soit S un demi-groupe compact. Nous noterons, si A e H(S) , Jb(A) (resp.
Jg(A) , Jd(A) ) le plus grand idéal (b) {resp. (g) , (4) ) contenu dans A
(et éventuellement vide). De plus 1l'adjectif "bilatére" sera fréquemment sous-entendu
pour les idéaux.

A. Existence et propriétés des idéaux maximaux.

1. THECREME 5.1. - Si cef{g, d, b} , tout idéal (c) propre de S est
contenu dans un idéal (c) maximal ; tout idéal (c) maximal est ouvert.
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Si A est un idéal (c) propre, et si xe S - A, JC(S - x) est un idéal (c)
propre contenant A , et ouvert (lemme 4.5). (Si en particulier A est maximal,
A= JC(S - x) est ouvert.)

I1 en résulte, d'aprés le lemme de Zorn, qu'il existe une chaine maximale C
d'idéaux (c) propres ouverts contenant A . Soit M=y (I ; IeC « M estun
idéal (c) ouvert contenant A . M est propre car il est non vide comme 4 , et
différent de S car sinon S , recouvert par les éléments de C qui sont ouverts,
serait par compacité égal & une réunion finie d'éléments de C , donc appartiendrait
4 C qui est une chalne, ce qui est absurde. Si enfin M n'était pas maximal, il
existerait un idéal (c) propre, donc un idéal (c) propre ouvert B , tel que
McB, et Cu{B} serait une chaine d'idéaux (c) propres ouverts contenant A ;

corme € est maximale, M est maximal.
2. - 51 de plus S est connexe, on peut ajouter que

PROPOSITION 5.2. - Si S est connexe, tout idéal (c) maximal est partout dense
(ce{g,d,b}) .
Si J est un idéal (c) maximal, J est un idéal (c) (prop. L.3) 5 T =17

est impossible car S est connexe et J propre et ouvert ; donc J = S .

D'autre part :

PROPOSITION 5.3. - Si un idéal maximal J contient E , il contient 82 .

Soit A =38~-J . On a tout d'abord SAS © J . Sinon il existe a € A tel que
SaS ¢ J ; J uSaS est alors un idéal contenant strictement J , donc égal a S,
de sorte que a € SaS , et il existe x , y €S tels que a = xay ; il existe alors
eecE et ues tels que a=-eau (lemme 3.7) ; et coome EcJ, ae€d , ce qui
est absurde.

Puisque SAS < J , S = S(h uJ)S €J . Alors, si g2 £€J, Ju s est wn
idéal contenant strictement J , donc égala S, et $? = S(J LJSZ) < J , contrai-
rement & 1'hypothése. Donc 82 cJ .

B. Applications.

L. = I1 résulte des propriétés précédentes que :

PROPOSITION 5.4, - Si S =S°, SES =S .

Si SES © S, il existe (théoréme 5.1) un idéal maximal J contenant SES , donc

E ; J contient donc (prop. 5.3) =5 , ce qui est absurde.
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PROPOSITION 5.5. = Si S = 82 et si S est unipotent, S est un groupe.

Soient e 1'unique idempotent de S , et K son noyau (prop. 1.10) ; K contient
un idempotent (prop. 3.2), donc contient e . XK est unipotent, et complétement
simple (prop. 4.2), donc c'est un groupe. Mais SeS = S (prop. 5.4) et e €K en-

trainent S =K .

2. - On peut étendre ces résultats & 1l'aide dqu lemme suivant :

LEMVE 5.6. - Soit R= 0 S®; R est un idéal fermé, non vide, et R = R .

neN
(Sn)nEN est une chaine d3croissante de fermés (prop. 1.8), donc une base de fil=

tre, et "R est non vide, et évidemment compact ; c'est un idéal comme tous les st .
Si d'autre part on considére une suite (xn)nEN telle que x € s pour tout

nelN, R contient toute valeur d'adhérence “x de la suite, car, pour tout n e N,

n
X € {xn > Xpyg 0 oo } s,

Soit alors x € R ; pour tout ne N , il existe, puisque x € 82n s Yy 0 2y € s
tels que x = Yy 2y 5 il existe donc une valeur d'adhérence y de la suite (yn)neN’
une valeur d'adhérence z de la suite (Zn)neN , telles que x =yz (lemme 2.4) ;"

comme y , 2€ R, x€ R2 ; et R< R . Cormé R est un idéal, R = R2 .

THEOREME 5.7. - Ona SES = n SP .
neN

En effet Ec R ; donc SES < R . Mais, R étant un demi-groupe compact tel que

R = R , ona R =RER < SES (prop. 5.4).

PROPOSITION 5.8. - Si K est lenoyaude S etsi EcK, K= n S%; side

plus S = 82 , S est compléetement simple. nell

Onaeneffet R=SEScKcR.Et, sideplus S=5°, R=S5 et S =K est
complétement simple (prop. 4.2).

On retrouve de plus la proposition 5.5, qui s'étend ainsi :

PROPOSITION 5.9. = Si S est unipotent, N s® est le noyau de S , et c'est

un groupe. nel

En effet, K contient E , et c'est un groupe comme & la proposition 5.5. On re-

trouve aussi la proposition 4.10.

Enfin :

PROPOSITION 5.10. - Si S a un zéro et pas d'autre idempotent, n S® = {0} .
neN
En effet, (théoréme 5.7), R = SES = {0} . -
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C. Etude de P et Q .
ARPAPPPPPPPRArOA A

I1 est intéressant d'avoir des conditions sous lesquelles S a un seul idéal ma-
ximal. On en obtiendra par 1'étude des parties P et Q (éventuellement vides)

définies par
P={aeS; aS =8}, Q={a€eS; Sa=85}.

1. PROPOSITION 5.l1., - P est un sous-demi-groupe compact de S .

Si a ,beP, abS=aS=8 et abé€ P . Montrons que P est fermé ; c'est
gvident si P=9 ; si S - P est non vide, montrons qu'il est ouvert. Si x € S-P,
il existe y €S tel que x5S S -y ; conme S -y est ouert, il existe (lemme

2.1) un ouvert U contenant x et tel que UScS -y ; il est clair que UsS-P.

PROPOSITION 5.12. - Un idempotent appartient 3 P si et seulement si il est élé-

ment unité & gauche.

Tout élément unité & gauche appartient & P ; réciproquement, si e€eEnP, il
existe, pour tout x € S, un y €35 tel que x=ey , et ex =eey =€y =X,

donec e est élément unité & gauche.

PROPOSITION 5.13. - Tout élément de P est simplifiable & gauche.

Soient ae€P, x,yeS telsque ax=ay . Si e est l'idempotent de r(a) ,
ona ex =ey (lemme 3.5). Mais I'(a) ¢ P (prop. 5.11), donc e est élément unité

3 gauche (prop. 5.12), et x =7y .

PROPOSITION 5.14. - P est consistant (xy e P => xeP et y e P) .

Si xyeP, S=xy5cx3c5S ,donc xeP. D'autre part, pour tout s €S , il
existe z €S tel que xyz = xs ; donc tel que yz = s (prop. 5.13), et par suite
yeP.

PROPOSITION 5.15. = Ona P =U (He; ecEnpP .

Si eeEnNP,etsi xeH ,ona x0(x) =e € P, donc x € P (prop. 5.14) ;
et He cP.

Réciproquement, si a € P, il existe e , a' €5 tels que ae =a, aa' = e .
Alors, pour tout x € S, aex =ax , donc ex =X (prop. 5.13), et e €E NP
(prop. 5.12) ; et aa'a=ea=a=4gae , d'ou a'a=e (prop. 5.13) ; enfin
aa'e —e =aa' , d'od a'e=2a' . Onadonc ae =ea =a, a'e zea' =a',

aa' =a'a=¢e , et ac€ He ,avec e €EnP.
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2. - On peut alors classer les demi-groupes compacts suivant la vacuité de P

ou Q .

PROPOSITION 5.l6. = P est non vide si et seulement si il existe un élément uni-
té & gauche.

la condition est suffisante (prop. 5.12). Et, si P n'est pas vide, il contient
un idempotent (prop. 5.l1 et 3.2), donc S a un élément unité & gauche (prop. 5.12).

Par suite : P=Q =@ quand il n'y a pas d'élément unité & droite ou & gauche ;
P#f et Q=¢ quand il y a un élément unité & gauche et non & droite ; P =4
et Q#P quand il y a un élément unité & droite et non & gauche ; et, pour le der-

nier cas,

PROPOSITION 5.17. - P et Q sont non vides si et seulement si S a un élément
unité e , et alors P =Q = He .

La derniére assertion résulte de la proposition 5.15 et de sa duale.

3. - On a alors la condition suffisante suivante pour l'existence d'un idéal

maximal unique :

PROPOSITION 5.18. - Si S a un élément unité & gauche e , si S #P, S =P
est l'unique idéal maximal de S ; si S =P, S est compléetement simple.

Soit A wun idéal propre de S ; s'il existe a€AnP, S=zaSc A, ce qui
est absurde ; tout idéal propre est donc contenu dans S - P . Or S - P est un
idéal, d'aprés la proposition 5.14 ;5 si P c S, c'est un idéal propre, unique idéal
maximal d'aprées ce qui précéde ; si P =S, il n'y a pas d'idéal propre et S est
simple, donc complétement simple (prop. 4.2).

PROPOSITION 5.19. - Si de plus S est connexe, S - P est un ouvert partout
dense connexe.
Ceci résulte des propositions 5.2 et 1.17.
4. - Enfin les propriétés de P ont des conséquences générales pour les demi-
groupes compacts. Notons K 1le noyau de S .
PROPOSITION 5.20. - Si P rencontre K , S est complétement simple.

Si a€PnK, S=aSc<ckK,et S=K est simple, donc compléetement simple
(prop. 4.2).
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PROPOSITION 5.21, - Les conditions suivantes sont suffisantes pour que S soit
complétement simple :
() S vérifie la régle de simplification & gauche,

(b) tout idempotent de S est simplifiable & gauche,
(c) tout idempotent de S est élément unité & gauche.

ma (a) => (b) <=> (c) .Comme K contient un idempotent (prop. 3.2), si

S vérifie (c) , il est compldtement simple (prop. 5.20) .

PROPOSITION 5.22. — Si S a un seul idempotent e , et si e est é1ément unité
4 gauche, ou simplifiable & gauche, ou si g vérifie la régle de simplification a

gauche, S est un groupe.

En effet, S est completement simple (prop. 5.21) et unipotent.

VI. Quotient par un idéal maximal.

Soit S wun demi-groupe compact.

A, Classification des idéaux maximaux.

zgs—a,

1.-8i acs-5, S-a estuniddal car S(S-a) <8
(S -a)Sc PLcs-a , évidemment maximal. Un idéal maximal de ce type sera dit

trivial.

Par exemple :

PROPOSITION 6.1. - Si E < K , tout idéal maximal de S est trivial.

Tout idéal maximal de S contient E , donc contient 82 (prop. 5.3) et est par
suite trivial. (On remarquera que si S = s* , il n'y a pas d'idéal maximal (prop.
5.8).)

PROPOSITION 6.2. — Si S a un zéro et est unipotent et non réduit & zéro, tout

i1déal maximal est trivial et il en existe.

Puisque S # 0, $cs (prop. 5.10). La proposition résulte alors de la pré-

cédente.
PROPOSITION 6.3. — Si S a un élément unité & gauche, l'unique idéal maximal de
S, 8'il existe, est non trivial.

I1 est alors dgal & S - P (prop. 5.18) et ne contient pas S° , car P est sta-
ble (prop. 5.11), donc est non trivial.



29-23
2. - Les iddaux maximaux non triviaux ont les propriétés suivantes.

IEMME 6.4. - Si J est un idéal maximal non trivial de S, S - J contient un

idempotent.

Si 1'on avait E<J , J contiendrait S2 (prop. 5.3) et serait trivial. Donc

S - J rencontre E .

On note dans la suite (&) 1'idéal engendré par A € (S) , J, la classe de
a e S pour 1'équivalence J de Green (agb <=> (a) = (b)) qui est aussi

1'ensemble des générateurs de (a) , I, = (a) - I 1'idéal maximal unique de (a) -

Nous dirons que a € S est J-maximal si et seulement si (a) est maximal dans
1'ensemble des idéaux principaux (donc si et seulement si J est un élément maxi-
mal de S/J ). Dans un demi-groupe simple, ou O-simple, tout élément (# 0) est

3-maximal.

PROPOSITION 6.5. — Si S est non simple, les propositions suivantes sont équiva~
lentes pour tout J € B(S) :

(a) J est un idéal maximal non trivial ;
(b) J = Jb(S -e) , ot e estun idempotent J-maximal ;

() S-J=J_, 0t e estun idempotent J-maximal.

(a) => (b) : si J estun idéal maximal pon trivial, S -J contient un
idempotent e (lemme 6.4), et JcS -e , d'ou J & Jb(S -e) , et J= Jb(S -e)
puisque J est maximal. Montrons que e est J-maximal. Si b € S est tel que
(e) « (b) , b¢ (e) 3 or Ju(e) estun idéal contenant strictement J , donc

égal & S , de sorte que beJ ; donc e € (b) € T, ce qui est absurde.
(b)) = (c) : montrons que S - Jb(S -e) = Iy En effet
a ¢# Jb(S —e) <= (a) €dS~-e <= ec (a) <= (e) c(a) <= (e) = (a)
puisque e est J-maximal.

() => (a) : 88 J=85-J_, J n'est pas vide, car S est non simple.
J est un idéal car, si x e J est tel que J_ rencontre (x) , ona (e) < (x),
et, e &tant J-maximal, (e) = (x) ce qui est absurde, donc (x) €J . J est
donc un idéal propre. Si A est un idéal contenant strictement J , A rencontre
Je , donc contient Je et A =9 3 donc J est maximal. Enfin J est non trivial,

car S - J contient e = e2 .

PROPOSITION 6.6. - Si J est un idéal maximal non trivial, S - J < SES - K .
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i eeE, J ¢ (E) = SES . D'autre part, si e€ X, e n'est pas J-maximal
car, si x€S-JcS-K, (e) cKc (x) ; donc, si e est J-maximal, e ¢ K ,
et J_, ne rencontre pas K . la proposition résulte alors de la précédente ( S

étant non simple car J existe).

B. Structure de S/J oi J est un idéal maximal.

1. - On sait que S/J est un demi-groupe nul d'ordre 2 ou O-simple. S

a~n

étant compact, on peut dire plus.

IEMME 6,7. - Si e , f € E sont tels que f e SeS et e e Sf , alors Se = Sf .
S

tels que f =ab , avec ae =a . Soit g 1'idempotent de TI'(a) ; de a € Se € Sf

Puisque ee€ Sf, ef = e . Et, puisque f e SeS , il existe ae€ Se et b

m

résulte ge Se ¢ Sf (prop. 3.3), et gf = f . D'autre part on a, pour tout ne N,

n-l _n-l -

£f=a"b" s c'est vrai pour n=1, et, si f=a b , alors

£ = ot el _ ot gt el =l

Par suite, il existe ue S tel que f =gu (lemme 2.8) ; et gf = f . Donc g=f,

et, comme ge Se, feSe, et Se=25f.

IEMME 6.8. - Si e , f€ E gont tels que f€ SeS et e € £fSf , alors e =1f .

Comme e € fSf , fe =e . D'autre part, e € Sf ; donc Se = Sf (lemme 6.7), et

feSe,d'ot fe=1f . Par suite e =f .

THEOREME 6.9. - Soit J un idéal maximal. Si J est trivial, S/J est nul d'or-
dre 2 . Si J est non trivial, S/J est complétement O-simple.

Si J est trivial, la premiére assertion aussi (car S - J = {a} , avec

a? € 2 cy ).

Si J est non trivial, S - J contient un idempotent e (lemme 6.4) et S/J
n'est pas nul, donc est O-simple. Il suffit de montrer que e est primitif dans
S/J . Soit donc f wun idempotent # O de S/J tel que f < e dans S/J ; alors
feS-J,et f<e dans S (la relation d'ordre étant celle de Rees). On a
donc f € eSe . D'autre part, J u SfS est un idéal contenant strictement J , donc
dgal 3 S, et ec SFfS . Donc e =f (lemme 6.8).

Ce théoréme a un corollaire important.

THEOREME 6.10. - Tout demi-groupe compact O-simple est complétement O-simple.

Si S est O-simple, O est un idéal maximal, non trivial car sinon 82 =0.
Donc S/0 =S est complétement O-simple.
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2. - On peut d'autre part préciser la structure de S-J, J étant un idéal

maximal, que 1l'on peut supposer non trivial.

Rappelons que, si D est un demi-groupe complétement O-simple, les ensembles
eDf -0, o0 e, f € E, sont, soit vides, soit de carré nul, soit des groupes ;
ils recouvrent D - O et sont de plus deux a deux égaux ou disjoints (ce sont d'ail-
leurs les #-classes de Green non nulles). Enfin eDf - O est un groupe si et seu-

lement si fe # 0 .
Les conditions suivantes sont donc équivalentes :

(a) D est réunion de groupes ;
(b) le produit de deux idempotents non nuls est non ml 3
(c) D - 0 est stable (et est alors complétement simple) .

Si J est maintenant un idéal maximal non trivial de S , les propriétés précé-

dentes s'appliquent & A =5 -J grice au lemme suivant :

IEME 6.11. - 81 J est un idéal maximal non trivial de S et si e, f €E n4,
e S/J £ - 0= eSF

J ; de plus eSf - J est compact.

Ona eAf c eSf 3 et eSf - J =eAf = J car S=AuJ , et eJfcJ . Donc
e S/J £ -0=eSf

(prop. 1.8) et J ouvert (théoreme 5.1).

o

J . La derniére assertion est immédiate car eSf est fermé

1
1

I1 résulte alors du théoréme 6.9 le théoréme suivant :

THEOREME 6.12. - Soit J un idéal maximal non trivial de S . Alors A =35 -J
est réunion des ensembles eSf - J , qui sont deux & deux égaux ou disjoints. De
plus, si fe ¢J , eSf - J est un groupe, et, si fe €J, (eSf - J)2 cJ .

I1 est intéressant de savoir & quelles conditions A est réunion de groupes.

PROPOSITION 6.13. - Si J est un idéal maximal non trivial de S , les conditions

suivantes sont équivalentes :

(a) A =8 -J est réunion de groupes disjoints.

(b) (vaeh) (3xeS), a=ax==xa.

(¢) ae A entraine a €A .

(@) A est un sous-demi-groupe (compact) de S .

(6) J est complitement premier (xye J => x€J ou yeJ) .
(f) 1e produit de deux idempotents quelconques de A est dans A .
(g) S/3 est un demi-groupe complétement simple avec O adjoint.

(h) A est un sous-demi-groupe compléetement simple.
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(a) => (b) : évident (prendre x = 7(a) ).

() => (c) : soient ach,et xe€S telsque a=ax==xa ; si e est
1'idempotent de T'(x) , a = ae = ea (lemme 3.4 et son dual) ; par suite e € A
(sinon, aeJ ). Comme ee =e ¢ J , eSe - J est un groupe contenu dans A (théo-

réme 6.12) ; et 8% c , puisque a € eSe - J .

(¢) => (@) : soient a , be A ; considérons T =J . b . T estun idéal &
gauche, car tb € J entraine xtb € J pour tout x€ S ; T contient J . D'au~

tre part, T est un idéal & droite ; en effet
txb € A => txbtxbe€ A => bteA = btht €A => tbhel,

donc tbeJ => txbeJ, pour tout x € S . T est donc un idéal contenant J .
Si on suppose ab¢ A, ilenrésulte a€T-J, JcT, T=5, beT et
b2 € J ce qui est absurde. Donc ab € A .

(a) <= (@) <= (f) <=> (h) résulte immédiatement des énoncés 6.9 et
6.1l et des rappels algébriques ; et

(@ <= (), (g0 <= (h) sont évidentes.

COROLIAIRE 6.14. - Si J est un idéal meximal non trivial de S , les conditions

suivantes sont équivalentes :

(a) A=8S-J estun groupe.
(b) Il existe z e A qui commute avec tout élément de A .

(c) A contient un seul idempotent.
(a) => (b) : évident.

(b)) => (c) : A est alors un demi-groupe complétement simple (prop. 6.13) ;
or un demi-groupe complétement simple dont le centre est non vide est un groupe
(immédiat dans la représentation en matrices de Rees), et contient donc un seul
idempotent.

(¢) => (a) : A est alors un scus-demi-groupe complétement simple puisqu'il
vérifie la condition (f) de la proposition 6.13 ; s'il est unipotent, c'est un
groupe.

On notera que si S a un élément unité & gauche, et est différent de P , la con-
dition (d) de la proposition 6.13 est vérifiée par 1'idéal maximal unique (prop.
5.18) S - P ; par suite :

PROPOSITION 6.15. - Si P est non vide, c'est un groupe & droite.
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P est alors complétement simple ; un tel demi-groupe, s'il vérifie la régle de
simplification & gauche, est un groupe & droite (en effet les idéaux & droite mini-
maux qui sont engendrés par des idempotents sont alors égaux & P , donc P est

by

simple & droite et admet par suite des quotients a droite) .

Enfin un cas ot S - J est un groupe est celui o S a un élément unité (le

groupe est alors le sous~groupe maximal correspondant) (prop. 5.17 et 5.18).

3. -~ Le théoreme 6.9 a enfin 1l'extension suivante aux idéaux compacts de S .

~

Si J estun idéal de S, un idéal L de S contenu strictement dans J sera
appelé J-maximal s'il est maximal parmi les idéaux de S contenus dans J . On
sait qu'alors J/L est O-simple ou nul. On ne confondra pas un tel idéal
:;Ei avec un idéal maximal dans J (c'est-a-dire un idéal maximal du demi-groupe

J ), encore qu'un idéal de S maximal dans J soit J-maximal.

PROPOSITION 6.16. - Soient J wun idéal fermé de S et L wun idéal J-maximal

de S ; alors J/L est complétement O-simple ou de carré nul.

Si J/L n'est pas de carré mul, il est O-simple, et alors L est un idéal maxi-
mal du demi-groupe compact J 3 J/L est donc complétement O-simple (théoréme 6.9).

VII. Idempotents primitifs d'un demi-groupe compact.

Soit S un demi-groupe compact. Un idempotent e de S est dit primitif s'il
est minimal pour la relation 4'ordre de Rees, c'est~a-dire, si S est sans zéro,
quand f € eSe NnE entraine f=e , et, 81 S a un zéro, quand f # 0 et
f e eSe nE entrainent f=e .

A. Eléments nilpotents.

On suppose que S a un zéro.

FROPOSITION 7.l. - Pour tout a € S , les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) 0er(a) ;
(b) la suite (an)neN converge vers O .

Si 0eI(a) , O est 1'idempotent de I'(a) et, comme K(a) est un groupe,
K(a) = 0 . La suite (an)neN n'a alors qu'une seule valeur d'adhérence qui est O
et converge donc, S étant compact, vers 0 . Ainsi (a) => (b) ; la réciproque
est triviale.
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Un élément a € S tel que O e I'(a) est dit nilpotent. L'ensemble des éléments

nilpotents sera noté N . Une partie A de S est dite nulle si Ac N .

On ne confondra pas un idéal (par exemple) non nul minimal (c'est-a~dire
: un idéél non nul A tel que tout idéal non nul contenu dans A soit égal
4 A ) avec un idéal O-minimal non nul (c'est-a-dire un idéal O-minimal

qui n'est pas contenu dans N ) (la seconde propriété entraine néanmoins la pre-

miére) .

IEMME 7.2. - 81 ae€ll, I'(a) est contenudans N .Si a ¢ N, I(a) estdis-
joint de N .

Si a €N, la suite (an)nEN converge vers zéro, et il en est de méme de toute

suite (a) oi pelN; done C(a) c N, et

neg
I'(a) =C(a) uK(a) =C(a) U{O} =N .

Si aeS,etsi I'(a) rencontre N, soit xe Nnl(a) jona 0eTl(x) ;
mais x € I'(a) entraine TI'(x) = T(a) ; donc 0€TI(a) et a €N . Par suite, si
a¢ N, I'(a) estdisjoint de N .

IEME 7.3. - Tout bi-idéal non mul, en particulier tout idéal (g) , (d) ou (b)
non nul, contient un idempotent non nul.

Si B est un tel bi-idéal, et si a € B-N, TI(a) €B (prop. 3.3), et
I'(a) B~ N (lemme 7.2) ; 1l'idempotent e de TI'(a) appartient donca B - N .

(On notera que N ne contient pas d'idempotent différent de O , donc qu'un idem-

potent non nmul est la méme chose qu'un idempotent différent de O .)

B. Théoréme fondamental sur les idempotents primitifs.

L. THEOREME 7.4. - Si S a un zéro, les propositions suivantes sont équivalen-

tes pour tout e € E - 0 ;

(a) e est primitif ;

(b) eSe est un bi-idéal non nul minimal ;

(¢) Se est un idéal (g) non nul minimal ;

(d) SeS est un idéal non nul minimal ;

(e) tout idempotent non nul de SeS est primitif.

() => (b) : eSe est toujours un bi-idéal. Si B est un bi-idéal non mul
contenu dans eSe , B contient un idempotent non mul f (lemme 7.3) ; comme
feeSe-0, et que e est primitif, f=e, ecB, et eSec B , donc B =eSe ,

et eSe est un bi-idéal, non nul car e € eSe - N , minimal.
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(b) => (c) : Se é&tant un idéal (g) non nul, soit A wun idéal (g) mnon

nul contenu dans Se 3 A contient un idempotent non nul f (lemme 743) 3 f € Se

entraine fe = f ; de méme Ae = A .

eSf est alors un bi-idéal, contenu dans eSe car f € Se . eSf est non nul
car ef € E (en effet efef =eff =ef ), ef # 0 (sinon f = ff = fef = 0), et
ef = eef € eSf . D'apres 1l'hypothese, eSf = eSe .

Par suite e e eSe = eSf c A , et A =3Se .

() => (d) : SeS étant un idéal non nul, soit A un idéal non nul conte-
mu dans SeS ;3 A contient un idempotent non nul f (lemme 7.3) 3 il existe
a, beS tels que f =aeb.

Soit alors g = bae . ng est un idéal (g) contenu dans Se , car g € Se .

I1 est non nul : en effet g2 e E car
g2 = baebae = bfae , g3 = bfaebae = bffae = bfae = g2 5 gz £0

car sinon
f = aebf = aebfff = aebfaebf = aeg2 bf = 0 3
enfin g2 € ng puisque g2 = g3 . D'aprés 1'hypothése, ng = Se .

2

Or g2 = bfae € SfS ; donc e =ee € Sg < SIS c A, et A =SeS .

(@ => (e) : soit f un idempotent non nul de SeS ; si g e fSf nE , avec
g #0, Sg5 est un idéal non nul contenu dans SeS , et, d'aprés l'hypothése,
SgS = SeS ; de méme SfS = SeS . Par suite f € SgS ; comme g € £fSf , g =f (lem-
me 6.8) ; donc f est primitif.

(e) => (a) est é&vident.
2. = On peut alors préciser les bi-idéaux ou idéaux 4'un c6té non nuls minimaux.

PROPOSITION 7.5. - Si S a un zéro, tout bi-idéal (resp. idéal (g) , idéal (d) ,
idéal (b) ) non nul minimal M est de la forme eSe (resp. Se , e , SeS ) ou
e est un idempotent primitif, et réciproquement. De plus tout idempotent non nul
de M est primitif.

Si M est un bi-idéal (resp. idéal (g) , (d@) , (b) ) non nul minimal, M con-
tient un idempotent non mul e (lemme 7.3) ; eSe (resp. Se , eS , SeS ) est alors
un bi-idéal (resp. idéal (g) , (d) , (b) ) non mul contenu dans M , donc M = eSe
(resp. Se , eS , Ses ). Comme M est minimal, e est primitif (théordme 7.4). Ia
réciproque résulte également du théoréme 7.4. Enfin, comme eSe < SeSeS < SeS (resp.
Se < SeS8 , eS5Sc< SeS, SeS c SeS ), tout idempotent non nul de M est primitif
{théoréme 7.4).
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C. Structure des bi-idéaux ou idéaux non nuls minimaux.

On suppose que S a un zéro.

L. IEMME 7.6. - Si e est primitif et si x € Se - N, Sx = Sex = Se .

En effet Sx et Sex sont des idéaux (g) contenus dans Se , et non nuls car

Xex = = £ 1T (lemme 7.2). Comme Se est minimal (théoréme 7.4), Sx = Se = Sex .

LEMME 7.7. - Si e est primitif et si a ,beSe-N, abgN.

On a alors Sa = Sea = Sb = Seb = Se  (lemme 7.6). Il en résulte que S(ab)™ = Se
pour tout n e N ; c'est vrai pour n =1, car Sab = Seb = Se , et, si
S(ea.b)n"'l = Se , alors

S(ap)™ = S(ab)n"l ab = Seab = Seb = Se .

Si f est l'idempotent de T(ab) , on a alors Sf = Se (prop. 3.8) ; donc £ # 0,

et ab £ N . Nous n'énongons pas le lemme dual.

THECREME 7.8. - Si e est primitif, H_ = eSe - N, et réciproquement.

eSe - N est un sous-demi-groupe car il est non vide, et, si a , beeSe-N,
abeeSe , et ab ¢ N (lemme 7.7). Soit alors a € eSe - N 5 on a r(a) c eSe = N
(prop. 3.3 et lemme 7.2) ; mais e , primitif, est le seul idempotent de eSe - N ;
c'est donc 1'idempotent de I'(a) . e étant élément neutre pour r(a) c eSe , T(a)

est un groupe (prop. 3.4). Par suite a € H_ .

Réciproquement He c eSe ; et He ne rencontre pas N , car s'il existe X € Hen N,
r(x) < H, puisque H_ est fermé (prop. 1.12) et 1'idempotent de r(x) esta la
fois e et O, ce qui est absurde. Donc He est contenu dans eSe - N et lui
est égal.

La réciproque est immédiate : si eSe - N est un groupe, e est seul idempotent

non nul de eSe et est primitif.

THEOREME 7.9. - Soit M wun bi-idéal (resp. idéal (g) , idéal (d) , idéal (b))
non nul minimal. M - N est réunion des sous-groupes maximaux Hf = fSf - N tels
que £eMnNE - 0.Deplus, si M est idéal (g) (resp. (d) ), M=-N estun

groupe & gauche (resp. & droite) ; si M est idéal (b) , M -N est réunion des
Sg =N telsque g€MnNnE-0.

Dans le premier cas, il existe un idempotent primitif e tel que M = eSe (prop.
7.5) et le théoréme résulte du précédent.
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Si M est un idéal (g) non nul minimal, il existe un idempotent primitif e
tel que M = Se (prop. 7.5). M - N est un sous-demi-groupe de S (lemme 7.7).
Si f est un idempotent de M - 0, f est primitif (prop. 7.5), donc Hf::fo-N

(théoréme 7.8) et Ho s Se - N .

Réciproquement, si aeM-N, r(a) €M~ N (prop. 3.3 et lemme 7.2) ; si f
est 1'idempotent de TI'(a) , Sf = Se (lemme 7.6), donc TI'(a) € Sf et f est élé-

ment neutre & droite pour [I'(a) , qui est un groupe (prop. 3.4). Par suite a e Hf ,
o f est un idempotent non nul de M .

Si de plus L, est 1l'ensemble des générateurs de 1'idéal (g) , M=Se , on a
M-NcL (car, si aeSe-N, Sa=Se, lemme 7.6). M - N est donc la réu-
nion des sous-groupes contenus dans Le (puiSque Ié c Se - 0) ; comme il est non

vide, on sait que c'est un groupe & gauche [6].

L'énoncé est vrai dualement si M est un idéal (4) non nul minimal. Enfin, si
M est un idéal (b) non nul minimal, il existe un idempotent primitif e tel que
M = SeS (prop. 7.5), tout idempotent de M é&tant d'ailleurs primitif. Soit alors
J=J3,MnN) ; J estunidéal nul, M-maximal car tout idéal contenu dans M
et contenant strictement J est non nul, donc égal & M qui est non nul minimal.

M contenant un idempotent non nul (lemme 7.3), M/J n'est pas de carré mul ; il
est donc complétement O-simple (prop. 6.16). En particulier, pour tout
xeM~-NcM-J, il existe un idempotent non nul g de M tel que x = xg .

I1 en résulte que M - N est contenu dans la réunion des Sg - N tels que g
soit un idempotent non nul de M . Réciproquement, si g est un tel idempotent,
Sg ~N<M-N, ce qui démontre la dernidre assertion. Comme tout idempotent non
nul de M est primitif, la premidre résulte du cas déja étudié de 1'idéal (g) non
nul minimal.

COROLIAIRE 7.10. - I1 y a égalité entre les ensembles suivants ( B désigne l'en-
semble des idempotents primitifs) :

(i) SE - n,

(i) ES - N,

(iii) oSfs - N,

(iv) U (H, 5 eech) ;
de plus, SE (resp. £S , SBS ) est 1la réunion des iddaux (g) (resp. 4, b)
non nuls minimaux.

Ceci résulte des énoncés 7.5 et 7.9.

Signalons enfin la proposition suivante :
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PROPOSITION 7.ll. - Si M est un idéal (g) non nul minimal, M NN est un
igéal (g) de M .

Il existe un idempotent primitif e tel que M = Se (prop. 7.5). Soient
a,beSe telsque ab N . Ona Sab =Se (lemme 7.6), et Sa < Se = Sab . Par

. . n-1
suite Sab” = Se pour tout n € N ; c'est vrai pour n=1, et, si Sab = Se ,

n

Se = (Sa)b™! < sabb™! = sap® < Se .

Donc, pour tout p € N, SebP = SabbP = Se . Par suite, si f est 1'idempotent de
r(b), Sef =Se (prop. 3.8) ;et £ #0, donc b gN.

2. - 51 S est connexe, on peut préciser la situation de Sfis - N .

IEMME 7.12. - Si S est connexe, et si e est un idempotent primitif, les en-
sembles eSe , Se , S , SeS sont égaux-et contenus dans N .

Soit J = Jb(eSe NN) ;ona fcJceSe.Deplus eSe - N = Hy (théoréme 7.8),
et, comme 'He est fermé (prop. 1.12), eSe NN est ouvert dans eSe ; J est donc
ouvert dans eSe (lemme 4.5, appliqué au demi-groupe eSe , qui est compact (prop.
1.8)). Considérons J , qui est un idéal (g) (prop. L.3) contemu dans eSe ; si
T est nul, il est contenu dans J donc égal & J , ce qui est impossible, car eSe
est connexe (prop. 1.16) 3 J n'est donc pas nul ; comme il est contenu dans SeS
(qui contient eSe ), et que SeS est un idéal non nul minimal, on a J = 8eS . Par

suite
SeS =J c eSe = Se neS < Se UeS c SeS ,

donc eSe =Se =eS =SeS . Deplus JS N, done SeS=Jc N .

THEOREME 7.13. - Si S est connexe, il y a identité entre les bi-idéaux non nuls
minimaux et les idéaux (g) , (d) ou (b) non nuls minimaux. Ils sont tous conte-
nus dans N . Enfin SES - Nc TV -N .

La premiére et la seconde assertion résultent qu lemme et de la proposition 7.5 ;
la derniere du corollaire 7.10.

3. - la question de 1l'existence des idempotents primitifs dans S n'a pas en-
core été évoquée. Si S est O-simple, il en existe (théoréme 6.10). Si S est
connexe et N fermé, il n'en existe pas (théoréme 7.13) 5 c'est le cas par exemple
d'un sous-demi-groupe multiplicatif de R de support (O, h) , avec h e )0, 1( .



<9-33

D. Application aux demi-groupes compacts sans zéro.

l. - S est maintenant sans zéro. la théorie précédente s'applique & S par

le biais 4'un demi-groupe SO obtenu & partir de S par adjonction algébrique

d'un zéro, que l'on notera O .

IEMME 7.l14. - Il existe une topologie et une seule sur SO pour laguelle S est
un sous~espace topologique de SO et O un point isolé. Pour cette topologie, S
est un demi-groupe topologique compact. Les bi-idéaux (resp. idéaux (g) , (d) , (b))
de SO sont la partie @ et les parties de SO résultant de l'adjonction de O
4 un bi-idéal (resp. idéal (g) , (@) , (b) ) de S . Les idempotents primitifs de
So sont les idempotents primitifs de S . Dans SO , N={0} .

La topologie de s est parfaitement définie par une base d'ouverts formée des
ouverts de S et de {0} . Elle fait de s un espace compact car réunion de deux
compacts, S et {0} . Ia continuité de la multiplication dans s est immédiate

ainsi que les autres assertions ; le lecteur non convaincu le deviendra sans peine.

Soit alors K le noyau de S ; K étant le seul idéal (b) minimal de S , le

théoréme suivant résulte immédiatement du lemme et du théoreme 7.4 :

THECREME 7.15. - Les propositions suivantes sont équivalentes pour tout idempo-
tent e :

(a) e est primitif ;

(b) eSe est un bi-idéal minimal ;
(¢) Se est un idéal (g) minimal ;
(@) eeXx .

Nous n'écrivons pas le (e) qui est alors trivial.
PROPOSITION 7.16. - Si e € K , H, = eSe , et réciproquement.

Ceci résulte alors du théoreme 7.8.

Nous n'éecrivons pas les autres propriétés que 1'on pourrait obtenir de méme,
celles-ci pouvant &tre établies algébriquement. Notons seulement que S a toujours
des idempotents primitifs.

2. - Le théoréme 7.1l5 entraine, pour les demi-groupes compacts, les énoncés
suivants :
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COROLIAIRE 1.17. - Un demi-groupe compact sans zéro contenant un idempotent pri-

by

mitif et neutre & gauche est complétement simple.

Ceci résulte alors de la proposition 5.20.

COROLIAIRE 7.18, - Si un demi-groupe compact sans zéro a un seul idempotent pri-
mitif, son noyau est un groupe.

En effet le noyau est complétement simple.

COROLIAIRE 7.19. - Si tout idempotent d'un demi-groupe compact sans zéro est pri-

mitif, le noyau de S est N st 5 81 de plus S = S2 , S est complétement

simple. nell

Ceci résulte alors de la proposition 5.8.



