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1. Catégories.

l.1. Définitions des catégories.

l.l.1. Définition. - Une catégorie C peut 8tre décrite comme étant la donnée
d'une "classe" d'objets telle qu'ad chaque couple ordonné A , B d'objets de C
soit associé un ensemble, noté Hom(A , B) ou HomC(A , B) . Pour deux couples
d'objets distincts (A, B) et (A', B') , les ensembles Hom(A , B) et
Hom(A' , B') sont supposés disjoints. Les éléments de Hom(A , B) sont les mor-
phismes de A vers B .On écrit f: A - B si fe Hom(A, B) ; 1l'objet 4,
appelé source de f , est noté S(f) ; l'objet B , appelé but de f , est noté

B(f) . D'autre part, il existe une loi de composition entre les morphismes de

telle sorte que si f et g sont deux morphismes et si B(f) = S(g) , il existe
un morphisme unique de S(f) vers B(g) , noté gf . Cette loi de composition est

assujettie aux axiomes suivants :

(C,) Elle est associative : i.e. si f: A — B, g¢ B =>C, h: C =» D,
1 —_—
alors h(gf) = (hf)g .

(02) Pour tout objet A , il existe un morphisme, dit morphisme identité ou
identique : 1A t: A > A, telquesi f: A — B et g: C -> A, alors

flA =f et 1A g=g .

L'unicité, pour chaque objet, du morphisme identique, résulte de l'associativité.

1.1.2. Exemples.

1° La catégorie Ens des ensembles a pour objets tous les ensembles et pour
morphismes toutes les applications avec la composition habituelle.

2° La catégorie Gr ﬁes groupes a comme objets tous les groupes et comme mor-
phismes tous les homomorphismes de groupes.

3° ILa catégorie Ab des groupes abéliens a comme objets tous les groupes abé-

liens et comme morphismes tous les homomorphismes de groupes.
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40 3i L est un anneau, la catégorie A-iod =~ a pour objets tous les A-modules
o
4 gauche et pour morphismes toutes les applications A-linéaires.
5° La catégorie Top des espaces topologiques a pour objets tous les espaces to-

pologiques et pour morphismes toutes les applications continues.

Dans la définition 1, le mot "classe" est pris au sens de la théorie des ensem-
bles de Godel-Bernays [7] 3 cette théorie permet de former la classe de tous les
ensembles ; on évite ainsi les difficultés qu'il y aurait & parler de "l'ensemble
de tous les ensembles". Si la classe des objets de C est un ensemble, on dit que

C est une petite catégorie. Dans le cadre de la théorie de Godel-Bernays, on peut

parler de la catégorie de toutes les petites catégories, mais non de la catégorie
de toutes les catégories. Pour pallier & ce genre de difficultés, différentes so-

lutions ont été proposées, par exemple l'utilisation des catégories localement pe-

tites ([6]) et 1l'utilisation des univers de Grothendieck ([3}). Un univers est un
ensemble d'ensembles suffisamment grand de sorte que l'on puisgse, sans en sortir,
y effectuer toutes les constructions classiques de la théorie des ensembles. De

fagon précise :

l.1.3. Définition. - Un univers U est un ensemble qui satisfait asux axiomes

suivants 3

(Ul) Si (Xi)ieI est une famille d'ensembles appartenant & U , indexée par un
€lément I de U, la réunion U X. est un élément de U .
iel
(ﬂz) Si x est un élément de U , l'ensemble {x} , dont le seul élément est
x , appartient & U .

(UB) Si x appartient & un ensemble X , et si X est un élément de U , alors
x est un élément de U .

(ﬂ4) Si un ensemble X appartient & U , l'ensemble @(X) des parties de X
appartient & U .

(Us) Le couple (x , y) appartient 2 U si et seulement si x et y appar-
tiemnent & U .

De l'axiome (U.) résulte que le seul univers fini est l'ensemble vide. Des axio-

mes (UB) et (u4), il résulte que toute partie Y d'un ensemble X appartenant 3

U appartient & U .

Si X &t Y sont deux ensembles de U, alors X u Y eppartient & U : d'a-

pres (ul), il suffit de remarquer que U contient un ensemble & deux éléments.
Or, si xelU, alors {x} €U ; d'ou P({x}) eu et e({x}) ={F, x} «»
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Si x et y elU, alors {x, y] (= {x} u {y}) appartient 3 U .Si X et Y

sont deux ensembles de U , alors X x Y , qui est égaleda U (U (x, y)),
yeY x€X

appartient & U .

Si (Xi)iEI est une famille d'ensembles appartenant & U et si I appartient

3 U, alors le produit [l X, appartient & U . Par définition, [l X; esten
- iel iel
effet une partie de P(I x &) , ot A= U X, .

iel

Si X et Y sont deux ensembles appartenant & U , 1l'ensemble F des gpplica-
tions £ de X dans Y appartient & U . En effet, toute application f de X

dans Y étant représentée par son graphe, E est une partiede X x Y .

3i X est un ensemble appartenant & un univers U , alors Card X < Card U 3 en

effet, puisqu'il n'existe pas de y e X tel que y = X, l'application injective
x€ X —» xe€ U n'est pas surjective.

by

Par suite, un univers n'appartient pas & lui-méme.

Enfin, il convient d'adjoindre aux axiomes de la théorie des ensembles, l'axiome
) J s

suivant

(Axiome de Tarski) Tout ensemble appartient & un univers au moins.

Dans toute la suite, les catégories seront relatives & un certain univers. Pré-
cisément, les objets d'une catdgorie C seront les éléments d'un ensemble, noté
Ob(C) , appartenant & un univers U . Si X et Y e Ob(C) , 1'ensemble Hom, (X , ¥)
appartiendra & U . On notera FL(C) 1la somme des ensembles HomG(X , ¥) o, i. e

1l'ensemble des morphismes ou des fléches de la catégorie C

Lorsqu'on se restreint aux U-catégories, la catégorie des ensembles a pbur ob-
jets les ensembles de U . Puisqu'un univers n'appartient pas & lui-méme, 1'ensem-
ble des ensembles de U , étant une réunion d'ensembles indexés par U , n'appar-
tient pas & U , mais il appartient & tout univers ¥ tel que U appartienne &
¥ o Par suite, la catégorie des ensembles est une VY-catégorie. De méme sont des
¥Y-catégories toutes celles des exemples 1.1.2, ol les ensembles sous-jacents des
objets appartiemnent & un univers U .

Dans la suite, nous n'introduirons pas explicitement les univers. Chaque fois
qu'on considérera simultanément plusieurs catégories, on pourra les supposer rela-
tives & un m@me univers ; il suffit, pour cela, de remarquer que si U et ¥
sont deux univers tels que U appartiemne & V , alors toute U-catégorie est une

Y-cat égo rie.
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Entre les objets d'une catégorie C et les morphismes identités, il existe une
application bijective permettant d'éliminer la notion d'objets de la définition

des catégories.

l.1.4., Définition. - Une catégorie C est un ensemble d'éléments, appelés mor-

phismes, muni d'une loi de composition non partout définie, Un morphisme u est

une identité de C si uf = f dés que uf est défini, et gu =g dés que gu

est défini. Les axiomes sont les suivants :

1°© 8i dans € l'une des expressions (fg)h ou f(gh) est définie, 1l'autre

1l'est, et elles sont égales. On notera alors fgh ce produit.
2% 5i les produits fg et gh sont définis, alors fgh 1'est aussi.

3° Pour chaque morphisme f , il existe deux identités u% et u% telles que
up £ et full sont définies.

Pour f domné, il y a, d'aprés l'axiome 1°, unicité du morphisme identité 2

droite (resp. & gauche) qui lui est associé par 1'axiome 3°.

I1 est facile de vérifier 1'équivalence des deux définitions l.l.l1 et 1.1.4.
Pour passer de 1.1.1 & 1.1.4, on associe & chaque objet A son morphisme identité
1, - Pour passer de 1.1.4 & l.l.1, on congidére 1'ensemble des morphismes identi-
tés comme 1l'ensemble des objets d'une catégorie. A chaque couple u' , u" d'iden~
tités, on associe l'ensemble des morphismes f qui vérifient : u% =u' et
u% =u" . Enfin, on utilise la proposition suivante, dont la démonstration ne pré-

sente pas de difficultés :

PROPOSITION. - Le produit fg est défini si et seulement si le morphisme iden-

tité & gauche de f coIncide avec le morphisme identité 3 droite de g .

1.2. Quelques types de morphismes.

Définition. - Etant donnde une catégorie C , un morphisme f: X —» Y de C

est dit inversible & gauche (resp. & droite) s'il existe un morphisme gs: Y = X
(resp. h: Y —» X ) tel que gf = 1y (resp. fh = ly )« Un morphisme f est
dit inversible, s'il est inversible & droite et & gauche ; on dit aussi que f

est un isomorphisme ou que f est une éguivalence.

Si le morphisme f: X —» Y est inversible, il existe, d'aprés l'associati-
vité de la loi de composition de F1(C) , un morphisme unique k: Y — X tel

que kf =1, et fk= ly « Le morphisme k est appelé 1'inverse de £ .
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Deux objets de C sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme de l'un vers

1'autre. L'isomorphisme est une relation d'équivalence dans C .

Une catégorie dans laquelle chaque morphisme est inversible est un groupolde (de

Brandt). Un groupoide avec un seul objet est un groupe.

le2ele Définition. - Soient C une catégorie, et £ : A —» B un morphisme

de C . On dit que f est un monomorphisme ou que f est injectif, si lorsque

fg = fg' , ol g et g' sont deux morphismes de C dont le but est A , alors

g =g' +.0ndit que f est surjectif ou que f est un épimorphisme, si lorsque

hf =h'f, ob h et h' sont deux morphismes de C dont la source est B ,alors

h="h'.On dit que f est bijectif s'il est & la fols injectif et surjectif.

Tout isomorphisme est bijectif ; la réciproque est en général inexecte. Par
exemple, dans la catégorie des espaces topologiques, on sait qu'une fonction con-

tinue biunivoque et surjective n'est pas un isomorphisme (i. e. un homéomorphisme) «

13+ Construction sur les catégories.

1.3.1. Définition. - Etant donnde une catégorie C , on appelle catégorie duale

de C, et 1'on note GO’ la catégorie suivante :
1° Les objets de c° sont les objets de C ;

2° Les morphismes ©°: B — 4 de C° sont en correspondance biunivoque
avec les morphismes de £ : A -— B de C , et ils sont obtenus en renversant

les fléches ;

3° Le composé f° g° = (gf)® est défini dans € si et seulement si gf est

défini dans C .

Par suite, un morphisme 2 de ® estun monomorphisme si et seulement si f
est un épimorphisme. De fagon générele, toute définition ou toute propriété des
catégories donne, par application & la catégorie duale, une définition ou une pro-
priété duale.

Remarquons que la catégorie biduale c®° est 1la catégorie C .

P . 2 o O 3 Id . 2
La définition de €  montre que les morphismes d'une catégorie ne sont pas né-

cessairement des applications au sens de la théorie des ensembles.

1.3.2. Définition. - Soit (Ci)ieI

univers U , indexée par un élément I de U . On appelle catégorie produit des

une famille de catégories,relatives 4 un néme
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catégories C; , et on note [ C; » la catégorie définie de la meniére suivente:
iel
1° L'ensemble des objets est 1'ensemble [l Ob(Ci) 3
iel
20 3i (Xi)iEI et (¥;); g sont deux objets du produit, un morphisme du pre-

mier vers le second est une famille (fi) de morphismes fi : Xi - Yi

iel
dans Ci.

3° La loi de composition des morphismes est définie de la maniére suivante : si
(v

— (%) et (g) Vier = (33)

(£3)ie1 2 (X ier ieI ser ¢ VY3 il5e1
alors
(g)ser © (£)3e7 = (85 0 Tylyeg -

1.3¢3. Définition. - Etant donnée une catégorie C , une sous-catégorie C' de

C est une catégorie qui vérifie les conditions suivantes :
1° Tout objet de C' est un objet de C ;

20 8i (X, Y) est un couple d'objets de €' , Homc,(X , ¥) est un sous-
ensemble de Home(X , 1) s

3° La loi de composition des morphismes de C' est la loi induite par celle de
€3

4° Le morphisme identité, dans C , d'un objet de C' est un morphisme de C .

Par exemple, la catégorie Ab est une sous-catégorie de Eng .

1.3.4. Définition. - Une sous-catégorie €' d'une catégorie C est dite pleine
sic
1° Pour tout couple (X, Y) d'objets de C!', on a
Homc,(X , ¥) = Home(X , 1) .
2° Si X est un objet de C' , tout objet Y de €, isomorphe & X , est un
objet de ¢C' .
Par exemple, la catégorie Ab est une sous-catégorie pleine de Gr .

Soient C wune catégorie, et A wun objet de € . Considérons la catégorie (3/Am
dont les objets sont les monomorphismes de C ayant A pour but, et dans la-
quelle un morphisme o ¢ k = k', ot k: K — A et k': XK' - A, est

un morphisme o 3 K - K' de ¢ tel que k = k'o .
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1.3.5. Définition. - Un sous-objet de A est une classe d'équivalence des ob=-

jets de la catégorie G/Am .

Ainsi, un sous-objet de A est le couple formé d'un objet B de C muni d'un

monomorphisme u: B -3 A appelé injection canonique de B dans A . Par abus

de langage, on désigne un sous-objet d'un objet A de C par l'objet B de C
correspondant. L'ensemble des sous-objets de A est muni de fagon évidente d'une

relation d'ordre que nous noterons < .

Un procédé dual du précédent permet de définir les objets quotients d'un objet

d'une catégorie.

2. Foncteurs.

2.1. Définition des foncteurs.

2.1.1. Définition. - Soient C et C' deux catégories. Un foncteur covariant

F de C dans C' est constitué par la domnée :

1° d'une application, notée F , de Ob(C) dans Ob(C') ;

2° pour tout couple d'objets X , Y de C et tout morphisme f: X -— Y,
d'un morphisme F(f) : F(X) — F(Y) ;
de telle sorte que :

(Fl) Si X e O0b(C) , on ait F(lX) = 1F(X) .

(F,) 81 X, Y et 2 €0b(C) et si X Ly v 85 7 dans ¢, alors
F(g) F(f) = F(gf) .

2.1 2. Exeggles.

1° En associant & tout groupe abélien son ensemble sous-jacent, on obtient un

foncteur covariant de Ab dans Ens appelé foncteur "ensemble sous-jacent!.

20 Soit ® une sous-catégorie d'une catégorie C . Le foncteur F , défini par
F(M) =¥ si Me Ob(C) , et F(f) =f si fe FL(C) , est appelé foncteur cano-

nigue de ® dans C . En particulier, on note 1C le foncteur identique de C ,

i. e. le foncteur canonique de C dans C .

3° On obtient un foncteur covariant de Gr dans Ab en faisant correspondre &
chaque groupe G , le groupe G/G' , o G' est le sous-groupe des commutateurs
de G .
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4° Soit TF(S) 1le groupe libre engendré par un ensemble S . Chaque application
f: S =3 S' peut &tre étendue en un unique homomorphisme de groupes
F(f) + F(S) -» F(S') . On obtient ainsi un foncteur covariant de Eng dans Gr .

50 On obtient un foncteur covariant, en associant & chaque groupe de Lie son al-

gébre de Lie.

2.1.3. Définition. - Soient C et C' deux catégories. Un foncteur contrava-

riant de C dans C' est un foncteur covariant de la catégorie & dens G! .

Dans la suite, sauf mention du contraire, tous les foncteurs considérés seront

covariants.

2.1.4., Définition. - Soient Cl s Cys voey Cn et C des catégories. Un mul-

tifoncteur de C; , ... , G, dans C, covariant en Ci 6’12 y ses o Gis (s<n)

1
# € dms ¢, ou T =C,
i=1 1 1 +

< s s . — 0 . s /s X
si i=d; , 0o, i, et G =0C; si 1 Fils ey i .

et contravariant en Cj (; £ ik), est un foncteur de

2.2. Quelques types de foncteurs.

2.2.1. Définition. - Soient ¢ et ® deux catégories. Un foncteur F: C — @
est dit constant s'il existe B e Ob(®) tel que :

1° Quel que soit X e Ob(C) , on ait FX =B .

2° Quel que soit u e F1(C) , on ait Fu =1; .

2.2.2. Définition. - Un foncteur F d'une catégorie C dans une catégorie C'
est dit fiddle (resp. pleinement fidéle) si, pour tout couple (X , Y) d'objets
de C , l'application de HomC(X , Y) dans Home,(FX , FY) , définie par F , est
injective (resp. bijective).

2243, Exemgles.

1° 8i G' est une sous-catégorie de C , le foncteur canonique de C' dans C
est fidele.

20 Si @' est une sous-catégorie pleine de C , le foncteur canonique de C!
deans C est pleinement fidele.

3° Les foncteurs "ensembles sous-jacents" sont fidéles, mais non pleinement fi-

deles.
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2.2.4, Définition. = Un foncteur F d'une catégorie C dans une catégorie C!

est dit génériquement surjectif si, pour tout objet Y' de C' , il existe au

moins un objet X de G tel que F(X) et Y¥' soient isomorphes.

2.2.5. Exemple. - Soient K wun corps, et YEEEK la catégorie des K-espaces
vectoriels. Si X est un ensemble, soit V(X) 1'espace vectoriel sur K de base
X . Toute application f: X -3 Y induit une application K-linéaire
V(f) + V(X) -> V(Y) . On obtient ainsi un foncteur V: Ens —» Vect, aqui

est génériquement surjectif.

2.2.6. Définition. - Soient C wune catégorie, et X un objet de C . On note
Hom(X , o) [resp. Hom(. , X) ] le foncteur covariant [resp. contravariant] de ©C

dans Ens défini de la maniére suivante :

1° A chaque objet Y de €, il fait correspondre 1l'ensemble Hom(X , Y)
[resp. Hom(Y , X) 7.

2% A chaque morphisme f: Y —» Y' de C, il fait correspondre 1l'applica-
tion u -» fu [resp. u —» uf ] de Hom(X, Y) dans Hom(X , Y') [resp. de
Hom(Y' , X) dans Hom(Y , X) J.

On note Hom(. , .) 1le bifoncteur de € dans Ens qui, & chaque couple X, Y
d'objets de C associe l'ensemble Hom(X , Y) , et & chaque couple de morphismes
f¢@ X* —3 X et g Y — ¥Y' fait correspondre l'application u => youof
de Hom(X , Y) dans Hom(X' , Y') .

2.3. Catégorie des foncteurs.

2.3.1, Définition. - Etant domnés deux foncteurs (covariants) F et G d'une

catégorie C dans une catégorie C' , un morphisme fonctoriel u de F wvers G

est constitué par la domnée, pour tout objet X de C , d'un morphisme
u(X) : PF(X) — G(X) dans C' , de telle sorte que la condition suivante soit
réalisée 3

Pour tout morphisme f : X — Y de C, le diagramme suivant est commtatif:

rir) X5 o
F(g) i lG(f)
F(Y) —-——- > G(Y)
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On définit de fagon duale un morphisme fonctoriel entre deux foncteurs contrava-
riants. I1 suffit de renverser le sens des fléches verticales du diagremme précé-
dent.

2.3+2. Définition. - Etant données deux catégories C et C' , on définit la

catégorie Hom(C , C') des foncteurs covariants de C dans C' comme étant celle

dont les objets sont les foncteurs covarients de ¢ dans C' et dont les morphis-
mes sont les morphismes fonctoriels. Si F est un foncteur ¢ C g C' , le mor-
phisme 1lp: F —>» F est défini par 1F(X) = 1F(X) quel que soit X e Ob(C) .
Les morphismes se composent de la maniére suivante : si ¢ : F —> G et
Y8 G -=>» H sont deux morphismes fonctoriels, le composé ¢ o ¢ est donné par
la formule : (@ o @) (X) = y(X) o(X) .

Alors, {§ o ¢ est un morphisme fonctoriel, et les axiomes des catégories sont
vérifiés.

La catégorie des foncteurs contravariants de C dans C' est la catégorie des

foncteurs covarients de C° dans C' . On la note EQE(CO , C') .

Deux morphismes F et G sont isomorphes s'il existe un morphisme fonctoriel

inversible u de F wvers G .

2.3.3. PROPOSITION. - Pour qu'un morphisme u: F - G soit inversible, il

faut et il suffit que, pour tout objet X de C, u(X) soit un isomorphisme de
F(X) vers G(X) .

Démonstration. - La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante.

Soit, pour X € Ob(C) , v(X) 1'inverse de u(X) . On vérifie sans peine que v
est un morphisme fonctoriel de G vers F et que v est l'inverse de u dans

la catégorie Hom(C , C') .

3. Catégories des catégories.

3.l. Catégorie Cat [8].

3.1.1. Définition. - On note Cat 1la catégorie dont les objets sont les U-
catégories (catégories relatives & un méme univers U ), dont les morphismes sont

les foncteurs covariants, et dont la loi de composition est évidente.

Si C et C' sont deux catégories, on note Hom., , (C, C') 1'ensemble des

Cat

aase)

foncteurs covariants de € dans GC!' .
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Deux catégories isomorphes en tant qu'objets de Cat sont dites isomorphes.

Remarquons que les WU-catégories forment un ensemble qui n'appartient pas a U
mais qui appartient & tout univers ¥ tel que U appartienne & ¥ . Comme les
ensembles Homcat(e , C') appartiennent aussi & ¥ , la catégorie Cat est une

Y —catégorie. Pour les mémes raisons, la catégorie suivante est une Y-catégorie.

3.2. Catégorie Eiieq [8].

3.2.1. Définition. - On note Cat a la catégorie dont les objets sont les U-
catégories, dont les morphismes d'une catégorie C dans une catégorie C!' sont
les classes d'équivalence de foncteurs covariants de C dams C' , pour la rela-

tion d'isomorphisme dans Hom(C , C') .

Cette relation, étant compatible avec la loi de composition des foncteurs cova-
riants, on déduit de celle-ci, par passage au quotient, une loi de composition des

morphismes de Cat q° Les axiomes des catégories sont trivialement vérifiés.

Deux catégories isomorphes en tant qu'objets de Cat q sont dites équivalentes.

Donc, pour que deux catégories C et C' solent équivalentes, il faut et il
suffit qu'il existe un foncteur covariant F : C —> C!' et un foncteur cova-
riant G: C' - C de telle sorte que Go F soit isomorphe au foncteur iden-
tique 1 e de C et que F o G soit isomorphe au foncteur identique 1., de C'.

3.2.2. PROPOSITION. - Pour que deux catégories C et C' soient équivalentes,

il feut et il suffit qu'il existe un foncteur covariant F de C dans C' plei-

nement fideéle et génériquement surjectif.

C - C' et
16‘ et GoF

soit isomorphe & lC » Puisque F o G est isomorphe au foncteur identique de C',

Démonstration. - S1 ¢ et C' sont équivalentes, soient F

Q); oo

Gs: CG' —» C deux foncteurs tels que F o G soit isomorphe

le foncteur F est génériquement surjectif. Soient ¢ wun isomorphisme de 1C
vers Go F, et § un isomorphisme de 16' vers F o G . Si, pour deux morphis-
mes f: A —> B et g: A —> B de C, ona F(f) =F(g) , alors

Go F(f) =G o F(g) .

Puisque les diagrammes suivants sont commutatifs :

A -:2&%—)-} G o F(A) A -i(-él} G o F(A)
£ \'! \!,G o F(f) g‘!/ ¢ G ° Fle)
B =——3 G o F(B) B > G o F(B) ,

v (B) (B)
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ona (B) f=op(B) g.Dot f=g, et F estfidéle.
Soit g A' — B' un morphisme de (C' . Posons
h = ¢(B‘)"1 g y(A') ¢ A' — B' .

Alors, puisque le diegramme suivant est commutatif s

ar HAD S 5 g

11L ¢ F o G(h)
B! =w——> F o G(B') R

y(B")
ona (FoG)(h) =¢(B') h¢(a)™ =g, et F est pleinement fidsle.

Inversement, soit F: € —> C' un foncteur covariant pleinement fiddle, gé-
nériquement surjectif. Si X' € Ob(G') , on choisit un élément X , et un seul, de
Ob(C) tel que F(X) soit isomorphe & X! . Posons G(X') = X . D'autre part, soit
u(X) wun isomorphisme de F(X) vers X' . Alors, si f': X' =3 Y' est un
morphisme de C' , u(Y)-l £f' u(X) ¢ F(X) —> F(Y) est un morphisme de C' .
Puisque F est pleinement fidele, il existe un morphisme g: X > Y, et un
seul, de C tel que F(g) = w(m)t e u(X) . Posons G(f') = g . On vérifie aisé-
ment que G est un foncteur covariant de C' damns C, que F o G est isomorphe

a 1@' et que G o F est isomorphe a 16 .

4. Foncteurs représentables et foncteurs adjoints.

4.1. Objet initial. Objet final. Objet nul.

4.1.1, Définition. ~ Un objet 0, d'une catégorie C est dit initial si, pour
tout objet A de €, il existe un morphisme et un seul Ol —> A . Si O1 est

initial, le seul morphisme 0, —* 0, est 1'identité, et deux objets initiaux de

C sont équivalents.

Dualement, un objet O2 de C est dit final si, pour chaque objet A de C

il existe un morphisme et un seul : A4 —> O2 .

b

Un objet O de € est dit objet nul s'il est & la fois initial et final. On

identifiera, s'il en existe, les objets nuls & un seul et méme objet de C .

4.1.2. Exemgles.

1° Dans la catégorie Ens . 1'ensemble vide est initial ; chaque ensemble & un
élément est final.
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2° Dans la catégorie Gr , le groupe & un élément est objet nul.

4.2. Foncteurs représentables.

4,2.1. Définition. - Un foncteur F d'une catégorie C dans la catégorie Ens

est dit représentable s'il existe unh objet X de C +tel que F soit isomorphe

au foncteur Hom(X , .) . Un tel objet X est appelé un représentant de F . Si

& est un isomorphisme de F vers Hom(X , .) , le couple (X , &) est appelé

une reprégsentation de F .

4.2.2, Exemple. - Soit N : Gr -» Ens le foncteur "ensemble sous-jacent". Le
foncteur N est représentable, le groupe des entiers Z en est un représentant.
Si G est un groupe, l'application ¢(G) , qui & fe HomGr(g_ , G) fait corres-
pondre f£(1) € N(G) , est bijective, et ¢ est un isomorphisme fonctoriel de
HomGr(E , .) vers W .

o

4,2.3. Définition. - Soient C une catégorie, et F: C — Ens un foncteur.

On appelle catégorie des objets F-pointés de C , la catégorie Cp dont les ob-
jets sont les couples (A, x) oi & e Ob(C) et o x e F(A) . Un morphisme
f: (A,x) = B,y de Cpe ©St un morphisme f: A —» B de C tel

que F(f)x =y . On appelle point universel du foncteur F , un objet (X , u) de

la catégorie Cpe qui est initial dans cette catégorie.

! ¢
4,244, THEOREME. - Soit F : C > Ens un foncteur. Il existe une correspon-

dance bijective entre les représentations (X , §) et les points universels
(X, un) de F domnnés par les formules :

u = (&X) (1X) ; (34)h = (Fh)u pour tout h: X — A .

Preuve. - Soit (X , &) une représentation de F . Puisque & est un isomor-
phisme fonctoriel, le diagramme :

3 (X)

Hom(X' s X) === F(X)
Hom(X , .)hl lF(h)
Hom(X , A) w——a TF(4)
- a(4)

est commutatif pour chaque h: X — A . Posons u = (@X)(lX) . D'aprés la com=-
mitativité du diagramme précédent, on a :

(24) (h) = (Fh)u .
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Puisque &(A) est inversible, tout élément de T(4) s'éerit, d'une fagon unique,

sous le forme F(h)u ; done, (X, u) est un point universel pour F .

Inversement, soit (X , u) un point universel pour F . Définissons ¢ par la

formule ¢
(¢4)h = (Fh)u .

Puisque (X , u) est un point universel, &(4) : Hom(X , A) — F(4) est une
bijection. Par définition, ¢ est un morphisme fonctoriel. Donc, (X , &) est

une représentation de F .

Puisque deux objets initiaux d'une catégorie sont équivalents, on a :

4,2.5., COROLLAIRE. - Deux représentants d'un foncteur F : C +> Ens sont
équivalents.

4.3. Foncteurs adjoints.

Soient O et ® deux catégories, et T s @ —> B, S: 6 » O, deux

foncteurs.

4.3.1, Définition. - On dit que S est un foncteur adjoint & T s'il existe un

isomorphisme fonctoriel du foncteur Homg (. , S.) vers le foncteur Homg(T. , o)
ol Homa(. , S.) et HomB(T. , «) sont les foncteurs de @° x 8 dans Ens dé-

finis de la meni2re suivante 3

Homa(. , Se) : (A, B) — Homa(A , SB)

Hom(B(T. , +) ¢+ (4, B) —> Homg(TA , B) .

4.3.2. Exemple. - Soit Y un objet fixé de la catégorie Ens , et soient S et

T 1les foncteurs : Ens -+ Ens définis par
S(X) = Hom(Y , X)
T™Z) =Zx ¥ (produit cartésien) .

Alors pour chaque couple d'ensembles (Z , X) , on définit un isomorphisme :

4(2 , X) 3 Hom(T(Z) , X) -—> Hom(Z , S(X)) en associant & une fonction

h: ZxY - X, la fonction ¢(Z s X) h définie dans Z et dont les valeurs
sont des fonctions définies dans X . Alors { est un isomorphisme fonctoriel, et

S est adjoint & T .

En conservant les notations précédentes, on a la proposition suivante :
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4,3.3. PROPOSITION. - Si T est un foncteur d'une catégorie @ dans une caté-

gorie ® , les conditions suivantes sont équivalentes :

Q-
3
ve

(i) Il existe un foncteur de B dans @ , adjoint &

(i1) Pour tout objet B de B , le foncteur :

Homg (T. B) : A > Homy(TA , B)

de @ dans Ens est représentable.

Démonstration. - (i) => (ii). Soient S un foncteur adjoint & T , et B wun

objet de ® . Les foncteurs Homg(T. , B) et Homg(. , SB) sont, alors, isomor-
phes. Donc, Homg(T. , B) est représentable.

(i1) => (i). On choisit, pour chaque objet B de B , un représentant, que

1l'on note SB , du foncteur :
A pem Homas(TA , B) ,
et un isomorphisme fonctoriel :
o(B) : Homa(. , SB) = Hom(B(T. , B) .
S5i f: B -—> B! est un morphisme de la catégorie B , il existe alors un et un
seul morphisme Sf : SB -> SB' rendant commutatif le diagramme suivant :
Homa(. , SB) L(B—)9 Ho%(T. , B)
Homa(. , Sf)l lHom(B(T. , )

Homa(. , SB')  e————p Homua(T. , BY) .
o(B")
Le foncteur S ¢ B #» A ainsi défini est un foncteur adjoint & T . En effet,
il résulte de l'existence de 1l'isomorphisme fonctoriel cp(B) que, pour tout objet
(4 , B) de la catégorie o° i 8 , les ensembles Homa(A , SB) et Hom(B(TA , B)
sont isomorphes, et, pour deux morphismes f: B —» B' ,dans B, et gt A' — 4,

dans d , les diagrammes suivants sont commutatifs :

Homg (4 , SB) 2(B) A Homg (T4 , B)

Homa(A , Sf) L Homy(T4 , f)
Honh(A , SB') M Hon}B(TA , B")
Homy(g , SB’)* Homg(Tg , B')

Hom, (A' , SB') emmew——=p Hom_ (TA' , B')
"o o(B').Ar B 7
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4.3.4. COROLLAIRE.
18 S et S' sont deux foncteurs adjoints & T , il existe un isomorphisme

fonctoriel de S wvers S!' .

2° Si un foncteur S est adjoint & deux foncteurs T et T' , il existe un

isomorphisme fonctoriel de T wvers T' .

Démonstration. - La premiére partie résulte de la proposition 4.3.3 et de la

construction d'un foncteur adjoint & T . La seconde se déduit de la premiére ; en
effet, si S¢ B F>q est adjoint @ T: & »» B, alors le foncteur
7 ¢ @° b 6°, déduit de T , est adjoint a s° : 8° w»> @° .

4.3.5. Exemple. - Soit S 1le foncteur canonique de Ab dans Gr . Soit T 1le
foncteur : Gr w»3 Ab qui & chaque groupe G fait correspondre le groupe abé-
lien G/G! , ou G' est le groupe des commutateurs de G . Puisque chaque homo-
morphisme de G dans un groupe sbélien A se factorise avec unicité & travers
1'homomorphisme canonique G —» G/G' , les ensembles : HomAb(TG , A) et
HomGr(G , SA) sont isomorphes, et S est un foncteur adjoint a T .

o

Soient & et ® deux catégories, T: d —> B et S: B —>» & deux fonc-
teurs. Soit :
P e Homa(. , S.) — Hom(B(T. , o)

un morphisme fonctoriel que 1l'on ne suppose pas, pour l'instant, 8tre un isomor-

phisme. Alors, pour tout objet B de @8,

¢(B) = ¢(SB , B)(1gg) = TSB —> B
est un morphisme de ® . Symétriquement, si

§ = Homp(T., .) —> Homg(. , S.)
est un morphisme fonctoriel, pour tout objet A de o,

v(a) = y(&, TA)(1gy) = A —> STA
est un morphisme de a .

On a le lemme suivant et son dual.

4.3.64 IEMME. - Les morphismes ¢(B) définissent un morphisme fonctoriel &

du foncteur TS vers le foncteur identique de ® . L'application @ => %, de

1l'ensemble des morphismes fonctoriels de Homa

l'ensemble des morphismes fonctoriels de TS vers 1 8 ° est bijective.

(« , S.) wvers Hom(B(T. , o) , dans
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4.,3.7. LEMME. - Les morphismes v(A) définissent un morphisme fonctoriel V¥ _@y_

foncteur identique de @ wvers le foncteur ST . L'application ¢ —= ¥ , de

1'ensemble des morphismes fonctoriels de Homg(T. , .) yers Homg(. , S.) , dams

1'ensemble des morphismes fonctoriels de 1 g Yers ST , est bijective.

Démonstration du lemme 4.3.6. - Soit f : B =>» B' un morphisme de la catégo-

rie B o Alors, les diagrammes suivants, I et II, sont commutatifs.

Homg (SB , 3B) 2B, By Hong (153 , B)

I Homg (SB , S) Homg (TSB , f)
M SB , B')
Homa(SE,;, SB') M-)Homﬁ(TSB , B')
11 Homg(SE , SB') | T Hom ((TS£ , B')
Hom, (SB' , SB') em—————> Hom (TSB' , B') .
" o(sB' , B') °©

La commutativité du diagramme I entraine
fo Qp(SB , B) (ISB) = QP(SB s B')(sf) .

Comme on a Homa(Sf , 3B")(lan,) = Sf, la commutativité du diagramme II entraine

SB!
£ o ¢(SB, B)(lqy) = @(SB' , B')(1g,) o TS

c'est-3~dire que
3(B') o TSf = £ o 3(B) ,

et le diasgramme suivant est commutatif :

rsg 2B)) g

o |

TSB! a=—— B! .
3(B")
Par conséquent, les &(B) définissent un morphisme fonctoriel & : TS > 1ot »
et l'application ¢ -3 & est injective. Réciproquement, soit & : TS 1(5
un morphisme fonctoriel. Si f : A —>» SB est un morphisme de U , soit g 1le
composé des morphismes suivants dé B

o I, s 2B, 3

On pose g = @(f) . On définit ainsi, pour tout élément (A , B) de & 1 8, une
application
ot , B) : Homa(A , SB) —» Hom(B(TA , B) .
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Pour prouver que o ¢ Homa(. , Se) > Hom(B(Tn , +) est un morphisme fonctoriel,
il suffit de vérifier que, si f: A' —> A et hs B -—> B', le diagramme

suivant est commutatif :

Homg (A , SB) G Homy (T4 , B)
Homg (£ , Sh) | Homg (If , h)
Homg (A' , SB') wemem————> Hom,(TA' , B') .
M\ s o, B ®

Si ge Homa(A , SB) , on a

HomB(Tf , h) o, B)(g) =h o 8(B) o Tg o Tf
et
(A , B) Homa(f , Sh)(g) = 3(B') o TSho Tgo Tf .

De la commtativité du diagramme suivant :

s 2Bl 3

TShl lh

TSB! em———s B'
8(B')

résulte alors que
Homg (Tf , h) ¢(4 , B)g = (&' , B') Homg(f , Sh)g ,
et 1'application ¢ -3> & est bijective.

Les notations étant les mémes que précédemment, les propositions suivantes,
duales l'une de 1l'autre, donnent une condition nécessaire et suffisante, pour que

le foncteur S soit adjoint au foncteur T .

4.3.8. PROPOSITION. - Pour que le morphisme fonctoriel composé ¢ o ¢ soit le

morphisme identiqﬁe du foncteur Homa(. , S.) , il faut et il suffit que le mor-

phisme composé

s L85 srs 2 s

soit le morphisme identique du foncteur S .

4.3.9, PROPOSITION. - Pour que le morphisme fonctoriel composé ¢ o § soit le

morphisme identique du foncteur HomB(T. , o) , il faut et il suffit que le mor-

phisme composé T 2&9- TST Eﬂ;, T' soit le morphisme identique du foncteur T .
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Démonstration de la proposition 4.3.8. - Soit f: A —» SB un morphisme de
& . D'aprés le lemme 4.3.6, o(f) est le morphisme de 6, composé des morphismes

7 iy T s 3 .

D'aprés le lemme 4.3.5, {o(f) est le morphisme de ¢ composé des morphismes

g XA o W) g

clest-d-dire que ¢ o o(f) est le composé de

v(A) STf S§B

(%) A 225 STA ———> O5TSB SB .

Si l'on a v@(f) = f pour tout morphisme f de g , alors, en particulier,
¢¢(ISB) = 1lgy + D'ol, le composé

S¢B

Y(SB) . arsg SEB, B

SB

est 1'identité de SB , et S§ o ¢S = 15 . Inversement, si Sgo ¢S=14, on s,

en utilisant la commutativité du diagramme suivant :

g A an
£ i lSTf
SB e——p STSB
¥SB

1'égalité £ = S8B o STf o (&) . Donc, le composé des morphismes de la suite (¥)
est l'identité.

5. Limites projectives et limites inductives

dans les catégories.

5.1+ Définitions des limites projectives et injectives.

Soient I et € deux 4U-catégories, ou U est un univers, et F wun foncteur
de I dans C.

5.,l.1. Définition. - Soit x € Ob(C) . On appelle systéme projectif de source x,

la domnée, pour chaque i € Ob(I) , d'une fléche o, 3 x —> F(i) , de tellesorte

que si ws: i - j est un morphisme de I, le diagramme suivant soit commutatif
27
F(i) —————> F(j) .
w

F(w)
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Si l'on désigne par X le foucteur constant I -3~ C, défini par x , l'en-

semble (ai)ieOb(I) définit un morphisme fonctoriel de X vers F .

5.1.2. Définition. - On dit que le foncteur F : I -—» C admet une limite

projective si les conditions suivantes sont réalisées :

(2) 1I1 existe X, € O0b(C) et un systéme projectif de source x, 3 soit (gi)

un tel systéme.

(b) Pour tout systdme projectif de source x € Ob(C) , il existe un morphisme
unique o ¢ x —> X tel que, quel que soit i e Ob(I) , le diagramme suivant
soit commutatif :

o
X

.-? o

F(1) .

(Xb , (gi)ieOb(I)) est appelé une limite projective du foncteur F , et est notée
l%g F.

Cette définition équivaut & dire que T admet une limite projective si le fonc-
teur x +» Hom(X , F) de C dans Ens est représentable, et un représentant
de ce dernier foncteur est une limite projective de F . Par suite, deux limites

projectives de F sont isomorphes.

La notion de limite inductive d'un foncteur F de I dans € est duale de la

précédente. I1 suffit donc de renverser les fléches dans les précédentes défini-

tions.

542+ Produits et sommes directs.

5.2.1. Définition. - Soit (Xi)iEI une famille d'éléments d'une catégorie C
indexée par un ensemble I . Considérons I comme une catégorie discréte (i. e.
une catégorie dans laquelle les seuls morphismes sont les morphismes identiques).
Si elle existe, la limite projective du foncteur F : I — C, défini par
F(i) = X; , est appelée le produit direct des objets X, , et est notée I X5 .

iel
Si elle existe, la limite inductive du foncteur F est appelée la somme directe
des objets X, , et est notée X .
iel
On dit qu'une catégorie C est une catégorie avec produits (resp. sommes) si

le produit (resp. la somme) de deux objets de C existe toujours. On dit que
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C est une catégorie avec produits infinis (resp. sommes infinies) si le produit

(resp. la somme) d'une famille non vide d'objets de C , indexée par un ensemble

de 1l'univers relatif & C , existe toujours.

5.3+ Conditions d'existence des limites.

5.3e.l. Définition. - Soit I 1la catégorie formée de deux objets 1 et j et
de deux morphismes non identiques o ¢ i - j, p ¢ 1 = j . S0it F un

foncteur de I dans C . Posons
Fi) =X, F@)=Y, Fla)=f, F{E)=g .

Si elle existe, la limite projective du foncteur F s'appelle le noysu de la dou-

ble fléche (f , g) ; si elle existe, la limite inductive du foncteur F s'appelle

le conoyau de la double fléche (f , g) .

Par conséquent, le noyau de (f , g) est une fléche y X -+ X telle que
fow=geow et telle que, pour toute fléche k : Z -> X vérifiant fk =gk,
il existe une fléche unique h: 2 —» X telle que k=weoh:

f

Xo—-QX:;Y

foa

Le conoyzu de (f , g) est une fléche i : Y — Y telle que Af =g et

L

telle que, pour toute fleche k ¢ Y —» Z vérifiant kf = kg , il existe une
fléche unique h : ¥, —> 2 telle que hh =k:

A
'-—é Yo
lh
7

Par exemple, dans la catégorie des ensembles, le noyau d'une double fléche

f
-——’
X g;Y

w

£
X ""g Y est 1'injection canonique w @ XO —> X de la partie Xo de X
g

formée des éléments x € X tels que f(x) = g(x) .

53025 THEOREME. - Soit C une catégorie avec produits infinis et noyaux de

double fleche ; alors, tout foncteur admet une limite projective.
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Démonstration. - Joient I une catégorie, et F wun foncteur de I dans C .

Considérons les objets

p= Il F(i) et = N F(Bw
ie0b(I) weFL(1) 7

de ¢ (Rappelons que l'on désigne par B(w) et S(w) respectivement le but et
1a source d'une fldche o de I ). Nous désignerons par ay la projection cano-
nique de P sur le facteur F(i) . Nous allons définir deux fléches de P vers

Q , et nous montrerons que le noyau de cette double fléche est la limite projecti-
ve de F . Définir une fléche de P vers Q revient & définir une fléche de P
vers chacun des facteurs F(Q@) de Q . Soit donc f la fleche de P vers Q
qui provient des fléches

ozg(w): P — F(B(w)) 3

soit g 1la fldche de P vers Q qui provient des fléches
F(w) o % () * P — F(B(w))

Soit w: N -3 P lenoyau de (f, g) . Alors, N est la source du systeéme

projectif (ai ° a)iEOb(I) , puisque tous les diagrammes suivants sont commutatifss

o, o«
i
F(i) —— F(3) .
F(w)
S'il existe un systéme projectif (gi)iEOb(I) de source X € Ob(C) , alors, par
définition de P , il existe une fléche unique k : X -—> P telle que o; k=%,
pour tout i e Ob(I) . Done, fk = gk . Et, par définition de N , il existe une
fléche unique @, X —> N telle que Qe = k . D'ou (ozi a)ao =& pour

tout ie Ob(I) .

On établit dualement le théoréme suivent :

56334 THEOREME. - Soit C une catégorie avec sommes directes infinies et co-

noyaux de doubles fléches ; alors tout foncteur admet une limite inductive.

5.4. Limites dans la catégorie des ensembles.

Nous allons montrer que les limites projectives et inductives existent dans les
catégories d'ensembles. Pour les limites projectives, nous ferons un calcul direct.

Pour les limites inductives, nous utiliserons le théordme 5.3.3-
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Soient F wun foncteur de I dans Ens , et P = 1 . On notera My les
ie0b(I)
projections canoniques. Soit L 1la partie de P formée des systémes (ui)ieOb(I)
;= F(w) u; . Par construc-
tion, (L, (ﬂi)ieOb(I)) est un systéme projectif de source L . Soit :

tels que, pour toute fléche w: i - J , onait u

(x, (gi)ieOb(I)) un second systéme projectif de source X € Ob(Ens) . Si & cha-

T

que x e X on fait correspondre 1'élément X € L , défini par
%= {8} ieop)

il est clair gue 1l'on détermine un morphisme h : X — L tel que Ty h = €s
pour tout i e Ob(I) , et qui est unique. Par suite, (L, (ni)ieOb(I)) est une

limite projective de F .

La catégorie Ens étant une catégorie avec sommes infinies, pour prouver l'exis-

tence de 1lim F , il suffit de prouver 1l'existence de conoyaux de doubles fleéches.
£

Soit A ™ B une double fléche. Dans la réunion ensembliste S =A © B, con-
y rps o s

sidérons la relation binaire R , définie par :

xRy, Xx,yeS == llune des conditions (I) , (II) , (III) suivantes est
réalisée :

(I) x et y €A ou x et y €eB, et x=y;

(I1) xehA, yeB, et y=7£f(x) ou y=gx ;

(III) xeB, yeh,et x=1f(y) ou y=gx .

La relation R est symétrique et réflexive. Prenons sa fermeture transitive R .
Alors, R est une relation d'équivalence dans S . Rappelons que R est définie

par :

xRy @& il existe un entier n > 0O et des éléments X, s Xy 5 eee , X, de S

tels que X=X, X, =7, et X R X1 Ppour k=0,1, eee ,n+1.

Alors, l'ensemble S/ﬁ' est le conoyau de la double fléeche ; l'application :
B — S/R étant obtenue en composant l'injection canonique B —»> S et 1'épi-
morphisme S —> S/R .

5.5+ Sommes amalgamées et produits fibrés.

5.5.1+ Définition. - Soit I 1la catégorie & trois objets i, j et k , dont les

morphismes non identiques sont les suivants :
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Soit F un foncteur de I dans C . Posons
X=F(j), Y=F{E), Z2=Fk), £=F(), et g=TF(E) .

Si elle existe, la limite projective de F est appelée le produit fibré de Y et

de Z au-dessus de X , et est notée Y xy B s

Par exemple, dans la catégorie des ensembles, le produit fibré Y Xy Z est la
partie du produit cartésien Y x Z formée des couples (y , z) tels que
£(y) = g(z) .

5.5.2« Définition. - Soit I 1la catégorie suivante :

J
oy
v

-—\B‘\‘k

Soit F un foncteur de I dans une catégorie C . Posons

X=F({1), Y=F(3), Z2=Fk), £=Fla), et g="F({) .

Si elle existe, la limite inductive P du foncteur F s'appelle la somme amalga-

mée (ou fibrée) de Y et Z au-dessous de X .

Par exemple, dans la catégorie des ensembles, la somme amalgamée de Y et Z
au-dessous de X s'obtient en identifiant dans la réunion ensembliste de Y et

Z , pour chaque élément x e X , les éléments f(x) et g(x) .

6. Catégories additives.

6.1. Définition et propriétés élémentaires des catégories pré-additives.

6.l.1. Définition. - Une catégorie C est dite pré-additive si elle vérifie les

trois axiomes suivants :

(Adl) Quels que soient A et B € Ob(C) , l'ensemble Homy(A , B) est muni

d'une structure de groupe abélien ;
(Adz) La catégorie C a un objet nul ;

(AdB) Les applications canoniques HomG(A s> B) x Homp(B , G) —> Homg(h , C)
sont bilinéaires ; i. e. on a :

f(gl + g2) = fg, + fg,

(g, +g)f =g f+g, f .
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La catégorie duale d'une catégorie pré-additive est pré-additive. Si C est une
catégorie pré-additive, 1'ensemble Home(A , A) est muni, pour tout objet A de

G, d'une structure d'anneau unitaire.
)

6.1.2. PROPOSITION. = Soit £: A — B un morphisme d'une catégorie pré-

additive C . Alors, f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seule-
ment si l'application Hom(X , A) -> Hom(X , B) (resp. Hom(B,X) —» Hom(4 , X) ),

déduite de f , est injective (resp. surjective) pour tout x e Ob(C) »

Démonstration. - Dire que f est un monomorphisme équivaut & dire que f est

simplifisble & gauche ; i. e. que 1l'application & —» fo § de Hom(X , A)
dans Hom(X , B) est injective.

6.1.3., Définition. - Soient C et C' deux catégories pré-additives, et T un
foncteur de C dans C' . Alors T sera dit additif s'il induit un homomorphisme
de groupe de HomC(A , B) dans Hom, (TA , TB) quels que soient A et B e Ob(C).

L'image par T de l'objet mul de C est l'objet nul de C' .

6.2. Produits et sommes directs finis dans les catégories pré-additives. Catégo-
rieg additives.

6.2.1. PROPOSITION. - Soient, dans une catégorie pré-additive C , les objets

A, A (1=1,2, ..., n) et les morphismes o; : A — A; (i=1,2, eee,n)e

Alors, A est produit direct des A; par les fléches o, si et seulement stil

existe des morphismes ¢, : A, —> A (i=1, +.o , n) tels que 3

10 ‘Pj°¢i=6i Ai’ i,j=1,2, ¢«.¢ ,n (6;?‘ étant le symbole de

Kronecker) ;

n
20 Z\'l;ioq)izlAr

1=
Les morphismes Vs sont alors uniques et ce sont des monomorphismes.

Démonstration. - La démonstration n'utilise que la structure de monoide abélien

des ensembles HomC(X , Y) . La condition est nécessaire ; en effet, les fléches

1A : Ai -—->~Ai

i
0: A -»Aj, AL

forment un systéme projectif de source A:.L « Il existe donc un morphisme
Yy Ai ->» A unique tel que :
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=1

Pi Vi T,
1
CPj‘b'i:O’ si J£1,

et ceci pour i=1,2, ... , n . Le morphisme i s étant inversible & gauche,

est un monomorphisme. Soit E = % by g 8 A = A . Quel que soit i=1,2,...,n,
i=1

on a

9; 8= P; b5 @5 =93 =930 Ly o

nMB

j=1

D'ou € = 1y . La condition est suffisante ; en effet, si X e Ob(C) , et si
i X = Ai , le morphisme g = {?1 ¥ 84 est tel que

n
S21 € = (Pi(j-z_-]_ ‘1’3 éj) = gi *

Cette factorisation est unique, car les égalités 9; § =85, i=1, eee y,n,

entratnent
n n

i§l¢i°‘95.°§=lA§= 2 Y38y -

n
Done, ¢ = 2 ' §i . Par suite, A est produit direct des Ai par les Py
i=1

On démontre dualement la proposition suivante :

6+2+2. PROPOSITION. - Soient, dans une catégorie pré-additive C , les objets
A,4 (1=1,2, ..., n) et les morphismes 43¢ A > A (1=1,2, ..., ).

i
Alors, A est somme directe des A; par les ¢y, s'il existe des morphismes

o; 2 A = A (1=1,2, ..., n) tels que:

10 cqu,i:@glA.,_ i,3=1,2, c.,n.
1

6.2.3. COROLLAIRE. - Soit C une catégorie pré-additive. Alors € est une ca-

tégorie avec produits directs finis si et seulement si c'est une catégorie avec

sommes directes finies.

6.2.4. Définition. - Une catégorie C est dite additive si elle est pré-additi-

ve, et si c'est une catégorie avec produits directs finis.
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I1 résulte de la proposition 6.2.1, le résultat suivant :

6.2.5. PROPOSITION. - Soient C et C' deux catégories pré-additives, et
T: C —> C' un foncteur (covariant) additif. Si A € Ob(C) est produit direct

des Ai par les morphismes Py 8 A — Ai , alors T(A) est produit direct des

T(Ai) par les morphismes T(cpi) .

On énoncera la proposition duale & 1l'aide de foncteur contravariant et de sommes

directes finies.

6.3. Noyau, conoyau, décomposition d'un morphisme dans une catégorie pré-additive.

6.3.1. Définition. - Soit £ : A —> B un morphisme d'une catégorie pré-

additive C . On appellera noyau de f tout conoyau de la double fléche A .ﬁ., B.
0
Done, un noyau g : A' —> A de f est un morphisme de C tel que fE =0
et tel que toute fléche € : X —» A, vérifiamt f€ = 0 , se factorise d'une
seule fagon & travers £ . Cette factorisation étant unique, tout noyau est un mo-
nomorphisme. Si f admet un noyau, il existe un sous-objet de A (cf. 1.3.5), et

un seul, qui soit noyau de f . On le note Ker f .

6.3.2. PROPOSITION. - Soit f : A -% B un morphisme d'une catégorie pré-
additive C . Alors, i1 : C —» A est noyau de f si et seulement si la suite

de groupes abéliens

0 --» Hom(X , C) ~=» Hom(X , &) L Hom(X , B) ,

induite par C -3'9 A -£> B est exacte pour tout objet X de C.

Démonstration. - L'exactitude en Hom(X , C) signifie que i est un monomor—

phisme, d'aprés 6.1.2. Ona Fi=0 si et seulement si fi =0 . La suite est
alors exacte en Hom(X , A) si et seulement si, quel que soit g: X —>» A tel
que fg =0, il existe h: X -> C pour lequel g = ih j un tel morphisme h

est unique puisque i est un monomorphisme.

Remarquons également :

6.3.3. PROPOSITICN. - Si un morphisme i est noyau d'un morphisme f : A -» B

dens une catégorie pré-additive C, ona : S(i) =0 si et seulement si f est

un monomorphisme.
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Démonstration. - Dire que S(i) = 0 équivaut & dire que Hom(X , s(i)) =0

pour tout X € Ob(C) , ou encore, d'aprés 6.3.2, que le suite de groupes abéliens:
0 —» Hom(X , A) —» Hom(X , B)
est exacte pour tout X € Ob(C) , i. e. que f est un monomorphisme.

On a les définitions et les propriétés duales suivantes :

6.3.4. Définition. - On appelle conoyau d'un morphisme f : A - B d'une ca-

£
tégorie pré-additive € , un conoyau de la double fléche A > B .
0
S'il existe un conoyau de f , alors il existe un objet quotient, et un seul, de

B qui soit conoyau de f . On le note Coker f .

6+.3¢5. PROPOSITION. - Soit € une catégorie pré-additive. Une fléche p est un
conoyau de f : A —» B si et seulement si la suite de groupes abéliens

0 —> Hom(D, X) -» Hom(B, X) -» Hom(a , X) ,

déduite de A —Lf» B 25 D, est exacte quel que soit X e Ob(C) .

6.3.6. PROPOSITION. - Soit p un comoyau de f: A —» B . Alors, B(p) =0

si et seulement si f est un épimorphisme.

6.3.7. Définition. - Soit £ : A <> B un morphisme d'une catégorie pré-
additive. S'ils existent, nous appellerons image de f le noyau du conoyau de £,

et co~image de f 1le conoyau du noyau de f . En notation, on a donc

Im f = Xer(Coker f) et Coim f = Coker(Ker f) .

6.3.8. THEOREME. - Si un morphisme f : A -3 B d'une catégorie pré-additive

C admet un noyau, un conoyau, une image et une co-image, alors f se décompose

avec unicité selon :

, .
A s coinr £ mre 5B,

ou g et j sont respectivement 1'épimorphisme et le monomorphisme canoniques.

Démonstration. - Soit i : Ker f — A . Puisque fi =0, f se factorise de

fagon unique & travers Coker i = Coim f . Soit

f
A 25 Coim f =d» B avec f_—_flq

cette factorisation. Soit p : B —> Coker f . Alors q étant un épimorphisme,



R7-30

1tégalité pf1 q =0 entraine pf, = 0 . Par suite, fl se factorise avec unici-

té 3 travers Ker(Coker f) =Im f ; 1. e. on a

Coim £ i Imf -l B avec jf' =1 .

6.349. THEOREME. - Si, dans une catégorie pré-additive C , le diagramme suivant

est commutatif :

f
UI [V
L e
A, . B,

2

et si fl et f2 admettent un noyau, un conoyau, une image et une co-image, il

existe un diagramme commutatif unique s

i aq £ J p
Ker fl —-l-> A --i» Coim fl -—1—> Im f1 —-l—> B1 —L3 Coker f1

S f Y A |

Ker f, - A, = Coim f, =mr> Im £, &> B, =—> Coker £, ,

2 dp £ Jo Py

ou e et ji (1 =1, 2) sont 1'épimorphisme et le monomorphisme canoniques re-

latifs & fi .

Démonstration. - Puisque f2 u:'Ll =V fl :'L1 = 0 , le morphisme ui1 se factorise

a travers 12 par un morphisme o unique tel que i2 o= u:i.l . On prouve duale-

ment 1l'existence et 1'unicité de p . En considérant les carrés extrémes, on dé-
duit 1l'existence et l'unicité de u et v . Enfin, le carré central est commta-

tif, car v o f]_:vojlofl'oql;i. e. puisque vjlzjzv,

v o fl=j2°vo f{oql .

Comme v © flzfzou,que f2ou:j20 féo qzou,etque Gy © W=p o q,
on a

Jpeve fleq =dyefieonea -

Mais q est un épimorphisme et j2 un monomorphisme. Donc, vf! = £} u o«
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7. Catégories abéliennes

7.1. Définition des catégories abéliennes.

7.l.1. Définition. - Une catégorie C est dite abélienne si elle est additive

et si elle satisfait aux axiomes suivants :
(Abl) Tout morphisme de C admet un noyau et un conoyau.

(Abz) Si f est un morphisme de C , le morphisme f' déduit de la décomposi-
tion canonique de f & travers Coim f et Im £ (cf. 6.3.8) est toujours un
isomorphisme.

La catdgorie duale d'une catégorie abélienne est abélienne.

Par exemple, la catégorie des modules & gauche sur un anneau A est abélienne.

Rappelons (cf. 1.3.5) que 1l'ensemble des sous-objets et l'ensemble des objets
quotients d'un objet d'une catégorie sont munis de relations d'ordre que nous no-

tons < .

7.1.2. IEME. - Soit, dans une catégorie abéliemme C , la suite des morphismess

A «25 B ~2» C .

On a alors les inégalités suivantes :

(7.1.2.1) Ker vu > Ker u .
(7.1.2.2) Coker vu > Coker v .
(7.1.2.3) Inmvu<Inv .

(7e1.2.4) Coim vu < Coim u .

Démonstration. - Soit i : Keru —» A 1le morphisme canonique. Ona wui =0 .

D'o (vu)i = 0O ; par suite, si i' : Ker vu =¥ A est le morphisme canonique,
alors i se factorise & travers i' 3 1. e. il existe k : Keru -» Ker vu
unique tel que 1 = i'k . Par suite, Ker u < Ker vu, et (7.1.2.1) est démontrée.
la méme démonstration faite dans C° prouve (7.1.2.2), Puisque i = i'k , il ré-
sulte de la démonstration de (7.1.2.2) que Coker i > Coker i' , i. e. que

Coim u > Coim vu . On prouve dualement que Imvu < Im v .

On a, en conservant les hypothéses et les notations de 7.1.2 :
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7.1+3. COROLLAIRE.

1© Si v est injectif, on a : Ker vu = Ker u et Coim vu = Coim u .

2° 31 u est surjectif, ona : Imvu = Im v et Coker vu = Coker v .

Démonstration. - Les deux parties du corollaire étant duales l'une de 1l'autre,

nous démontrerons la premiére. On a wvui' =0, ou i' : Ker vu -—» A . Puisque
v est injectif, ona wui' =0 . D'ol Ker vu < Ker u et, d'aprés (7.1.2.1),

Ker vu = Ker u . D'autre part,

Coim vu = Coker(Ker vu) = Coker(Ker u) = Coimu .

7.l.4., LEMME. - Soit, dans une catégorie abéliemme C , la suite des morphismes

A 25 B <5 C .

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1° vu=0 .
2° Imu<ZKerv .

3° (Coim v < Coker u .

Démonstration. - Les inégalités 2° et 3° sont duales l'une de 1l'autre, et vu=0

s'éerit uv = 0 dans € . Prouvons 1'équivalence 1° > 2° . Soit

, .
A-ﬁléCoimu ll—-)Imu-J—>B

la décomposition canonique de u . Puisque q est un épimorphisme et que u' est
un isomorphisme, on & ¢ vu =0 si et seulement si vj =0 . Puisque Jj est un

monomorphisme, on a: vj = 0 si et seulement si Imu < Ker v .

7.1.5. IEMME. - Dans une catégorie abéliemme C , soient A wun objet, A’ un
sous-objet de A, A" un objet quotient de A, et i: A' —> A, p: A — A"
les morphismes canoniques. On a alors @

(7.1.5.1) Imi=1 .

(7.1 5502) Coim P=p.

Démonstration. - Les deux égalités sont duales l'une de l'autre. Démontrons la
premiere. On a la décomposition de 1 :

. ,
£ Ly coimi s i s oa

ou i' est un isomorphisme, f wun épimorphisme, et j un monomorphisme. Puisque
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i est un monomorphisme, f est aussi un monomorphisme. C'est donc un isomorphis=-

me, et (Im i, j) définit le méme sous-objet de A que (A' , i) .

7.2. Treillis des sous-objets et treillis des objets quotients d'un objet d'une
categorie abélienne.

Le lemme 7.1.5 prouve que les relations i =z=Kerp et p = Coker i, ou i et
p sont respectivement sous-objet et objet-quotient de A , définissent deux cor-
respondances bijectives réciproques l'une de 1l'autre entre l'ensemble des objets
quotients et 1l'ensemble des sous-objets de A . D'aprés le lemme 7.1.2, ces cor-
respondances sont anti-isotones. Par exemple, si i1 H Ai - A, 12 H Aé -> A
~—> A2 tel

sont des sous-objets de A et si i1 < 12 , alors il existe k : A

que i, =i, k . Alors, d'aprés (7.1.2.2), Coker i, > Coker i, .

1
1

7.2.1. THEOREME. - Soit A un objet d'une catégorie abéliemne C . L'ensemble

ordomné des sous-objets i de A et l'ensemble ordonné des objets quotients p

de A sont anti-isomorphes par les relations : 1 =Kerp et p = Coker i . De

plus, ces deux ensembles sont des treillis.

Démonstration. - Seule reste & prouver la dernidre assertion. Soient i,: B, —» 4,

1

1, 2, deux sous-objets de 4 . Posons Py = Coker ij et Cj = E(pj) R

1]

J
j=1,2.851 C1 il 02 est le produit direct de Cl et 02 par les projections
canoniques s : Cl 16, — Cj y J=1,2, il existe un morphisme unique
q: A -» C NG, tel que My 4 = D (j =1, 2). Nous allons prouver que

i =Ker q est la borne inférieure de i, et 12 . Nous poserons alors :'L::i.1 Ai2 .

Puisque i =Kerg: B —» A, ona qi =0 ; d'ol 71, qi=031i. e. pj i=0
pour j =1, 2 . Par conséquent, i< i, (j =1, 2). Supposons que i': B' —» A
soit un sous-objet de A tel que 1i' < ij (j =1 ,2)sOnadonc p,i' =0 .
Puisque le systéme projectif 0 : B' —»> Cj (j =1, 2) se factorise, avec uni-
cité, & travers C, T C, , il ne peut se factoriser qu'a travers la fléche

0 B! — Cl Il 02 . Mais coome qi!' ¢ B!' — C1 I 02 est une autre factori-

sation du systéeme projectif 0 ¢ B!' —» Cj , on a nécessairement qi' =0 . D'ol

%0

i' <Ker g =Imi =1 . On construit dualement la borne supérieure i1 v 12 comme
image du morphisme B, @ B, —> A déduit du systéme inductif ij s B, =>» A,

i J
J:l,z.

S'il existe dans C des produits et des sommes infinis, la borne supérieure et
la borne inférieure d'une famille d'objets de € indexée par un ensemble de 1'u-

nivers relatif & C , existent toujours.

Si dans une catégorie abéliemme C, 1 : A' —> A est un sous-objet de 4 ,
nous noterons Coker i par A/A' .
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7.2.2. Définition. - Dans une catégorie abéliemne, une suite A o= B = C

est dite exacte si Im u = Ker v . Une suite

u u
ceee Ap ——-P~> Ap+1 ﬁpﬂé Ap+2

u
—#ia) Ap+3 L e 4 see

1
est exacte si la suite Ap > Ap+1

D .
Par exemple, si1 i : A' —» A est sous-objet de A , la suite

+1 s
-EL—a Ap+2 est exacte quel que soit

0 = A' w=> & <E> A4/A' = Coker i =3 O

est exacte.

7.2.3. Définition. - Soient C et €' deux catégories abéliemnes. Un foncteur

T: C ~>» C' est dit semi-exact si, pour toute suite exacte de C:
(1) 0 = A" <> A —» A" —> 0 ,

la suite T(A') —> T(A) -3 T(A") est exacte. Le foncteur T est dit exact &

droite (resp. & gauche) si, pour toute suite exacte (1), la suite
TA') - T(A) - T(A") —> O

(resp. 0 — T(A') —» T(A) — T(A") ) est exacte. Un foncteur exact & droite

et & geuche est dit exact.

7.3. Images directes et images inverses.

7.3.1. Définition. - Soient, dans une catégorie abélienne C , un morphisme

us: A - B et un sous-objet i : A' —» A . Nous appellerons image directe

de A' , et nous noterons u(A') , 1'image de wui . Nous appellerons image directe

de A/A' , et nous noterons u(A/A') , le conoyau de ui .

Donc, u(A') (= Ker(Coker ui) ) est sous-objet de B, et u(4/A') est objet
quotient de B .

Par définition, il existe un épimorphisme canonique A' —» u(A') , déduit de
la décomposition de ui : A' —» B .

7.3.2. Définition. - Soient, dans une catégorie abélienne C , un morphisme

B' —» B de B .Soit q: B ->» B/B',
A —> B/B' est un sous-objet de A que
nous appellerons image inverse de B' , et que nous noterons u'l (B') . La co-image

us: A - B et un sous-objet j

(1]

le conoyau de j . Le noyau de aqu

o0
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de qu est un objet quotient de A que nous appellerons image inverse de B/B!

et que nous noterons ut (B/B') .
Des égalités A = A/(0) et O = A/A , on déduit les résultats suivants :
u(0) = 0 u™(0) = Ker u
u(4) =Imu ut (B) = A
pour tout morphisme u: A — B .

D'autre part, d'aprés le lemme 7.1.2, u(4') croit avec A' et u-l(B’) croit

avec B! .

7+3¢3. PROPOSITION. - Soient, dans une catégorie abélienne, un morphisme

u: A ->» B, un sous-objet i : A' —> A de A,etunéous-objetj:B'-—»B.

On a alors les relations suivantes :

(7.3.3.1) &' <u ™ (u(a')) .
(7.3.3.2) B' <u(u~(8')) .
(7.3.3.3) u(d') = u[u"t((@d))] .

Démonstration de (7.3.3.1). - Soit A' w=p» Coimui e> Imui ~4» B la dé-

composition du morphisme wui ¢ A' —> B, dans laquelle j est un monomorphisme.
Soit p ¢ A' —» Imui, le composé des deux premicres fléches. Soit

qg: B - B/u(ar)

le conoyau de j : u(A') = Imui -» B . Le diagramme suivant est commutatif :

A' s u(A') = Imui

]

u-l(u(A')) = Ker qu -—-l-L—) A p—-a-) B --—q—-’ B/u(hA') .

Puisque q = Coker j , ona qj =0 . Donc (qj)p =0 et q(ui) = O . Par suite,
A' <Ker qu = ut (u(av)) .

On prouverait de méme (7.3.3.2). Nous avons, en posant B' = u(A') dans (7.3.3.2),

1'inégalité u(A') < u[u"1 (u(A'))] . Considérons la décomposition de

wi, : uw @A) — B .

On a

u-l[u(A')] — Coim(uil) h—-)Im(uil) =u[u-1(u(A'))] -3-19 B .



R7-36

Ona qui=0 et qui=gqj o,on o: A" - Im(ui,;) est un épimorphisme.
Donc qj, =0 et Im(ui) <u(s'), i.e. a[u™t (@(a"))] < u(ar) . Droh 1'égalité
(7.3.3.3).

7.3.4. PROPOSITION. - Soient, dans une catégorie abélienne, les morphismes

A «> B =—> C . Alors on a, quels que soient les sous-objets A' de A et

C' de C, les égalités suivantes :

(7.3.4.1)  (va)(&') = v[u(a")] .
(7.3.4.2) wivi@an] = w7 @) .

Démonstration. - Prouvons par exemple (7.3.4.1). Soient i : A' —» A et

j ¢ u(d') —» B les morphismes canoniques. Le diagramme suivant est commutatif':

A' smbees u(A') = Im Ui =——> Im v = v[u(4')]

! I l

u v

et p provient de la composition des deux premieres fléches de la décomposition

de ui 2 travers Coim(ui) et Imui . Donc, p est surjectif. On a
viu(a')] = Im vj et (vu)(4') = Im(vui) .

Mais v(ui) = (vj)p . Donc, puisque p est surjectif, Im(vui) = Im(vj) .

7.4. Les théorémes d'isomorphisme.

v .
7.4.1. THEOREME. - Soient C une catégorie abéliemne, A un objet de C, A,

et A2 deux sous-objets de A tels que Al < A2 ; alors, la suite canonigue :

(7+4.141) 0 — &4 =— 4 —» oA, — AA, —» O

est exacte.

Démongtration. — Soit Ay — A/A1 la fl&che composée des fléches canoniques
i P
A, -2”-> L =ts A/Al , ou p, = Coker i, et ou i, estle composé des fléches
i
canoniques Al -§’—> A2 —-2-> A . Puisque :'L1 est noyau de Py et que 12 est
un monomorphisme, le morphisme ( est noyau de p, ° i, . La suite (7+4.1.1) est
donc exacte en A2 . Dualement elle 1l'est en A/A1 . Elle 1l'est trivialement en

L, et en A/A2 .

1
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Supposons que Al soit aussi sous-objet de A2 (i1 est de toute fagon isomor-

phe canoniquement & un sous-objet de A2 ). On pourra donc écrire :

Az/Al = Coim (4, - A/8)) = Inm (A, - A/A)) = Ker A7A, - A/Az) .

On a donc une suite exacte déduite de la suite (7.4.1.1) :

(744.1.2) 0 — A2/A1 — AL - AA, — 0 .

On sait qu'aux sous-objets de A contenant Al correspondent biunivoquement
les objets quotients de A contenu dans A/A1 , i. e. les objets quotients de
A/Al . Le théoréme 7.4.1 détermine 1'isomorphisme entre les sous-objets de A/Al
et les objets quotients du type AZ/Al' , Ol A2 parcourt les sous-objets de A
contenant A
alors

, » e que l'on éerira Az/l\.1 < A/A1 . En résuné, si A <A, <4,

A2/A1 < A/Al et (a/4,)/ (A/8)) = 5B,

7.4.2. THEOREME. - Soit, dans une catégorie abélienne C, la suite

A 2 B S C .

On a alors les égalités

1° Xer u a Ker v = u(Ker wu) .
20 Coim u A Coker v = v (Coker vu) .

39 Coker u v Coim v = u(Coim wvu) .

49 Ker v v Imu:v'l(Im vu) .

Démonstration.

19 Soit i : Ker va =+ A le morphisme canonique. On a u(Ker vu) = Imui<Imu.
Le diagramme suivant étant commutatif :

Ker vu --E'--a» A

3 |

J
ona vjp=vwvui =0 . D'ol, puisque p est un épimorphisme, vj =0 et
Im ui < Ker v . Pour prouver que Ker v A Im u < u(Ker vu) , remarquons d’abord

que, dans la décomposition de v & travers sa co-image,
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B —-——-—-> Coim v

\i

i' est un monomorphisme et que, par suite, Ker v = Ker v' , Ker vu = Ker v'u .

On peut donc supposer que C = B/Ker v . Soit
w: B — BfKer v x B/Imu ,
le morphisme déduit du systéme projectif :
vi: B —+ BfKer v p: B — B/Imu .

On a, par définition, Imu A Ker v=Ker ¢» « Comme pu=0, ona puli =0 .
D'autre part, vui = O . Donc, p et v se factorisent & travers Coker ui .
Donc, « se factorise & travers Coker ui . D'ol Ker[Coker ui] > Ker w , i. e.

u[Ker vu] > Ker v A Imu .
I1 suffit d'appliquer 1° a c® , pour prouver 2°.

Enfin 3° se déduit de 19, et 4° se déduit de 2° par passage aux quotients.

7.4.3. COROLLAIRE. - 5i M et N sont deux sous-objets de A et si us A — B,

alors on a les isomorphismes :

1o u() » B feEu
20 u(M) ~ M/M A Ker u .
30 Wian Bl

Démonstration. - On obtient 1'isomorphisme 3° en appliquant 1° au morphisme
A —y A/N . Démontrons 1°. D'aprés 7.4.2, 4°, on a MV Ker u = u.l[u(M)] . Donc,

d'aprés 7.3.3.3, u[Mv Ker u] = u(M) . Puisque Ker u est un noyau de 1'épimor-
M v Ker u u (M)

phisme M v Keru - u(M) , ona Ker u_ —

8. Objets projectifs et objets injectifs

dans les catégories abéliennes.

8.1+ Générateurs et cogénérateurs.

8.l.1. Définition. - Soit C une catégorie relative & un univers U s et soit
(Xi)iel une famille d'objets de C indexée par un ensemble I de U . On dit
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que (X.). est une famille de générateurs de C si, pour toute double fléche

i’iel
X ﬁy de C telleque f#g, il existe i€ I et u, ¢ X —> X telle
g

1

que fu, £ gu; - llous dirons qu'un objet X de C est un générateur si {X} est

une famille de générateurs de C .

8.1.2. Exemple. - Dans la catégorie des modules & gauche sur un anneau A, A
est un générateur. En effet, soient f , g: M — N deux fléches de cette ca-
tégorie. 51 £ £ g, il existe x e M tel que f(x) Ag(x) .81 e6: A — M
est le morphisme défini par 6(1) = x , alors f% £ege .

8.1.3. PROPOSITION. - Soit C une catégorie abélienne. Alors, une famille
(x,)

i‘iel
pour tout objet X de C et tout sous-objet Y de X, ¥ £ X, il existe i€l

et u.: Xi —+ X tel que Imu.£'Y.

dtobjets de C est une famille de générateurs de C, si et seulement si

Démonstration. - Si (X )« sel est une famille de générateurs de C, soient
Xeob(C e Y<X, Y ;é X . La fliche canonique £ ¢ X - X/Y et la fléche
0: X - X/Y étant distinctes, il existe 1 € If et uy 3 Xi - X tel que
Y deux fléches distinctes

fu, £0 ; donc Imu;#7Y.Inversement, solent X “__;_:
de C . Alors, Ker(f - g) #X . Donc, il existe i €I et wu; : X - X tels
que Im ug £ Ker(f - g) . D'ob fu; £ gug

8.1 .4. PROPOSITION. - Soient C une catégorie abélienne avec sommes directes

infinies. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1© C posséde une famille de générateurs ;

20 I1 existe une famille d'objets (X, )1EI telle que X = & X, soit un géné-

rateur de C iel

vo

39 I1 existe un objet X de C tel que tout objet Y de C soit isomorphe au

quotient d'une somme directe d'objets de C, tous isomorphes & X .

Démonstration. — (1°) = (2°) . Cette équivalence résulte de la définition et

du fait que si X = & X , on a, quel que soit y € 0b(C) , un isomorphisme entre
ieT
Hom(X , Y) et Il Hom(X, , ¥) .
iel +
(20) = (3°) . Soient X un générateur de C, et Y € Ob(C) . Posons
I = Hom(X , Y) . On définit o : EI&.X — Y par o = {{u}uEHom(X,Y)} . Alors,

Imp=Y .
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(3°) => (1°) . Soient U 1l'univers relatif & C, et Y e Ob(C) . Il existe
XeOb(C) et IeU tels que la suite G X ~&» Y —» 0 est exacte. Soit Y
I

un sous-objet de Y, V' # Y . Alors, il existe i € I +tel que, si ©; désigne

la i-iéme injection canonique de X dans F X , on ait Im 95 £ ¥' . Donc, {X}I
I
est un systéme de générateurs.

On a, dualement, la définition et les propositions suivantes s

8.1.5. Définition. - Soient C une U-catégorie, et (Xi)iEI , o0 I €U, une

famille d'objets de C . On dit que (Xi)ieI est une famille de cogénérateurs de

£,
C, si, pour toute double fléche X = > ¥ de C telle que f £ g, il existe

g
iel et uy: ¥ = X, telle que f‘ui,égui.

Par exemple, le groupe Q/Z est un cogénérateur de la catégorie Ab .

8.1.6. PROPOSITION. - Soit C une catégorie abélienne. Alors, une famille
(Xi)iel d'objets de C est une famille de cogénérateurs de C si et seulement
si, pour tout objet X de C et tout objet quotient X/X! de X, il existe

ielI et u, : X — Xi qui ne se factorise pas 3 travers X/X' .

Une famille (Xi)iEI d'objets d'une catégorie abéliemne C , qui possede des
produits directs infinis, est une famille de cogénérateurs, si et seulement si
X = Il X, est un cogénérateur.

. i

ieT

8.1.7. PROPOSITION. - Soit C une U-catégorie abélienne avec sommes directes

infinies et générateurs. Pour tout Y € Ob(C) , il existe un ensemble E de U

tel que l'ensemble des sous-objets de Y soit équipotent & E .

Démonstration. - D'aprés 8.1.4, C posséde un générateur X . L'ensemble

Hom(X , Y) appartient & 4 pour tout Y € Ob(C) . L'application qui, & un sous-
objet Y' de Y , fait correspondre 1l'ensemble

Bep ={f| feHmX, ¥, Imfcy} ,
est injective par définition de X . La proposition en résulte.

On a, par suite :

8.1.8. COROLLAIRE. - Soit C wune catégorie abélienne avec sommes directes infi-

nies et générateurs. Alors, toute famille de sous-objets d'un objet Y de C ad-

met une borne supérieure.
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82+ Limites inductives filtrantes.

Nous appellerons limite inductive filtrante dans une catégorie C , la limite

inductive d'un foncteur F: I — C ot I est un ensemble ordonné filtrant,
En effet, tout ensemble ordommé I peut &tre considéré comme une catégorie dont
les objets sont les éléments de I , et telle que Hom(i , j) =@ si i £i, et
Hom(i , j) ={g} si 1] .Posant A, = F(i) pour ie I , nous noterons lim ¥
par lim Ai .

Des définitions et propriétés de lim F , ot F est un foncteur d'une catégorie
I dans une catégorie C, il résulte que, si 1im F existe pour tout foncteur
F: I +» C, alors F —» 1lim F est un foncteur de Hom(I , C) dans C.
Nous dirons que, dans une catégorie C , la limite inductive filtrante est exacte

si, pour tout ensemble ordonné filtrant I , lim est un foncteur exact.

8.2.1. PROPOSITION. - Soit C une catégorie abélienne avec générateurs et som-

mes directes infinies. Si la limite inductive filtrante dans C est exacte, alors

. . . . . .
pour toute famille filtrante croissante de sous-objets (Pi)iel d'un objet P de

C , la borne supérieure V/ Pi est isomorphe & l}g Pi . De plus, si S est un
iel
sous-objet quelconque de P , on a

(\./Pi)AS:\./ (Pi/\S) .
i i

Démonstration. - D'aprés 8.1.8, la borne supérieure des P, existe. Posons

v=V Pi « I1 suffit de prouver que Qgp Pi s'injecte dans U . Puisque les
iel .
suites suivantes sont exactes : 0 -—> P, Ei) U —> U/Pi —> 0, la suite

0 = lip P, = U est exacte. Par définition de P, A S , les suites suivantes
sont exactes :

0 = P,aS => P — P/Pi@aP/S - 0 .
Donc, la suite suivante est exacte :
0 —-#;l._J;m(PiAS) - P - (1_:';m P/Pi)@(lg‘.*m P/S) > 0 .
D'oli, d'aprés la premiére partie de la démonstration, la suite

0 V(a8 = P - PNP,OPFS - O
i

est exacte. D'od V (Pi AS) =W Pi) AS .,
i i

La réciproque de 8.2.1, que nous ne démontrerons pas, est vraie.
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8.3. Objets injectifs et objets projectifs.

8.3.l. Définition. - Soit C une catégorie ; un objet E sera dit injectif
s'il vérifie la propriété suivante : si A et B sont deux objets de C, si
i: A —» B est un monomorphisme, et si £: A —» E est un morphisme, il

existe un morphisme g : B —> E tel que gi =71 .

Si la catégorie C est abélienne, dire que E est injectif, c'est dire que le

foncteur Hom(. , E) est exact.

8.3.2. Définition. - Soit C une catégorie ; un objet P sera dit projectif
s'il vérifie la propriété suivante : si A et B sont objets de C, si
p: B =+ A estun épimorphisme, et si £: P —> A estun morphisme, il

existe un morphisme g: P —» B tel que pg=1f .

8.3.3. PROPOSITION. - Soit C une catégorie abélienne. Un objet E de C est

injectif si, et seulement si, il est facteur direct de toutes ses extensions.

Démonstration. - La condition est né-cssaire. En effet, soit 1 : E —> A un

monomorphisme. Alors, le morphisme lE ¢ E - E se prolonge en un morphisme
f: A —>F tel que fi=1;. D'ot, E est facteur direct de A . La condi-
tion est suffisante. En effet, soient i ¢ A —> B un monomorphisme, et

f¢: A —> E un morphisme. Soit P la somme amalgamée de E et B au-dessous

de A . On a donc le diagramme commutatif suivant :
A

f i

E

et A est un produit fibré de E et B au-dessus de P . Montrons que h2 est

By

1
T e e 3
e ——n———————
h

un monomorphisme. Soit §

so

X —> E un morphisme tel que h2 € =0 . Alors, €
se factorise & travers A ; i. e. il existe g: X — A tel que E=fo g .
D'oi, i0og=0 et g=0.Par suite, & = O . Par hypothése, E est facteur
direct de P . D'ou il existe h s P —> E tel que fo =ho hl prolonge f .

843+4. Définition. - Une extension essentielle d'un objet A d'une catégorie

abélienne C est un monomorphisme i : A —> B tel que, pour tout monomorphis-

me j: B' — B, j#O0, onait

Im(i) ~ In(j) 20 .
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8.3.5. PROPOSITION. - Soit C une catégorie abélienne avec limite inductive

exacte et générateurs. Pour qu'un objet soit injectif, il faut et il suffit qu'il

n'admette pas d'extension essentielle propre.

Démonstration. ~ La condition est nécessaire, d'aprés 8.3.3. Elle est suffisante.

Soit E un objet qui n'admette pas d'extension essentielle propre, et soit
i: E -3 B un monomorphisme. Soit % 1l'ensemble des sous-objets de B dont
1tintersection avec i(E) = B' soit nulle. La famille § = (Bj)jeJ est inductive

puisque (U Bk) nNE' =y (Bk AE') , o0 U Bk est une sous-famille totalement
kel k kel
ordonnée de 5 . Soient B' un élément meximal de § , et B" = B/B' . Soit f

le composé des fléches E — B et B —» B" . Alors, f est une extension es-
sentielle E -+ B" . D'ou, E est isomorphe & B" . Par suite, E est facteur

direct de toute extension, et E est injectif.

On prouve facilement les propriétés suivantes :

8¢3 46« PROPOSITION. - Soit C wune catégorie abélienne avec limite inductive

exacte et générateurs.

i i
(1) Le compo sé 12 o il des fléches A mla- B et B ~£>- C est une exten-

sion essentielle si, et seulement gi, 1
tielles ;

1 et 12 sont des extensions essen-

(ii) Soit (E.) un ensemble filtrant croissant d'extensions essentielles

i‘iel
d'un objet S de C ; alors, \4 Ei est une extension essentielle de S .

iel

8+3+7+ PROPOSITION. - Soit C une catégorie abélienne avec générateurs et limi-

te inductive exacte. Un objet E est injectif si et seulement si tout morphisme

v: V — E, ol V estun sous-objet du générateur U de C , se prolonge en

un morphisme U -— E .

Démonstration. - La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante.

En effet, soient i : B ~» A un monomorphisme, et u: B —> E un morphisme.
L'ensemble P des prolongements de u & des sous-objets de A contenant B est

inductif. En effet, soit (Bj) une famille totalement ordonnée de sous—objets

jel
de A contenant B . Alors, U Bj est un objet de A isomorphe a lim Bj .
La famille {Bj H Bj -> E} est un systéme inductif de but E . Donc, il existe

~

us: U Bj —> E qui rend commtatif tous les diagrammes. Par suite, 1'ensemble
J
P admet un élément maximal. On est ramené au cas o u est maximal, et il suffit

de prouver que B = A . Supposons que B £ A . Il existe alors un morphisme :
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js U —> A tel que j(U) £B . Posons B' = j(U) v B . On a alors le suite

exacte @
1
V & UxB 25 B! = 0 ,

ol ' provient des morphismes "injection canonique" V - U et -j': V - B,
et ol «© provient des morphismes "injection canonique" B —»-3' et j: U - B'.
Pour définir un morphisme B! -» E , il suffit de définir un morphisme

w: UxB —> E tel que wo o' =0 . S0it k3 U —» E une extension ce
uo jts V —>» E & U .Soit ws: UxB =» E le morphisme dont les compo-
sants sont u: B —» E et k: U —> E . Alors, puisque wp' =0, w se
factorise & travers B' . Par suite, le morphisme v : B' — E prolonge u,

ce qui est impossible. Donc, A =3B .

8.3.8. IEMME. - Soit C wune catégorie abélienne avec générateurs et limite in-

ductive exacte. Soit R 1'anneau des endomorphismes du générateur G de C, et

gsoit F le foncteur de C dans la catégorie Mod1:t des R-modules & gauche, qui
4 Xe Ob(c) associe Hom(G, X) . Alors, si A — E est une extension essen-
tielle dans C, F(A) —» F(E) est une extension essentielle dans Mody -

Démonstration. - Soient M un sous-module non mul de F(E) , et xe M, x#£O0.
Soit P 1le produit fibré de G et A au-dessus de E :

=i

I1 existe un morphisme h s G -» P tel que le composé des morphismes :

¢ &5 P --f-> G «=» E soit non mul. Donc, xfh est un élément non mul de M

—ts
w °

qui asppartient & Im F(A —» E) .

Nous admettrons que, dans la catégorie MR des modules & gauche sur un anneau
R , une extension essentielle maximale Q d'un objet M de }ggg_R est un R-mo-
dule injectif et que toute extension essentielle de M est isomorphe & un sous-
module de Q .

. 1
8.3.9. THEOREME. - Soit C wune catégorie abélienne avec géndérateurs et limite

inductive exacte. Alors, tout objet A de C se plonge dans un objet injectif E.

Démonstration. - Conservons les notations de 8.3.8, et soit Q une extension

essentielle maximale de F(A) . D'aprés 8.3.8, et d'aprés la remarque précédente,

si A -» B est une extension essentielle, alors F(B) est isomorphe & un sous-
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module de Q . Si Q est un ordinal de cardinal plus grand que celui de la fa=-
mille des sous-objets de Q , alors toute suite d'extensions essentielles propres
de A se termine avent Q ., Donc, il existe un objet C tel que A -3 C est
essentiel, et C n'admet pas d'extension essentielle propre. Donc, G est injec-
tif.

8.3.10. THEOREME. - Soient C une catégorie abélienne avec générateurs et limi-

te inductive exacte, et A un objet de C . Les assertions suivantes sont équiva-

lentes ¢

(1) Q est une extension essentielle maximale de 4 ;

(11) Q est un objet injectif minimal contenant A .

Si deux objets Q et Q' vérifient les propriétés précédentes, ils sont isomor-

phes. Un tel objet Q est appelé 1l'enveloppe injective de A .

Démonstration.

(1) == (ii) . Si Q est une extension essentielle maximale de 4 , soit Q!
un objet injectif de C tel que A < Q' <Q . Alors, Q' est facteur direct de
Q « Donc Q =Q' , et Q est injectif.

i
(i1) = (i) . Soit A <-i> Q' une extension essentielle de A , et soit
12 ¢t A —> Q 1l'injection canonique. Puisque Q est injectif, il existe

fs:@ Q — Q tel que fil = 12 « Donc, f est un monomorphisme.
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