GERARD LALLEMENT
Congruences sur les demi-groupes réguliers

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 18, n°2 (1964-1965), exp. n° 24,
p. 1-20

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1964-1965__18 2 A5 0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1964-1965, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1964-1965__18_2_A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISCT 2401
(Algébre et Théorie des nombres)
18e annde, 1964/65, n° 24 24 mai 1965

CONGRUENCES SUR LES DEMI-GROUPES REGULIERS

par Gérard LALLEMENT

Sur certains demi-groupes, les congruences sont définies par la donnée des clas-
ses des idempotents ; c'est le cas pour les demi-groupes inverses [11], [13], les
demi-groupes complétement O-simples [12], et d'une fagon plus générale pour tout
demi-groupe régulier. Dans le méme ordre d'idées, s'est posé le probléme del'effet
d'une congruence sur l'ensemble des idempotents. Ce probléme a été abordé récem-
ment par HOWIE [5] et MUNN [10]. MUNN a montré que, sur certains demi-groupes ré-
guliers, l'énsemble des congruences "séparant" les idempotents coincide avec le
sous-treillis des congruences plus fines que 1l'équivalence ¥ de Green. En fait,
ce résultat est valable pour un demi-groupe régulier quelconque, et peut s'étendre
aux congruences dont la restriction & 1l'ensemble des idempotents est plus fine que
la restriction de l'une quelconque des équivalences de Green. Nous mettons ainsi
en évidence divers sous-treillis complets du treillis des congruences, et nous les
utilisons pour domner une description des congruences sur le demi-groupe GQ des
transformations sur un ensemble Q . Les congruences séparant les idempotents sur
un demi-groupe régulier quelconque, forment un treillis modulaire ; cette analogie
remarquable avec le cas des groupes se poursuit dans l'expression méme des con-
gruences de ce treillis. Dans tout 1l'exposé, les équivalences de Green jouent un
r6le essentiel. Leur importance, quant & la structure des demi-groupes réguliers,

avait déja été mise en évidence par R. CROISOT [2].

1. Demi~groupes ¥-réguliers.

D étant un demi-groupe quelconque, on désigne par % 1'une des équivalences de
Green % , R , £ ;0 ,J sur D (cf. [1], paragraphe 2.1). Soit E 1'ensemble
éventuellement vide des idempotents de D . Notons pIE la restriction d'une
équivalence p de D 3 l'ensemble E , et A(D) 1le treillis des congruences de
D.Si a et b sont équivalents par p , nous éerivons (a , b) e p ( p est

considérée comme partie de D x D ).

DEFINITION 1.1. - Un demi-groupe D est dit ¥-régulier si, pour toute con-
gruence p € A(D) , p|p © %|; entratne pc¥ .

Comme RIE colncide avec 1'égalité, ume congruence p , telle que plg < %|;



24-02

(d'ailleurs équivalent & pIE = R|p ), sépare les idempotents en ce sens que cha-

que p-classe contient au plus un idempotent.

DEFINITIONS 1.2.

(2) I étant un idéal bilatére propre de D, on dit que D est I-inversé si,

pour tout a £ I , il existe x € D tel que ax € E + I supposé non vide (E.I

désigne 1l'ensemble des idempotents n'appartenant pas a I ).

(b) D est dit inversé, s'il est sans zéro, et si pour tout a € D il existe

x€D tel que ax € E .

Si D est I-inversé, pour tout a ¢ I il existe y tel que ya e E I
(prendre y = xax , o x est tel que axe€ E 1 ) 5 le complexe E « I est
done équirésiduel de résidu I . Pour un demi-groupe quelconque : ou bien E ~ I
est vide, ou bien il est équirésiduel et son résidu contient I . (En ce qui con-

cerne la notion de résidu, voir [3], p. 233.)

En comparant les congruences de Rees p; , définies par P = (Ix1I)u Ly ol
v est 1'égalité sur D , aux équivalences de Green, on peut préciser le lien en-
tre la X-régularité et la propriété "inversé".

IEMME 1.3. - Si une X-classe de Green K contient un idéal bilatere I de D,

alors

() X =1, et c'est le noyau (idéal bilatére minimum) de D ;

(b) Pour X =R (resp. £ ), K est simple & droite (resp. & gauche) ; pour
X =%, K est un groupe.

Démonstration.

(a) Soit ae€ I <K . Pour tout xe XK, (a, x) € J, donc xeD%mLQI,

et K=I .51 I' est un idéal bilatére de D, I'nK =K et K< I', donc
K est minimum.

(b) Supposons ¥ = R . Pour tout a € K , d'une part aD1 S K, d'autre part :
xe€l => x€ aD" , car (x, a) e R ; donc aD' =K =D'aD' . Il en résulte
DacauaD, d'ou X = KaK < DaK € aK u aDK = aK . Comme aK € K , il s'ensuit
ak = K, et K est simple & droite. Una démonstration analogue vaut pour ¥ = £ ,
et le résultat relatif & ¥ = ® se déduit des précédents.

THEOREME 1 .4.

1© 8i D est #-régulier, il est inversé ou O-inversé ;
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20 Si D est respectivement R-, £-, ©-, J-régulier,
- ou bien il est sans idempotents et respectivement simple & droite, & gauche, bi-

simple, simple,

-ou bien D a un noyau XK sans idempotents, simple & droite dans le cas (-

régulier, & gauche dans le cas ES-régulier, et D est K-inversé,

- ou bien D est inversé.

Démonstration.

1° Supposons que D soit H-régulier. Soit I # (0) wun idéal bilatére de D
ne contenant pas d'idempotents autres que O (si D a un zéro). La congruence de
Rees pg sépare les idempotents, donc pr S % d'aprés le lemme 1.3, I est un
groupe, donc ¢ ou bien I = (0) (si D a un zéro), ou bien I contient un idem-
potent (si D est sans zéro) ; dans tous les cas, il y a contradiction avec 1l'hy-
pothése. Tout idéal bilatére # (0) contient donc un idempotent non nul. D'apres
la remarque suivant la définition 1.2, E ~ (0) a pour résidu un idéal bilatére
W . W ne contient pas d'idempotents non nuls, donc W= (0) et D est O-

inversé. S'il a un zéro, E est net, et D est inversé s'il est sans zéro.

2° Si D est sans idempotents, il est respectivement simple & droite, & gauche,
bisimple ou simple. Si D a un noyau K non réduit & zéro : ou bien K contient
un idempotent et dans ce cas D est inversé, ou bien K est sans idempotents et
on démontre comme au 1° (remplacer (0) par K ) que D est K-inversé. Dans ce
dernier cas, les propriétés particuliéres de K , relatives & la ®R- ou £-régu-
larité, résultent du lemme 1.3 (Db).

Le théoréme précédent donne des conditions nécessaires de ¥-régularité. Elles
sont loin d'&tre suffisantes. Par exemple, dans le demi-groupe non commutatif dont
la table est :

w v = O

O O O O |}o
o = O O |+
O N O O |
w O = O W

9

toutes les équivalences de Green cofincident avec 1'identité ; la congruence de
classes {0, 1} , {2} , {3} sépare les idempotents.

Pour un demi-groupe commutatif, toutes les équivalences de Green coincident, et:
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THEOREME 1.5 (l). - Si D commtatif est X-régulier, il est régulier.

(Un demi-groupe quelconque est dit régulier si, pour tout a € D, il existe

xe D tel que axa = a . Les demi-groupes commutatifs réguliers sont réunions de

groupes.)

Démonstration. - La relation p définie par

(a,b)e p <> a diviseunepuissancede b et b divise une puissance de a,

est 1la plus fine congruence idempotente sur D (cf. [1], paragraphe 4.3). Comme
p sépare les idempotents, p est contenue dans ¥ . Les p-classes sont des

sous—demi-groupes, donc D est réunion de zroupes ([1], théoréme 2.16).

2. Demi-groupes réguliers.

Dans toute cette partie, D est supposé régulier. Pour tout a € D, il existe
un &lément a' au moins tel que aa'a =a et a'aa' . Un tel élément est appelé
un inverse de a . Nous notons Ka la ¥-classe d'un élément a , et nous utili-
sons les relations d'ordre définies sur les
®- (resp. £-) classes par : R, SR <= aD € bD (resp. L sl <= DacDb ),
<=> R <R et L <L,

®-classes par Ha < H g S
J, <==> DaD < DbD .

o)
Ja s b

Note. - Rappelons que sur D régulier 1'équivalence & par exemple, peut &tre

J-classes par

définie par ¢ (a , b) € R <==> a) = bD , car, pour tout a€ D, =a2€ aD.

LEMME 2.1. - Dans un demi-groupe régulier, pour tout a , il existe un idempo-

tent 1 au moins tel que :

. 2
1© gia =za ;

20 H, <H_ .

’ . a s 2 . 2
Démonstration. - Soit (a~)' un inverse de a”~ . On a

a(az)'a.a(az)'a = a(az)'az(az)'a = a(az)'a .

L'é1lément a(az)'a est donc un idempotent i vérifiant les 1° et 2° de 1'énoncé.

. e
THEOREME 2.2. — Soit p une congruence quelcongue sur un demi-groupe régulier.

Toute p-classe, qui est un sous-demi-groupe, contient un idempotent.

1 . . . . .
(") La question de savoir si un demi-groupe quelconque, X-régulier pour tout
¥ , est régulier ou non, n'a pas été résolue. :
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Démonstration. - Soit A une p-classe qui est un sous-demi-groupe, et a € A .

D'aprés le lemme 2.1, il existe i€ E tel que aila = a2 et i=aza . Il en ré-

. 2
sulte, d'une part (aia , a) € p , d'autre part aia =a za° . Comme
(a2 za® , aza) € o

on en déduit par transitivité (aie , i) € p, et enfin (a, i) € p , clest-a-
dire i€ A .
En terme d'homomorphisme, le théoreme 2.2 indique que, dans tout homomorphisme

d'un demi-régulier sur un autre, le sous-demi-groupe image inverse d'un idempotent

contient un idempotent.

THEOREME 2.3. ~ Tout demi-groupe régulier est X-régulier, ¥ désignant 1'une

quelconque des éguivalences de Green.

Démonstration.

1° Soit p une congruence telle que pIE c RIE . %1 (a, b)ep, alors
(aa' , ba') € p, a' désignant un inverse de a . D'aprés le lemme 2.1 et le
‘théordme 2.2, il existe i€ E tel que H, £H , et (aa' , i) € p . Comme
p|E c oz]E , on obtient R _, =R; <R, <R .0r R, =R, done R Ry . En
permutant les r6les de a et b , on démontre de méme R, <R, ; dtol (a,b) eR,
et p S R . On démontre symétriquement que D est aussi S£-régulier. La %-régu-
larité se déduit de la R- et EL-régularité (X =Rn L ).

20 Soit p une congruence telle que pIE c @[E .
(a) Supposons d'abord que (a , e) € p avec e € E . Soit a' un inverse de
a.0na aa'=feE et a'a=geE ., En prenant 1'idempotent 1 , défini dans

la démonstration du lemme 2.1, on a
fi=i=ig et gif = a'az(az)'aza' - a'a’al = (ata)(aa') = gf .

Comme (a , £f) € R, il en résulte (ga , gf) € R . On vérifie sans difficulté que
ga admet a'i comme inverse, d'od (a'iga , ga) € £ ou encore (a'ia , ga) € £.
Compte temu de @ = £ o R=Ro £, il vient (a'ia , gf) € ® . Par ailleurs,
(gf , 1) e ® et (i, e) € p (dtaprds le théordme 2.2) impliquent (i , e) € O,
on obtient (gf , ¢) € ® . Par transitivité, (a'ia , e) € ® . Maintenant,
(a'ia , a'a) € p implique, d'aprés 1'hypothdse, (a'ia , a'a) € @ ( a'ia est un
idempotent). Puisque (a'a , a) € £, il en résulte (a2 , a'ia) € ® , d'ou en dé-
finitive (a , e) € © .

(b) Supposons que (a , b) € p . Soit b! wun inverse de b , et posons

b'b =h (€ E). On a les implications suivantes :



24-06

(a,b)ep => (aa' , ba') ep => (aa',ba') e® = (a, ba') el

(b, h) e
et ==> (ba' , hg) e® .

(a',g) e R

Or hg = b'ba'a et (b'ba'a, b'aa'a) € p . Comme (b'a , b'b) € p , il en résul-
te (hg , h) € p et, d'aprés (a), (hg, h) €0 .
Enfin (h, b) e < ® , d'ol par transitivité : (a , b) € @ .

3° Supposons que plE c le .
(a) i (a, e) € p, il existe i € E tel que H, < H, avec (i,e)e€p.
Donc J. =J et J.<J Il enrésulte J <J_ .
i e i a e a
(b) i (a, b) € p, alors (aa' , ba') € p, et d'aprés (a), J ot STpgr S94 3
or Jaa' = Ja , donc Ja < Jb . En permutant les r6les de a et b , on montre de
méme que J, < J, , d'ol (a,b)eT.

Le théoréme précédent montre que, sur un demi-groupe régulier, les congruences

p plus fines que # sont caractérisées par (e , f) € p => e =T ;

p plus fines que R sont caractérisées par (e , f) € p => ef=f et fe=e;

o plus fines que ® sont caractérisées par (e , f) € p => 3 a €D

et a' inverse de a tels que aa' =e et a'a=Tf 3

etCees

3. Sous=treillis du treillis des congruences sur un demi-groupe régulier. Autres
consequences.

Pour un demi-groupe D quelconque et une équivalence domnée & sur D, il

existe une congruence meximum contenue dans & , nommément la congruence
pg={(a, b)) ;5 (vav, ubv) €&, Vvu, vVve Dl} .

" I1 résulte du théoréme 2.3 que, sur un demi-groupe régulier, pour chaque relation
de Green X , les congruences p telles que p]E - KIE forment un sous-treillis
complet du treillis des congruences. De méme, s'il existe une congruence p ,

telle que pIE = KIE , alors toutes les congruences possédant cette propriété for-

ment un sous-treillis complet.

Les sous-treillis relatifs aux diverses congruences peuvent coincider ; par
exemple, dans un demi-groupe inverse (demi-groupe régulier dont les idempotents
commitent), on sait que tout idéal principal d'un c6té a un générateur idempotent
unique (cf. [1], théoréme 1.17) ; il en résulte que RIE = E]E = RIE = 1 5 d'ol
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la coIncidence des treillis relatifs & R, £ , # . En fait, le théoréme 2.3 mon-
tre qu'il n'existe pas de congruence p ayant l'une des propriétés ¥ < p & R ou
# < pcf; en particulier, si ® ou £ est une congruence, =£ =%, et le

demi-groupe est un demi-treillis de groupes.

Les deux propositions suivantes, valables pour un demi~-groupe quelconque, prou-
vent que sur un demi-groupe régulier le treillis des congruences séparant les

idempotents est modulaire.

PROPOSITION 3.l. - Sur un demi-groupe quelcongue, toute équivalence réguliére a

gauche plus fine que R commute avec toute équivalence réguliére & droite plus

fine que £ .

Démonstration. - Soit p (resp. A ) une équivalence réguliére & gauche (resp.

4 droite) plus fine que ® (resp. £ ). Montrons que p o A €A o p (cela suffit
& assurer poA=Aop=pvi).Si (a,c)ep et (c,b)er, alors a=eu
avec u e D' (car pcR)et b=ve aveec v e Dt (car A £ ). En posant
d = bu = veu = va , on obtient ¢

(a,c)ep => (va,ve)ep = (d, b)ep
et

(c,b)er = (cu,bu)er = (a,d) er .
Donc (2, b) €N o p .

Remarque. - R o £ = £ o & est un corollaire du résultat précédent (cf. [1],
lemme 2.1).

PROPOSITION 3.2. - Sur un demi-groupe quelconque, le sous-treillis complet des

congruences plus fines que % est modulaire.

D'aprés ce qui précéde, on montre sans difficulté que, si p , o , T sont des
congruences plus fines que # ,

psT = (peog)nt<Spo(onrt) .

COROLLAIRE 3.3. - Sur un demi-groupe régulier, les congruences séparant les
idempotents forment un sous-treillis complet modulaire.

Une autre conséquence importante de la #-régularité (et du théoréme 2.2) est la
suivante

THEOREME 3.4. - Soit D wun demi-groupe régulier. Si deux congruences quelconques
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p et o sur D sont telles que les classes des idempotents (2).§g p et o

cofncident, alors p =0

Démonstration.

(2) Supposons que o soit 1'égalité. Dans ce cas, la p-classe d'un idempotent
e est {e} . Donc p < # (théoréme 2.3) ; (2, b) € p entraine (ab',bb')ep,
bb!' , d'ou ab'b =b . Or
(a, b) e ®# implique (a , b'b) € £, donc ab'b =a . D'ot a=b et p=o .

ot Db' est un inverse de b . Il en résulte ab!’

(b) Supposons maintenant p et o quelconques. Les classes des idempotents de

pno et p cofncident. Dans D = D/(p n 9) (qui est régulier), on définit
p={(E,b)eDxD; 3aca, abebs (a,b)ep} .

Soit & un idempotent de D . D'aprés le théoréme 2.2, il existe un idempotent e
de D tel que e€ @ .Si (2, ¢ ep pour tout aea, (a, e) e p, donec
(a,e)e pno et a=¢e .Les classes des idempotents de § et de 1'égalité
sur D cofncident ; d'aprés (a), p est 1'égalité sur D, donc p=pno . De

méme, on montre g =pno et p=o0 .

En fait, ce théoréme peut servir de point de départ pour 1'étude de toutes les
congruences sur un demi-groupe régulier, et plus généralement pour 1'étude des
congruences p sur un demi-groupe quelconque telles que D/p soit régulier (on
démontre par exemple que de telles congruences p cofincident avec 1l'intersection
des équivalences principales & droite et & gauche définies par les p-classes des
idempotents non nuls).

Le théoréme suivant sera utilisé au paragraphe 4.

THEOREME 3.5. = Soient D un demi-groupe régulier, p S ® une congruence sur

D, et A une ®O-classe particuliére de D . Il y a équivalence entre :

1° p sépare les idempotents de A ;

20 ol =l

3° Les classes des idempotents de A sont des sous-groupes normeux des sous-
groupes maximaux de A , isomorphes entre eux.

Démonstration.

1° entraine 2°. En effet, (a , b) e pn (A xA4) ==> (aa' , ba') epn (A xA).

(2) On peut ajouter ici "non nuls" et modifier la démonstration en conséquence.
Ce théoréme a été également obtenu par PRESTON (cf. [4], théordme 4.3).
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En utilisant le lemme 2.1 et le fait que p sépare les idempotents de 4 , il
gt S B 5 dod R =R _, <R, <R .Demlnme R <R et (a, b)eRr,

De fagon symétrique, on montre (a , b) € £ .

vient H

2° entratne 3°. Soit e€ A . La p-~classe de e est évidemment un sous-groupe
normal Ne de He .51 e et f sont deux idempotents de A , il existe a et
a' inverse de a tels que aa' = e et a'a=f . L'application x - axa'
est un isomorphisme ¢ de H, sur H_ . Si x €N, (exa' , afa') € p 3 or
afa' = e , domc axa' € N_ et @(Nf) < N_ . Par ailleurs, si yeN_, a'yael;

et ¢(a'ya) =y , done @(Nf) =N, .

3° entraine 1° : c'est évident.

4. Application au treillis des congruences sur le demi-groupe GQ des transforma-
tions sur un ensemble Q .

Dans [8], A. I. MAL'CEV a donné une description compldte du treillis des con-
gruences de 'GQ ( Q@ de cardinal quelconque). Certains résultats, en particulier
tous ceux qui concernent le cas ot 2 est fini, s'obtiemnent, ou s'expriment, &

1l'aide de ceux mis en évidence précédemment.

Rappelons que dans &n tout idéal bilatére coincide avec l'ensemble des trans-
formations de rang inférieur & un cardinal donné (lui-m8me inférieur ou égal au
cardinal de Q ). En particulier, les transformations de rang 1 constituent le
noyau K de CQ : c'est un demi-groupe zéro & droite (les transformations sont
considérées comme opérateurs & droite sur Q ). Dans Cys © =97 et chaque 0O-
classe est formée de toutes les transformations ayant méme rang. Par ailleurs,
(a,b)eR <> m = m, » ot m_ est la partition définie par x sur Q;

a
(a,b)EE <> Qa

1

b (voir [1], p. 52). La transformation t e K d'image
{€} sera notée t. .

g

LEMME 4.1. - La seule congruence sur G, séparant les idempotents est 1'égalité.

Démonstration. - Soit p < # . S'il existe x et y € &, tels que (x,y) ep

et x £y, alors il existe « , B, y € @ tels que

B:ozxfary:ys (X,y)ép => (taX,tOIY)EPy

ctest-d-dire (tB ,

Dans la suite, une congruence sera dite propre si elle différe de 1'égalité et

t )ep DOl t =t et =N .
Y P B Y B=x

de 1'équivalence universelle.
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LEMME 4.2. - Pour toute congruence propre p sur GQ , 1le noyau K est p-

indivisible (donc GQ/p a un zéro).

Démonstration. - En effet, si p est propre, il existe ta et tB € K tels

que (ta , tB) € p (lemme 4.1). Soit tY quelconque dans K . Notons x wune

transformation telle que

ax =g et Bx=vy : (to[x,t'x)ep=>(ta,ty)ep.

B

Donc, tY est dans la p-classe de ta .

Pour une congruence propre p sur GQ , la classe contenant K est un idéal
bilatére Iy

Le lemme précédent raméne la détermination des congruences de &y & celles de

formé des transformations de rang inférieur au cardinal N (K:I2 ).

by

GQ/IN ayant une classe zéro réduite & un seul élément.

LEMME 4.3. - Toute congruence sur G’Q/IN ayant une classe zéro réduite & un
seul élément est plus fine que ® = J . Dans le cas o N est fini, toute telle

congruence est plus fine que # (3 ).

Soit p wune telle congruence sur GQ/IN 5

1° N3 ¥, - Soient e et f deux idempotents non nuls de ?SQ/IN « Supposons,
par exemple, que rang f <range . |Qe| > |Of] >N 3 ¥, implique [Qe s Qf| = |Qe] &
Soit x une transformation appliquant Of sur un élément et Qe ~ QOf sur e
en bijection. On a |QOfx| =1 et |Qex| = [Qe ~ Of] = |Qe| . Or,

(ex , fx) € p => ex e Iy = ecly (ex et e ont méme rang) .

C'est en contradiction avec l'hypothése |(e| >N . On a donc rang f = rang e et
(e, f) e, d'ot ps®.

20 N < “\O . On démontre successivement que deux idempotents non nuls e , £ de
6(/IN tels que (e , f) € p vérifient Qe = Of , puis My = Tp
(&) Qe nQf £f . 3inon, soit « € Of ; la transformation t , identité sur
Qe et appliquant Q ~ Qe sur o , vérifie et = e et ft = t, + Donc (e ’to:)e 0,
ce qui est impossible.
(b) Supposons Qe £ Of et Qf Qe . Soient owe Qe n QF , et t défini
comme en (a). On a et =e , et ft est un idempotent g tel que (e , g) € p
avec (g < (& . D'aprés la partie 2° (c), c'est impossible.

(c) Supposons Qf < Qe . (Le cas Qf > Qe est symétrique.) Posons |Qe| =n,

(3 ) En fait, on démontre méme que toute congruence sur G./I , autre que 1'é-
quivalence universelle, est plus fine que ® et plus fine que ® dans le cas N
fini.
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|of =r, n>r 2N .Soient v, , Yy 5 soo 5 Yy » N =1 éléments distincts
de Of ;3 la transformation 1t , appliquant Of ~ {yl s Yo s e s YN—-l} sur vy,
et qui est 1'identité ailleurs, est telle que

|oft] = N - 1 et |Qet| =N -1 + |Qe x Qf|

or (et , ft) € p : c'est en contradiction avec la définition de N .
I1 en résulte que Qe =Qf , d'obt (e, f) e g et pcg .
(d) Montrons que m = (c'est-a-dire we = Be <==> of = Bf ). Supposons
qu'il existe o et B tels que we =Be, of £Bf . Soit v, , es, v, un

systéme de représentants de m, comprenant o« et B (n>0N). Il existe une

bijection b de Qe = Qf sur {vl y ess s vn} «Ona Qbf=n et Qebe <n .Or

-

(e, f)e p => (ebf, ebe)e p ==> (ebf, ebe)e £ (d'aprés2°(c)) ==> Qebf =Qebe ;

c'est une contradiction. Done m_ = m, , d'ou (e, f)eR et p=®R,

Le lemme suivant précise les classes des idempotents non nuls de GQ/IN dans le

cas ou N est fini.

LEMME 4.4. - Soient e un idempotent non nul, et p wune congruence de classe

zéro réduite & un élément, sur GQ/IN (N fini)

(a) Si |Qe| =N , la p-classe de e est isomorphe & un sous-groupe normal du

groupe symétrique Sy -

(b) 8i |Qe| >N, la p-classe de e est réduite & e .

Démonstration. - La partie (a) résulte du théoréme 3.5 et du fait que dans la

@-classe de e les sous-groupes maximaux sont tous isomorphes a @N . Pour démon-
trer (b), supposons que (a, e) e p avec afe et range=n=N+ 1 . D'a=
prés le lemme 4.3, (a2, e) e % , et a est une permutation sur Qe distincte de
1'identité. On a m, =T, =T . Solent M , M, , ..., M~ les m-classes de Q.
M e=o, et N as= s s ol ¢ est une permutation distincte de 1'identité. Il
existe p, 1 <p<n, tel que ozp;éong . Fixonsun k, 1 g<kgn, tel que
kZp (n>2).Soit c wune transformation telle que (Mp U Mk)c = {ozk} et
(MJ.)C:a/j pour j£p et j Ak . Qee = Qe - et Qcazﬂe-dpc . Or,

(ce , ca)e® et ce, ca sont derang n -1 2N . Donc Qca = e (lemme 4.3,

partie 2° (c)). D'ol une contradiction, donc a = e .

Pour N fini, I I, est un demi-groupe complétement O-simple dont le grou-

1\I+l/ N
pe de base est 61\1 . Une congruence ‘b’(‘f‘.N) plus fine que * sur ce demi-groupe

est définie (cf. paragraphe 5) par la domnée du sous-groupe normal Ty de € -
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Nous poserons ¢ (a , b) € p(mN) si et seulement si a et b sont dans IN+1/IN
et si (&, b) e a(mN) (on considére dans cette derniére expression a et b

comme éléments de IN+1/IN ).

THEOREME 4.5. - Dens G , la relation :

oW, ﬁN) =z U (IN x IN) U p(mN) s

ou N est un entier, et mN un sous-groupe normal du groupe symétrique GN , est

une congruence. Si Q est de cardinal fini, toute congruence est de ce type.

Démonstration. - Compte temu des lemmes qui précédent, la seule chose & démon-

trer est que po(N , NN) est une congruence. Que ce soit une équivalence est pres-

que évident. Montrons, par exemple, la régularité & droite. Le cas le plus compli-

qué est celui ot (a , b) € p(mN) :
(a) Si ce Iy » (ac , bc) € I

(b) 81 ce Iy, ~ Iy,

N * Iy ?
(ac , bc) € (Iy x Iy v p(mN) , d'aprés la défini-
tion de p(mN) 3

(c) Enfin, supposons que c ¢ Iy, - Comme a et D sont dans Iy, N Iy,
il existe un idempotent e € Iy, ~ I tel que a=ae et b=Dbe IN+1/IN
est complitement O-simple, et a et b sont X-équivalents). Donc, ac = a(ec)

et bc = blec) . Or ec € I dtapres (a) et (b), (alec) , b(ec)) e p(V, mN).

Dans le cas ot |Q| est infini, G, posséde d'autres congruences (voir [8], ou

[4], paragraphe 5).

5, Etude du treillis des congruences séparant les idempotents sur un demi-groupe
régulier.

Le théoréme suivant caractérise ces congruences :

] »
THEOREME 5.1. - Soient D wun demi-groupe régulier, E 1'ensemble de ses idem-

potents, et 7 une famille de sous-groupes normaux Ne ( e e E) des sous-groupes

meximaux, vérifiant les conditions (4) et (B) suivantes :

fe=f =—> fN < Nf
(a) ¢ ©

ef f::>Nef<:=N

1}

f L]
(B) vaeD, ¥ a' inversede a: a.N , SN __, .a.
ata " aa

Posons : (a , b) € py si et seulement s'il existe un élément a' inverse de a

et un élément Db' inverse de b tels que ab' €N, et a'belN, . Alors o,

est une congruence plus fine que # dont les classes des idempotents sont préci-
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sément les Ne . Réciproquement, toute congruence plus fine que # est du type

pﬂ .

Remarques.

10 La condition (A) est équivalente 2

H

= == ¥ == c N
fe=f =— Nf Ne o hf et ef f = Ne 1\Tf c Lf .

: N = N JfN [
(Si par exemple N, < N, alors N, N_ = NoofN_ < N .)

20 La condition (B) est équivalente & aN_, a' <N ., .Elle exprime que les

s0US=groupes normaux Ne situds dans une méme @-classe sont tous isomorphes.

30 Les conditions (4) et (B) sont indépendantes. Dans un demi-groupe D réunion
de groupes, (B) est vérifiée par la famille formée par tous les sous-groupes maxi-
maux. Pour cette famille, (&) n'est vérifiée que si D est une bande de groupes.
Donc, en général, (B) =£> (A) . Dans un demi-groupe de Brandt (complétement O-
simple avec la matrice unité comme matrice médiane), fe=f = f£=0 ou e=f
et fNe c Nf
sous-groupe maximal contenant e . Donc (&) =£> (B) .

est vérifié en prenant n'importe quel sous-groupe normal Ne du

4° Les conditions de définition de ne peuvent pas se réduire & l'une d'en-

Y
bt
tre elles : par exemple, si D complétement simple avec %= {{e} , «e., } ou

eek, a=(x3;1i,\) e b= (kai pgi s i, u) avec A £u , sont tels

. . -1 =1 -1

1 |
qu'il existe b' = (Pki X ps
y a' inverse de a , ona a'b Z£a'a .

51, ) satisfaisant 3 ab' = bb' ; et pourtant,

Démonstration du théoréme.

19 pps®.51 (a, D) €py, il existe a' et b' tels que (ab! , bb') €&
et (a'b, a'a) e® . I1 en résulte bb' € ab'D < aD . Donc bD = bb'D € aD = aa'D.
On en déduit aa'b =b . Or (a'b, a'a) € R => (aa'd, a) € R, ,d'ou (a, b)eR.
On démontre de méme (a , b) € £ .

Remerque : (a , b) € ¥ <==> a = bb'a = ab'b et b = aa'b = ba'a .

20 Py est symétrique. En effet, ab' € Nbb' et a'b € Na'a impliquent
ba'=aa'bale aNa,aa' ’C"Naa' et b'a=b'ab'b Eb'Nbb, b's Nb'b (condition (B)) »

3° P est transitive, Si ab' € N, , a'b e N, et be'eN ., b'cE N 1
alors, d'aprés le 1°, a , b et ¢ sont ¥-équivalents, donc bb'cc' = cc' et

a'ab"™ = a'a . Dans ces conditions,

ac'=ab'be'e N, N <N , et a'c=a'bblcelN , My eN ., (conditions (4)) .
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40 est réguliére. Supposons (a2, b) € p, et soit c e D .

P

ca(ch)' = cbb'a(ch)! = cb(cb)'ebbta(cb)! e cb[ (cb)! (cb)N (eb)' .

b'b]

En faisant intervenir (4) puis (B), on en déduit (ca){cbh)' e N(cb)(cb)' « De méme
(ca)'(cb) = (ca)'caa'd e (ca)‘caNa,a Q‘N(ca)'(ca) .

Donc (ca , cb) € Py « Pour la régularité & droite, la démonstration est analogue.

5° Les classes des idempotents sont les Ne .51 ace Ne , alors ae e Ne et
al ee N, ( al est l'inverse de a dans N, )e Donc (a, e) e Py » Inverse-
ment, si (a, e) e Py s il existe a' inverse de a et e!' inverse de e ( e

n'est pas nécessairement un idempotent) tels que ae' e Nee' et a'ee Na’a « Ona
a'le €N, => (a'a, a'e)e £ == (a,a'e)e £ ==> acDa'ecDe ==> aec=a .

Or ae'e e N i-e< N, (condition (A)) et ae'e = ac.c'e = ae =a ; donc a e N,

et Ne est la pﬂrclasse de e .

Un corollaire évident de ce théoréme est le suivant : sur un demi-groupe régu-
lier, une condition nécessaire et suffisante pour que # soit une congruence est
que fe =f =—> fG =Gy et ef = f = G, f< G ( G, est le sous-groupe
maximal de l'idempotent i ). Appelons "partie groupe" de D 1le complexe I réu-
nion des sous-groupes maximaux. La condition précédente signifie que # est régu-
lidre sur D si et seulement si elle est régulidre sur la partie groupe de D,
c'est-a~dire que

(a,b) et n (T xT)
cel => (ac,de) et n (L xT)
ac ou bc T | .

Suivant un procédé déja utilisé pour les congruences sur un demi-groupe complé-
tement simple [6], on peut tenter de caractériser le complexe réunion d'une fa-
mille de sous-groupes normaux N, vérifiant (A4) et (B), et exprimer les congruen—
ces en conséquence. C'est possible de fagon assez élémentaire dans les deux types
de demi-groupes réguliers suivants

(a) Les demi-groupes réguliers tels que ef = fe sy Ve, feE (demi-groupes
inverses) ;

(b) Les demi-groupes réguliers tels que ef=fe£0 => e=f (Ve, fek),
(Dans le cas (b), on peut dire que les idempotents commutent peu. Dans le cas sans
zéro, ils ne commutent pas.)



2415

THEORENE 5,2, — Soit D wun demi-groupe inverse. Il y a équivalence entre :

(1) n = {Ne}eeE est une famille de sous-groupes normaux des sous-groupes maxi-

maux vérifiant (A) et (B) du théoréme 5.1 ;

(2) s= U Ne est un demi-treillis de groupes contenant tous les idempotents

eckE
de D tel que
vyaeD, asa™t < s (a~' est 1'inverse unique de a ) .

Pour un sous-demi-groupe S vérifiant (2), la relation :

(a, b) € pa <=> ata=b1 b et ab™l €5 est une congruence séparant
’ S , =

les idempotents, et toute telle congruence peut s'exprimer ainsi.
-1

( pg peut aussi se définir par aa™! = bb et atbes.)

Démonstration (4).

(1) — (@) « s=U N, est un sous-demi-groupe. En effet e.ef = ef , donc
M . = N . V e = ° = = .

N.ef € N_p . Deméme N, N, < Ny » Donc N Np =N efli, € N . ((B)).81 aeN_,
pour tout f tel que fe=ef =f , ona af =fae Nf : en effet af et fa est,
donc faf = af = fa . S1 a € Ne , pour tout geE, eg=ge=1f estun idempo-~
tent tel que ef = fe = £, donc af = fa et ga = gea = fa = af = aeg = ag .Donc
vaeS, YgeEz: ag=ga. E est donc dans le centre de S qui est ainsi

un demi-treillis de groupes ([1], paragraphe 4.2).

Montrons que asa”l ¢ 8 , clest-a-dire que alN 2l o _, o Pour tout x e€N_,
-1 -1 -l -1 -l e aea”l e

axa = = axea aa = axa aea . Donc,

al a~t = aeN a aca~l = ael a2t ae(ae)~l .

e e e

or N, et aec N 1 dtaprés (B), donc

(2e)™" (ae)

all a~t < ael 1 (ae)-1 SN =Y ((a)) .
(ae)” (ae) (ae) (ae) aea

(2) — (1) . Soit G, un sous-groupe maximal de D . I1 est évident que
Ne =8 n Gy est un sous-groupe de D . Le fait qu'il soit normal résulte de

a(S n G:e)a“1 c asa~’ n aG, a~t c 3 n Ge pour tout a € Ge . La condition (4) est

(4) I1 est possible de déduire ce théortme des résultats généraux de VAGNER ou
PRESTON sur les congruences sur un demi-groupe inverse ([11], [12]). De méme, on
peut donner une description compléte des congruences sur les demi-groupes du théo-
réme 5.5, et en déduire ce théoréme 5.5.



2416

vérifiée pour les N, , parce que sur S 1t'équivalence ¥ est réguliére. Par

ailleurs, pour tout a€ D et x€ I R

a a
- -1 =l -1 -1 -1 -1 -1 -1
axa  8X a =a8aa @axx a = axx a = aa
-1 -1 -1 -1 . -1 3
et de méme ax ~ a  axa = aa , ce qui prouve que axa = € G -1 onc
L aa
aN -1 a &N -1
a a aa

I1 reste & démontrer que Py = Py » o T est la famille des N, précédemment

définie. Si (a , b) € p , alors ab™! e Nbb’l S et (a, b) ek . D'aprés le
théoréme de Clifford-Miller ([1] p. 60, et [9]) sur la localisation des inverses

d'un élément régulier, il en résulte 2l a=b"' b . Done (a,b)e Py et Py S g

Inversement, si el az=b' b et ab e s , alors (a, b)e g et bt e N, .
On en déduit (e ,bb™ )€ £, dlod e=bb ™ et sb €N _ . L'égalits
bb
et a=1b" b entraine aussi (a"l , b-l) € R . Dot (aa~l , ab~l) e R et
sa™ =bb™ . Done, o b=a ba a€a N _ acl _ .Endéfinitive,

bb"l a a

(a, D) € Py et Pg = Py

COROLLAIRE 5.3 [5]. - La congruence maximum u séparant les idempotents sur un

demi-groupe inverse D , est définie par :

(a2, b)ep <> a7t a-b" b et ap e B¢ ,

ot Ef ={x; xe€D: xe=ex, ¥ eeE} est le centralisateur de E .

Démonstration. - On voit immédiatement que E{ est un sous-demi-groupe inverse

de D dont tous les éléments commutent avec les idempotents, c'est-2-dire un demi-

treillis de groupes. Par ailleurs, pour tout ae€ D, xe E{ , et e €E :

e(axa-l) = (c—za:af'l)za.xa"1 = (aa"1 e)axa-1 = a(a_1 ea)xa“1

-1 1

= ax(a ea)a"1 = axa_l(eaa-l) = axa e .

Donc aL(Ez;)a-1 c Ef .

COROLLAIRE 5.4. - Dans un demi-groupe inverse D , les sous-demi-groupes inver-

ses S, qui sont demi-treillis de groupes et vérifient aSa"1 € S, pour tout

a € D, forment un treillis complet modulaire dont E est 1'élément nul et E(

1'élément universel.
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Cas des demi-groupes réguliers tels que ef=fe£0 = e=f, Ve, fekE.

La structure de ces demi-groupes est la suivante (cf. [7], théoréme 3): D=UD ,
ou chaque D= est complétement O-simple. Pour o £8B, B = (0) et
D nD, = {O} . Nous dirons que D est somme orthogonale (s. 0.) de demi-groupes

P
completement O-simples. Dans le cas sans zéro, D est complétement O-simples

En effet, sur 1l'ensemble D ~ (0) , on pose (a , b) env <=> abb £ 0 . La re-
lation ~ est réflexive ( D est régulier), symétrique (si axb £ 0 , il existe
y tel que axbyaxb = axb £ 0 , donc bya # 0 ). Pour montrer la transitivité, no-
tons que, si e, £, et g sont des idempotents tels que ef £0 et fg £0,
alors efg #0 . En effet, si (ef)! est un inverse de ef , f(ef)'e estun
idempotent i non nul ; comme fi =1 £ 0, il en résulte if £0 (sinon ifi=1i
serait nul) et if.f = if = f.if £ 0 dmplique f =1f . On a alors ¢

fg £ 0 = ifgf£0 == idefg £0 == efg £0 .

Maintensnt si axb £ 0 et byc £ 0, alors (ax)'ax.bb' £0 et bb'.(byc) (byc)' £0 .
Dtaprés ce qui précede, (ax) 'ax.bb! (byc) (byc)' # O , d'oh axbyc £0 , ce qui dé-
montre la transitivité de ~ . On vérifie alors que chaque n-classe Aa est telle
que A, U {0} soit un sous-demi-groupe D , que D .DB = (0) et D, n D = {0}
pour « £ B « Dans chaque D qui est reguller, tous les 1dempotents sont primi-
tifs, et pour deux 1dempotents non muls quelconques e et f de D ’ eqy f£0.

D, est donc complétement O-simple (cf. [1], exercice 11, p. 84).

Dans le théoréme suivant, pour éviter des compllcatlons d'énoncé, nous suppose-
rons que les demi-groupes complétement O-simples 70 (G3I, As;P), quiinter-
viennent, sont pris sous forme normalisée ([1], p: 95) de fagon que G apparaisse
effectivement comme un sous-groupe maximal de m,(G I, 43 P) (onpeut suppo-

ser par exemple que I et A ont un indice 1 en commun, et que H11 =G ).

THEOREME 5.5. — Soit D wune somme orthogonale de demi-groupes complétement O~

. 0 , r s
simples (Gd 3L, 5 0, Pa) . 11 y a équivalence entre :

(¢) X est la réunion d'une famille I de sous—groupes normaux de D véri-
fiant les conditions (A) et (B) du théoréme 5.1 ;

(8) K ~O0 est un complexe réflectif (ab ek v 0 == baekK 0 ) et, pour

tout o, K n Gd est un sous-groupe de Gd .

Pour un complexe K vérifient (p), la relation opy , définie par :

(a, b) € pp <=> il existe a' et b' inverses de a et b tels que
aa' = bb! , a'a=Db'b et ab' €K,
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est une congruence séparant les jidempotents, et toute telle congruence est de ce

tzge.

Démonstration.

(@) => (B) . Cela résulte du théoréme 5.1 et du fait que dans une somme or-
thogonale de demi-groupes complétement O-simple l'ensemble E >~ 0 des idempo-
tents non mls est un complexe réflectif, ce qui se vérifie sans difficulté.

() — (@) .« Kn Gd est un sous-groupe normal de qy , car V ace Gd et
xeknG , = xaa~l € K N0, ot, come K O st réflectif, a™ xacKnG, .
Plagons—nous dans un demi-groupe WO(G 51,5 0,3 P, ) (on supprime les indices

o
o dans 1'écriture des triplets, et on note e l'element unité de G Je On a :

-l .
(1) (x31,1)ek => (xp)\:.L ;i,A) ek, ¥ 190 £0

() (as3i, )€K et p, £0 = (ap)\:.L ;1 ,1) ek .
En effet, d'une part : (x ;1 , 1) = (pX' 51,31, 1)(x;1,1), done

.

. -1 -1
(x31,1)ek = (esi, )x;1, 1)(phi ;1 ,0) = (xPhi ;4, \) €K.

D'autre part ¢ (a3 i, AN) =(e5 i, 1)(apXi s 1, 1)(p;§ ; 1, \) , donc

. -1 .
(a;i,NM)ek => (pusl,)\)(e;l,l)(apn;l,1)=(ap>\i;1,l)€K .
Compte tem du fait que l'application :
. -1
(x31,1) — (egi,)(x;1, 1)(phi s 1, A)

est un isomorphisme de G sur Gg (f= (p;:1 s i, \) ), et daprés (1), il ré-
sulte que X n Gf est un sous-groupe normal de Gf isomorphe & G n K . De plus,
si (a3i,N)eKn~0 avec py; =0, alors (asi,A)=(a;i )\)(p)\:l 53 ,\)
avec P ; £ 0 ; donc (ph s 3,M(a;i, )=0eK~0, cequi est absurde.
On en déduit que K est réunion de sous-groupes normaux isomorphes et de {0} ,
donc vérifie (B). En ce qui concerne la condition (A) montrons par exemple que
fg=g = Neg ”‘Ng .8 g=0, c'est ev1dent ( Ny = {0} )o Si g # O alors
fg = g dimplique (f, gle R, et s1 f = (px s i, \) , alors g = (p s i, w

. . -1
et, pour (a ; i, A) € N, (a 31, 7\)(pp‘:.L i, ) = (emp)\:.L P’ i, p) . D'a-

\ N -1 3 A
prés (2) (a.pk.L 51, 1)eX, et daprés (1) (apkipp,i si,p) €K . Dol Nf.ggNg.

Désignons par T 1la famille des sous-groupes normaux formant X . Si (a.,b)fEQn,
alors (a , b) € ® et il existe a' tel que aa' =bb', a'a=D>b'D et ab' € K
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(théoréme de Clifford-Miller et définition de Py )+ Inversement, si (a , b) € Py s
aa' = bb! et a'a =b'b impliquent (2, b) €% et (a', b') € # . Comme

ab' e K, ab'eN_, dlot (ab' , e) e .0r (ab', aa')eR et (ab',bb')ef.
Corme aa' = bb' , on en déduit e = aa' = bb' , d'ou ab' € N ¢ + I1 reste a

)

montrer que a'b € K . (5i c'est vrai, alors, comme précédemment, on a a'beN_, .
On peut supposer ab' £0 (sinon a=b =0 et a'b =0 ). Posons a=(aj;i,\),
-l =l -1 .

b=1(bj; i, r) . Dans ces conditions, b' est de la forme (phj b il w)

-1 =1 <1 .
et a' = (p>Lj aps W) avec Py 5 £0 et Pui £0 . 0n a

. -l =l -l R -1 =1 .

ab' = (a3 1, )x)(p)\j b Pui 53, p) = (ab Pl L ek .

Dtaprés (1) et (2), c'est équivalent 2
-1
(3) (ab™ 31, 1)eK .
a'b = (P-l at P_l HEN ) 5 i, A) = (p-l 2t b i, A\) , et pour montrer que
O] pi 2 d o BIAR E A3 305 Moy

a'b € K , il suffit de montrer que (p;§ a™t bpkj 3 1, 1) €K .Or ceci résulte

de (3) et du fait que K n G est un sous-groupe normal. Donc (a , b) € Py b

P = P

Pour les sommes orthogonales de demi-groupes complétement O-gimples, la con-
gruence maximale séparant les idempotents est l'équivalence % . Les complexes K,
vérifiant (B) du théordme 5.5, forment un treillis complet modulaire d'élément zé-
ro l'ensemble des idempotents et d'élément universel la réunion des #-classes
groupes, c'est-d-dire la partie groupe de D . Pour un demi-groupe compl&tement
O-simple, ces complexes K sont les complexes réflectifs engendrés par un sous-

groupe du groupe de base.

Un probléme intéressant, traité par HOWIE dans le cas des demi-groupes inverses
[4], est de comparer les congruences séparant les idempotents d'un demi-groupe ré-

gulier D avec les congruences 1 telles que D/T soit un groupe.

Les résultats mis en évidence dans ce paragraphe tendent & montrer que la notion
de normalité pour les demi-groupes réguliers a un aspect double : ce qgui joue le
r6le de sous-groupe normal dans un groups est ici, soit une famille convenable de
sous-groupes normaux des sous-groupes maximaux, soit le complexe réunion de ces
sous-groupes normaux. Nous avions déja remarqué ce double aspect dans 1'étude des
congruences sur un demi-groupe completement O-simple [6]. En se limitant aux con-
gruences plus fines que ¥ , nous voyons que 1l'analogie avec le cas des groupes
est encore plus étroite.
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