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Séminaire DUBREIL~PISOT 7-01
(Algébre et Théorie des nombres) o .
17e annde, 1963/64, n° 7 20 janvier 1964

INTERPOLATION p-ADIQUE

par Mme Yvette AMICE

Soit r©(x) une fonction continue sur 7 et & valeurs dans gp , et soit fn(x)

p . Sve s
son n-iéme polyndme d'interpolation sur la suite des entiers naturels défini par

dg f s n et fn(j) = £(3) (G=0,1, ... , n) .
On obtient aisément :
£ (x) = é@ o ) o s = EO - 058 )
Cherchant & démontrer le théoréme de Weierstrass pour Ep , K. MAHLER [4] a ob~
tenu le résultat suivant.
THEOREME DE MAHLER. - Quelle que soit f continue sur Ep et & valeurs dans

Qp , la suite fn converge uniformément vers f sur Zp s et £ est somme de la

série (uniformément convergente)

(1) fx)= 3% a ).

nzonn

On peut de plus remarquer que

£ = max |£(x)| = max ]anl ,
XeZ n=0
~p
et donc que les polyndmes (i) constituent une base normale de 1l'espace des fonc-

tions continues sur Zp (muni de la norme de la convergence uniforme).

Ce résultat peut &tre étendu & des espaces de fonctions définies sur des compacts
"réguliers" M d'un corps valué complet localement compact X : on construit des
bases normales polynomiales de tels espaces & l'aide de suites & valeurs dans M s

convenablement réparties dans M , et cela permet d'obtenir des représentations des

fonctions par des séries d'interpolation analogues & (1).

1. Compacts réguliers.

Un systéme projectif (Mh » P k) est dit régulier si les ensembles M~ sont
finis et si : ’
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(1) Card My=1,
(i1)  les projections o, sont surjectives,
b

(1ii) VY k> 1, il existe un entier ¢ 2> 1 tel que VoeM .,
~1
Card (o o)) = .
(\Hk,k"l( )) qk

On posera alors Card Mk =q) eee @ = N? .

Un compact M de K est dit régulier si le systéme projectif qui lui est cano-
niquement associé est régulier (soit 1 une uniformisante de X ¢ Mk peut s'i-

dentifier & l'ensemble des classes modulo o qui rencontrent M ).

Exemple 1. - L'anneau de valuation A de X est un compact régulier de K ,
pour lequel g, = oK = Card (A/mA) .

Exemple 2. - La circonférence unité U de K, U= {xesK] ]xl::l} , est un com-
pact régulier de K pour lequel q = pF =1 et G = pr (k > 2) .

Exemple 3. - A un groupe profini G muni d'une métrique invariante, on peut as-

socier un systeéme projectif régulier canonique Gi = G/Hi ol Hi parcourt l'en-

semble des boules centrées a 1'élément neutre.

2. Conditions de répartition.

Soit u une suite & valeurs dans un compact régulier M de K , nous noterons

s () ={uy, u , en u b, 81 aeM
v = x| xen, [x-ol g%
vi@ , n, k) = Card {ufl(Vk(a)) n(O0, n=~1)3}.
(51 u est injective, v(@ , n, k) = Card {Sn n VkQJ)} .)
Nous utiliserons des suites satisfaisant aux conditions de répartition suivantes :

BRh : [ Une suite u est bien répartie d'ordre h dans M si VaoaeM, Vn3x1l,

-1
lskgn= ] <svle, n, k) <1+ [E2].

TBR : [ Une suite u est trds bien répartie dans M si elle y est bien répartie

de tous ordres h .

b

On voit que la condition BRh signifie que les projections de u sur les ensem-
bles M (1 £k <h) ysont "aussi bien réparties que possible". On vérifie aisé-
ment qu'un systéme de représentants de M modulo i peut 8tre ordonné de telle

dont il constitue les N premiéres

sorte que la suite périodique de période N b

N
J.h’
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valeurs, soit bien répartie d'ordre h .
La suite des entiers naturels est trés bien répartie dans gp .
On voit aussi que la sulte n - o est trés bien répartie dans la circonférence

unité de Q_ & la condition nécessaire et suffisante qu'elle y soit partout dense

~nl

(1. e. : 1l'image @ de « dans F'7 = (2/p2)* est racine primitive (p - 1)-idme
de 1'unité et v -1 1)y =1),

3. Interpolation des fonctions continues.

Soit E = c¢(M, K) l'espace des fonctions continues sur M ot & valeurs dans

K , muni de la norme de la convergence uniforme.

A une suite u injective & valeurs dans M , nous associons les suites de poly-
némes
Pn(x) = (x ~ uo)(x - ul) ees (X = uh—l)
et

= ; > .
Q) =P @/P (1) n3o0
D'autre part, étant donnée une fonction f € E , nous noterons £, son n-ieme
polynbme d'interpolation sur la suite u , défini par

dg £ <n, fn(uj) = f(uj) (3=0, ¢eo , n)

On a alors comme plus haut,

n -k
-y N ~{ 1 o)
£,00) = % g () o a = 1 f(uj)/Pk+l(qu> Py ()
k=0 j=0
Avec ces notations, nous dirons que la suite u est une suite d'interpolation pour
les fonctions continues & valcurs enticres, si

(1) v feE, |f- £ -0 quand n-e
@ vnzo, vreB, || <]

La condition (2) ci-dessus équivaut & : si f est & valeurs entidres, les £
le sont aussi.

THEOREME 1. - Les quatres conditions suivantes sont équivalentes :

°

(a) u st une suite d'interpolation pour les fonctions continues et A valeurs
entieres,
(b) ¥nzo0, lojs:
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(¢) u est trés bien répartie dans M,

(@) (Qn)nZO est une base normale de E .
La démonstration utilise essentiellement les propriétés suivantes :
1° Pour que (Gd)n>0 constitue une base normale de C(M , K) , il faut et il
L e
suffit que

@ lel <1,
() Soient Ej = {(feE| ||f] €1} et E= EO/ﬂEO : les images (En)nZO dans E

constituent une base algébrique de E [5].

20 I'espace E est 1'espace des fonctions constantes par morceaux sur M et

posséde donc une base naturelle formée de fonctions caractéristiques de boules.

3° On montre, par des procédés combinatoires, que " u est tres bien répartie"
équivaut & l'une des conditions suivantes :
A
B n _rn n
- ¥n>0, iPn(un)l = |n| on A = [qu +oee. ¥ [FE? + eee

- tnzo0, (Qf=1.

40 Lorsque u est trés bien répartie, les images Qh des Qn dans E se
comparent assez facilement & des fonctions caractéristiques de boules, ce qui per-

met de montrer qu'elles satisfont & (3).

Comme corollaire du théoréme 1, on obtient un résultat sur les "polynbmes a va-

leurs entidres sur M ", voisin de celui de [2], si M= A .

COROLIAIRE. - Les quatres conditions du théoréme 1 sont équivalentes a

2

(e) (Qn)n>0 constitue une base du A-module des polyndémes & valeurs entieres
el

sur M.

On peut généraliser ce théoréme aux fonctions & valeurs dans un espace de Banach
sur K , par produit tensoriel complété, ce qui permet d'étendre les résultats aux

fonctions continues de plusieurs variables.

4. Fonctions localement analytiques.

Soit f wune fonction localecment analytique sur M : pour x € M, soit px(f)
le rayon de convergence de la série de Taylor de f au point x , alors

p = igﬁ pX(f) est le "rayon de convergence cde f sur M ",
X Vi

Nous dirons que f est analytique d'ordre h sur M si p > Iﬂlh , donc toute

fonction localement analytique sur M 7y posséde un ordre d'analyticité.
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Soient DL y ses DN les Nh disques disjoints de rayon ‘n[h qui rencon-

h
trent M , notons @ un centre de Di o

L'espace Ah(M) des fonctions analytiques d'ordre h sur M est, de fagon na-
turelle, somme directe des Nh espaces de fonctions strictement analytiques sur
Di : on le munit de la norme somme directe, ce qui en fait un espace, de Banach.

n

3 — P h m’ L3 . 3
Soit £, (x) = ZO an’i(x - @, /m)" la série de Taylor de f en oy , si

nz 7
fea M, a ;=0 quand n-= et lanorme (fl| de f dans A (M) est
s

£}y, = mex  (sup e .[) .

. 1
i=l,...,l 020

; R . h\n
Si nous désignons par ; . la restriction au disque D, de (x - di/ﬂ )y,

N ponstitue une base normale naturelle de Ah(M) .
.‘h -

Soient d'autre part u une suite non nécessairement injective et & valeurs dans

(Xi,n)n;o,iﬂ, :

oey

M, et f une fonction localement analytique sur I : la suite des polyndmes d'in-
terpolation de f sar u est définie comme au n° 3, en imposant 1'égalité des dé-

rivées convenazbles comme il est d'usage.

Ceci associe & toute f € Ah(M) sa série d'interpolation sur la suite wu :

by

)y bn Pn(x) , le théoréme 2 ci-dessous permet de savoir & quelle condition cette
n0

série représente f dans Ah(M) .

THEOREME 2. - Pour qu'il existe une suite de scalaires (sn h)n>0 tels gue les
9 2

polyndmes s;lh Pn(x) constituent une base normale de Ah(M) , i1 faut et il suf-
—_—— 3

fit que u solt bien répartie d'ordre h dans M . On a alors

h
< (n
S = l —)
vl = V) TG
La démonstration de ce théoréme est également fondée sur la technique de "passage
au quotient" (3.2) : on compare les polyndmes de norme 1 proportionnels aux Pn
- X (M

avec la base naturelle Xn, 1 de Ah(l) .

Comme pour les fonctions continues, la généralisation aux fonctions & valeurs
dans un espace de Banach sur K , donc aux fonctions de plusieurs variables, se fait

par produit tensoriel complété.

On voit alors que les théorémes 1 et 2 permettent de caractériser les fonctions

localement analytiques parmi les fonctions continues.
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THEOREME 3. - Soient u une suite trés bien répartie dans M, Qn les polyné-

mes associés, et solt

f(x) = 2 a Q (x) (an - Q)
=0

une fonction continue sur M , alors f est analytique d'ordre h sur M a la

e

condition nécessaire et suffisante que

vig) - v T D)<

COROLLAIRE 3.1. = Avec les notations du théoréme 3, supposons de plus que

1 . .
51 T <+« , alors f est localement analytique sur M i la condition ncces-

saire et suffisante que

v(an)

lim ~—=e > 0
o~ n

Dans le cas particulier ou M = Zp et o, =1,

s'énoncer " a /[“Tﬂ' - 0", on a alors un résultat équivalent & celui de [3].

la condition du théoréme 3 peut

Nous voyons quc le théoréme 3 permet de situer le rayon de convergence p de f
par rapport aux puissances |ﬂ\h de |ﬂl , on peut préciser la valeur de ce rayon
p s toujours & l'aide du comportement asymptotique des a s et aussi déterminer
s'il s'agit d'un rayon de disques ouverts ou fermés de convergence (cf. [1],
chap. III, théorime 3).

5. Applications.

5.1. Recollement des 8éries de Taylor. - Soient @ 5 eeo , oy des représen-

tants de 1 modulo , indexés de telle sorte que la suite de période Nh définie

par u, | =o; pour i=1, ..., Nk , soit bien répartie d'ordre h dans M
4
(ef. n° 2). Posons

R(x) = p‘h(X - ay) eee (X = a ). avec w, = N Cl— + + ALJ
1 A N h ™ "h'N °

Ny I °° N
et

— r i ~
Ri(x) = (x-q) .. (x- ai) avec wy [——] +oee. + [N

pour i=1, ..., Nh -1, 0 -

Alors d'aprés le théoréme 3, les polyndémes (R ) 50 définis par Rn = Ri R &1

n=i+q , 0<ic< N, , constituent une base normale de A (M) .
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Soit d'autre part P(x) wun polyndme de degré inférieur & Nh : on constate aisé-
ment que ses normes ||P||, (norme de la convergence uniforme sur M ) et HPHh

(norme de P dans Ah(M) ) sont égales.

Avec ces notations, le théoréme 3 admet le corollaire suivant.

COROLIAIRE 3.2. - Tcute f € Ab(M) admet une représentation unigue

£x) = 3 £ (x) RG)™
m0

avec

Lo fm est un polyndme de degré inférieur & Nh H

20 el = sup Iiz,
7k

— sup lIf 1l .
n = 598 I£le 3

30 si Fk(x) = 2 fm(x) R(x)™ Fk(x) et f(x) coincident ainsi que leurs

k premiéres dérivées aux points «; : les polynbmes fm(x) se cslculent donc par

interpolation & partir des séries de Taylor de f aux points Qg .

5.2. Sommes de séries de Laurent. - Désormais U est la conférence unité de Qp ,
et o un élément de U tel que n - o soit trés bien répartie dans U (par
exemple o = expp ou « =((L +p) , [ désignant une racine primitive (p - 1)-

iéme de L ).
Nous savons qu'une série

b (I -x)(l - x/a) oov (I = x an-l)

(2) f(X) = n

!

5
n=0
est uniformément convergente sur U & la coadition nécessaire et suffisante que

n n-1 . i .
ibn(l —a){d -=a ) «oo (L =g)| » 0, soit encore

n - n . n - e a
v(bn) + [ET:’IU +'LER¥T:7T7J F oee. [;;zg—:~zyg Foaes o+ @ (Théoréme 2).

Soit d'autre part 2 an/xn une série de Laurent restreinte (an - 0) : sa
n>l

.2 “ L] ’ Pd 3
somme est une fonction continue sur U , donc représentable sur U par une série (2).

PROPOSITION l. - la série (2) a pour somme une fonction f(x) développable en

série de Laurent restreinte & la condition nécessaire et suffisante gu'il existe

une fonction ¢(t) continue sur U et telle que b = @(l/dn) . Alors si

. ¢ n
f(x) = nél an/x , on a
-1
(b =) ove (b =o")

@(t) =t 2
N ) BN

.
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La démonstration de cette proposition est fondée sur le calcul explicite de la
série (2) associde & L/x" , les sommations effectuées se justifiant par le théo-

reéme 2.

On peut remarquer que l'expression de @(t) ci-dessus en est un développement sur
une base normale de C(U , Qp) , ce qui permet de formuler la proposition l sous la

forme équivalente :

PROPOSITION 1 bis. - Soit (a ) une suite de scalaires tendant vers O . No-

n’ n>l
tons :
- fa(x) = 2 an/xn la série de Laurent restreinte qui lui est associée sur la
Dzl n .
base canonigue (1/x )nzl ;
n-1
- @a(t) =t 2 a, (t-a) ... (- n—l) la fonction continue sur U qui lui est
nxl (1 -0a) eee (L=o )

(6 - @) ... (4 =™

(1 =) oo (1 =™

associde par la base normale ¢

de c(U ,gp) .

Alors fa(x) admet la série d'interpolation

£ = 2 gL =) e (L")

2
n

Ce résultat permet aussi de caractériser parmi les séries (2) celles qui sont 1li-
mite uniforme sur U de familles bornées de sommes de séries de Laurent restrein-

tes : ce sont les séries (2) telles que sug b | <+ .
n> n

5.3. Fonctions usuelles. - Nous donnons ici & titre d'exemple des séries d'inter-

polation pour 1l'exponentielle et le logarithme.

Exponentielle. - Soit e, un élément de la cldture algébrique de gp tel que

k
k-1
(ek)p = eXp p b

alors la série

k
exp pX = 2 (ek - l)n<pnx>

n>0

converge uniformément, sur la boule ]x] < p"k

de Qp , vers une fonction exponen-
tielle prolongeant 1'exponentielle usuelle et & valeurs dans l'extension totalement

. ns 2 , k-1
ramifiée (de degré p ) Qp(ek) de Qp .

Logarithme. - Soit o = exp p o4 ( est une racine primitive (p - 1)-ilme de

1 . Alors la série
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logx=p I —— (1 -0l -x@) ... (1-x6"")

nle-"'O[

converge uniformément sur U , sa somme est le logarithme usuel pour x € 1 + pgp ,

et ona Logg =

Cette série fournit donc une représentation globale sur U du prolongement natu-

rel du logarithme obtenu en posant Log ¢ =0 si ¢

(L]
(2]
[3]
[4]
(5]

-l _
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