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5-01

ÉLÉMENTS INJECTIFS (OU COMPLÉMENTS) DANS LES TREILLIS MODULAIRES

par Jacques FORT

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 5 6 j anvier 1964

Nous nous proposons, dans ce travail, de définir une notion d’élément injectif
dans un treillis (L) modulaire , n-continu et complet (pour ces définitions, voir

[4]) ; nous nous sommes volontairement limités à la considération des seuls élé-
ments de (L) et nous n’avons pas cherché à plonger (L) dans un treillis (L’)
plus riche en propriétés que (L) , ce qui est le cas, par exemple, du treillis
des sous-modules d’un module M , lorsque M est plongé dans un module injectif.
Nos définitions ont cependant été choisies de telle sorte qu’elles coïncident le

plus souvent avec les définitions habituelles correspondantes, dans le cas parti-
culier où (L) est le treillis des sous-modules d’un module injectif.

Le chapitre 1 rappelle ou précise quelques propriétés des treillis modulaires.
Les chapitres 2 et 3 sont consacrés à l’étude des extensions essentielles d’un élé-
ment donné de (L) ; les éléments de (L) qui ne possèdent pas d’extension essen-
tielle propre ont été appelés injectif s 3 bien qu’ils coïncident les éléments

compléments de (L) (théorème 3.1) ; ces deux appellations sont maintenues afin
de conserver l’analogie des énoncés des propriétés étudiées avec ceux des proprié-
tés correspondantes que nous connaissons, touchant les modules.

Nous prouvons y au chapitre q. ~ l’existence "d’enveloppe s inj ective s" d’un élément
donné de (L) , qui sont caractérisées par des énoncés de même forme que ceux 
tant sur les enveloppes injectives d’lm module (théorème 4.2), à l’exception cepen-
dant de leur unicité à un isomorphisme près.

Les éléments inj ectifs de (L) sont étudiés au chapitre 5 ; leurs di-
verses caractérisations sont fondamentales pour l’étude des applications conduite
au chapitre 6, et pour celle des éléments isotypiques de (L) (cette dernière étu-
de fait l’ objet de l’exposé n° 6 du 13 janvier 1964).

Chapitre 1

Similitude dans les treillis modulaires

1. Notations et définitions.

Les éléments du treillis (L) sont notés par des capitales d’ imprinwrie .:



A f B 3 ... ~ X ~ .... L’union (borne supérieure) et l’intersection (borne infé-

rieure) de (L) sont respectivement écrites u et n . 0 et U sont l’élément

nul et l’élément universel de (L) . La relation d’ordre A ~ B dans (L) se li-

ra indistinctement : A est inférieur ou égal à B ~ A est contenu (ou plongé)
dans B ~ B contient A ~ B est une extension de A dans (L) .

On appelle quotient A/B le couple formé de deux éléments de (L) tels que

B ~ A ; au quotient A/B est associé le sous-treillis de (L) , ou segment, cons-
titué de tous les éléments X de (L) tels que : B ~ X ~ A ; ce segment sera

noté aussi A/B ; pour l’ordre induit par celui de (L) ~ A/B est un treillis

modulaire , n-continu et completo

Deux quotients A/B et C/D sont dits transposés (cf o G. BIRKHOFF, ~2~ y p. 72)
si l’un des couples de conditions suivantes est réalisé :

(a) B~AnD et C == A u D ;

(b) D = B n C et A=BuC.

Nous savons que, dans ces conditions, l’application T -~ T u D (resp. T ~T n C)
réalise un isomorphisme des treillis A/B et C/D (cf. propriété 3, p. 63 de ~~~9
ou le théorème 6, p. 73 de [2]). Dans le cas particulier du treillis des sous-

groupes distingués stables d’un groupe à opérateurs, deux groupes quotients trans-
posés A/B et C/D sont isomorphes (de façon naturelle) en tant que groupes à

opérateurs (cf. par exemple le théorème 6, p. 83 du chapitre 1 de [3]) .

Deux quotients A/B et C/D sont dits semblables (cf. 04 ORE, ~13~ ~ I~ p. 430)
ou projectifs (cf. G. BIRKHOFF, ~2~ ~ po 72) s’il existe une suite finie de quo-

tients X 2 ~Y ~ 2 w .. p telle que deux quotients successifs soient

transposés, et que A/B = les treillis A/B et C/D sont

alors isomorphes.

2. Un théorème de similitude.

Dans la suite, il sera fait usage de la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1. - Soient A , B , H , trois éléments de (L) tels que

H n A = H n B (= x)

Al = (H u B) n A B 1 = (H u A) n B .

1° Les quotients A /N et B1/N sont semblables et l’isomorphisme correspon-
dant : T ~ (T u H) n B laisse invariant tous les éléments de (A n B)/N .



2° Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) 

(b) Bi = A n B ,
(c) N = H n (AuB) .

Preuve. - Soit 

1° A./N et F/H sont des quotients transposés car :

pui sque (L) e st modulaire ; T -~ Tu H

est 1~ isomorphisme associé à cette

transposition. De les quotients

F/H et sont transposés, l’iso-

morphisme associé étant : T ~ T ~ B car

lorsque T ~ F .

,A 1 /N et B 1 /N sont donc sembla-

bles, l’isomorphisme associé

étant le composé des deux isomorphis-
mes précédents.

o laisse invariant tout élément Z

de (A n B)/N ; en effet, Z  B ?
N= H n B  Z ~ et la modularité de

(L) entraînent

2° Montrons tout d’abord que l’élément H’ = H n (A u B) peut remplacer H dans

les expressions définissant Al et Soit T ~ A u B ,

De même :



Il suffit alors de faire respectivement T = B et T = A dans chacune des égali-
tés précédentes pour obtenir :

Supposons maintenant que Al = A n B ; (L) étant modulaire :

Inversement, supposons que H ~ _ N , alors :

L’équivalence des conditions (b) et (c) se démontre de la même manière.

3. Décompositions directes.

Rappelons les définitions et propriétés suivantes :

DÉFINITION 1.1 (cf. G. BIRKHOFF [2]~ p. 74 et 94). - Z étant un élément donné

de (L) ~ un élément A de (L) est union directe sur Z des n éléments

~1 ~~2 ~ ~" ~~n lorsque les conditions suivantes sont réalisées :
n

1" A = UA,..

2~ A~ ~ ... ~ A sont 

Lorsque Z = 0 (cas usuel) , on écrit :

PROPOSITION 1.2 (cf. 0. ORE [13], I, p. 435). - Pour que n éléments A1, A2 ,..., An
de (L) soient u-indé ndants sur Z , il faut et il suffit que

COROLLAIRE 1.1. - Le s trois c onditions suivantes sont équivalentes :



Chapitre 2

Eléments injectifs de (L)

1. Extensions essentielles.

La notion d’extension essentielle d’un module introduite par ECKMANN et SCHOPF

dans [6] , s’étend sans modification aux éléments de (L) :

DEFINITION 2.1. - L’élément B de (L) est extension essentielle de A dans

(L) si et si X étant un élément inférieur ou égal à B , la relation’

A ~ X = 0 implique X = 0 .
De Domine ~ pour deux éléments B ~ A ~B ~ A) du quotient B est appelé

extension essentielle de A dans C/D si

Remarque. - Dans le treillis des sous-objets d’un objet d’une catégorie, R.DEHEUVELS
définit un sous-objet épais E d’un objet C par la propriété :

H sous-objet de C i et HnE=0 => H = 0 ,

ce qui équivaut à dire que C est extension essentielle de E ~ ou que E est

élément essentiel du treillis des sous-objets (cf. définition 2.3 du chapitre 2).

Un couple A c B de sous-objets de C est dit épais si A est épais dans B

(ce qui signifie que B est extension essentielle de A dans C ).

Lorsque le treillis des sous-objets de C satisfait à l’axiome :

Toute famille filtrante croissante (B.) de sous-objets a une borne supérieure

U B. , et quel que soit le sous-objet H , on a ,

Pour tout sous-objet A ~ il existe alors au moins un couple épais maximal ~.~ CB)
(cf. le théorème 2.1 du chapitre 2) ; et il est ainsi possible d’introduire et d’ é-
tudier des sous-objets injectifs et des enveloppes injectives (R. DEHEUVELS, Cours
d’Analyse supérieure, Fac. Sc. Lille 1958/59, non publié).



Il est aisé de vérifier :

PROPOSITION 2.1. - Soient A , B , C , trois éléments du quotient E/D , tels ue

A~B~C.

Pour que C soit extension essentielle de A dans E/D , il faut et il suffit
que C soit extension essentielle de B dans E/D et que B soit extension

essentielle de A dans E/D .

PROPOSITION 2.2. - Pour que E soit extension essentielle de A dans 

faut et il suffit que, pour tout C et tout D’  D , E soit extension es-

sentielle de A dans C~/D= .

Seule la condition nécessaire est à prouver. Soit donc X E (L) tel que X ~ E ,
X n A = D ~ . (L) étant modulaire :

E étant extension essentielle de A dans C/D :

ce qui entratne X ~ D ~ A ~

2. Eléments injectifs de (L) .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d’un module injectif M, l’en-
semble de s sous-modules injectifs de M e st identique à l’ensemble de s sous-modules

n’ayant pas d’extension essentielle propre (cf. L. LESIEUR et R. CROISOT [la], p. 98
et 99) . Il e st ainsi légitime de poser :

DEFINITION 2.2. - L’élément Q de (L) est dit injectif s’il ne possède pas
d’extension essentielle propre clans (L) ( 0 et U sont 

Cette définition s’étend aux quotients de (L) : Q E C~D est dit injectif dans
C/D , s’il ne possède pas d’extension essentielle propre dans C/D . Ceci est équi-
valent à :

" A E (L) , Q  A ~ C fi =~> Il 3 X, X E (L) , D  X ~ A, 
A l’exemple de R. E. JOHNSON (cf. [9], III, p. 710), donnons la définition :

DEFINITION 2.3. - On appelle élément essentiel de (L) ou épais (cf. Terminologie
de R. DEHEUVELS, remarque suivant la définition 2.1), un élément S ayant la pro-



priété suivante :

,Il revient au même de dire que U est extension essentielle de S .

THÉORÈME 2.1. - Tout élément non essentiel A de (L) peut être plonge dans un

injectif de (L) , distinct de U ~ et qui est extension essentielle maximale de A
dans (L) .

En effet, la famille S = des extensions essentielles de A dans (L)
est non vide, et est inductive pour l’ordre induit sur S par celui de (L) .Pour
le vérifier, considérons une sous-famille S’ = non vide de S ~ totale-
ment ordonnée* La borne supérieure E = U E existe dans (L) complet. Mon-

trons que E est extension essentielle dans (L) :

Par suite : b’ a E t‘X~ ~ X n A n E ~ 0 ; E étant extension essentielle de A
a a

dans 

(L) étant n-continu

Donc, E est dans

Choisissons un élément maximal Q de F (théorème de Zorn) ; toute extension
essentielle de Q étant extension essentielle de A (en vertu de la proposition
2.1)~ Q est élément injectif de (L) ; Q est distinct de U ~ car A n’est

pas essentiel.

COROLLAIRE 2.1. - Pour que S soit un élément essentiel de (L) , il faut et il
suffit que U soit le seul injectif de (L) qui contienne S.

(Appliquer la proposition 2.1 et le théorème 2.1~~

PROPOSITION 2.3. - Q est un élément inj ectif du quotient B/A de (L) si, et
seulement si. Q e st élément injectif de tout quotient B ~ ~A f ~ B’ i étant un él’é-
ment arbitraire de B/Q et A’ étant un élément arbitraire de Q A ,

(Considérer une extension essentielle de Q dans et appliquer la pro-
position 2.2~~



Chapitre 3

Eléments compléments de (L)

1. Compléments et injectifs.

La notion de complément est étroitement liée à celle d’extension essentielle :

- dans le cas des modules (cf. L. LESIEUR et R. CROISOT, [11], et aussi G. RENAULT
[~4~ et [15]),
- dans le cas des catégories abéliennes (cf. P. GABRIEL, [8], p. 361) ~
- dans le cas des treillis modulaires (cf. R. E. JOHNSON, [9], I, p. 520).

DEFINITION 3.1. - Soit A un élément de (L) ; tout élément K de (L) maxi-

mal dans 1~ ensemble des X de (L) tels que XnA= 0 , est appelé complément
relatif (ou plus simplement complément) de A dans (L) . Un élément complément
dans (L) est un élément K pour lequel il existe A E (L) dont K soit complé-

ment relatif.

Tout élément A de (L) admet au moins un complément dans (L) (conséquence
immédiate du fait que (L) est complet et n-continu).

THÉORÈME 3.1. - Pour que A soit élément injectif du quotient CD, il faut et
il suffit que A soit élément complément de C/D .

La condition est suffisante : A est complément de B dans C/D . Soit alors
C/D tel que A  A i 9 A étant maximal dans C/D tel que A n B = D , nous

avons :

A est inj ectif dans C/D .

La condition est nécessaire : Soit K un complément de A dans A étant

injectif dans C/D . Montrons que A est complément de K dans C/D . Si non, il
existerait C/D tel que :

Mais A étant injectif dans on pourrait trouver X E CiD tel que :

DXA~ i et AnX=D.

Par suite,

Kn (A u X) = A n X = D ,



et dtaprès le corollaire 1.2 :

D=XnK=An (X u K) .

La maximalité de K 1 tel que A n K = D , entraînerait : X u K = K ou X= Xn K= D f
en contradiction avec D  X .

Remarque. - Lorsque (L) n’est pas modulaire, un élément de (L) peut être in-

jectif sans être complément.

Il en est ainsi pour l’élément A

du treillis ci-contre.

COROLLAIRE 3.1. - Si un élément K de (L) e st complément d’un injectif Q de

(L) , alor s Q e st c omplément de K dans (L) .

Deux tels éléments K et Q compléments l’un de l’autre sont dits compléments
réciproques.

2. Complément s et extensions essentielles.

R. E. JOHNSON a établi les deux résultats suivants (cf. ~9~~ I, p. 520) ~ énoncés
dans le langage adopté ici :

PROPOSITION 3.1. - Soit K un complément dè A dans (L) ; pour qu’un élément
E contenant A soit extension essentielle de A , il faut et il suffit que :

PROPOSITION 3.2. - Si K est complément de A dans (L) , A u K e st alors un

élément essentiel de (L) .

La première de ces propositions nous permet d’ établir :

PROPOSITION 3.3. - Soient A et B deux éléments de (L) tels que A B.
Pour que A ~ B aient même ensemble de compléments dans (L) ~ il faut et il
suffit que B soit une extension essentielle de A .

La condition est nécessaire , en vertu de la proposition 3.1. Réciproquement sup-
posons que B soit extension essentielle de A ; alors, tout complément de A est

complément de B (proposition 3.1) ; soit, d’autre part, K un complément de B :
B n K = 0 ~ et aussi A n K = 0 . Il existe alors au moins un complément K’ de A

qui contient K 9 K’ est aussi complément de B d’après ce qui précède, ce qui
montre que K = Kt .



PROPOSITION 3.4. - Si K est complément de A dans (L) , A u K est alors

élément essentiel du quotient U/K .

Soit en effet X E (L) tel que X n (A u K) = K . Il résulte :

X a K , et la maximalité de K entraîne X = K .

3. Compléments d’un même élément.

Deux compléments K et K ~ f d ~ un même

élément A de (L) ne définissent pas
en général deux quotients K/0 et 

isomorphes, comme le montre l’exemple ci-
contre (modulaire).

Il est néanmoins possible de trouver des

sous-quotients K 1 /o dans K/0 et 

dans semblable s et non triviaux

(i. e. contenant en commun le quotient

(Kn K’)/0 et différents tous deux de ce quotient) , plus précisément :

THÉORÈME 3.2. - Si K et K’ sont deux compléments de A dans (L) , distincts,
K. et K’ tels que :on peut alors trouver K~ t Ki tels que:

1° KnK’ K~ K ~ 
2° Les quotients K1/0 et sont semblables.

Preuve. - K et K’ sont distincts, tous deux compléments de A ~ donc incom-

parables :

KuK’ >K’ et K U Kt > K .

En r ai son de la maximalité de K (ou de

K ~ ) ~ l’élément A n ~K u Kt) e st dif-

férent de 0 .

La proposition 1.1 appliquée au choix :

A-~K ~ B-~K~ ~ H-~A

montre que les quotients et K~~O
sont semblables,

Ki = (A u KI) n K , K’1 = (AuK) nK’



et que

puisque A n (K u K’) est distinct de 0=KnA=K’nA.

Remarque. - Dans le cas du treillis (L) des sous-modules d’un module U, la si-

militude des quotients et définit un isomorphisme des sous-modules

Ki et K~ .

4. Deux caractérisations des éléments compléments.

G. RENAULT a montré (ci. [1§] , théorème 1) qu’un sous-module X d’un module M

est complément dans M si, et seulement s’il est la trace sur M d’un sous-module

injectif de l’enveloppe injective E (~~) de M.

E (M) est, en particulier, une extension essentielle de M (cf. ECKMANN-SCHOPF

[6]). Il est possible d’étendre cette propriété aux quotients A/0 du treillis

(L) , et à toute extension essentielle E de A dans (L) :

Soit E une extension essentielle de A dans (L) ; pour que
X soit un élément complément dans le quotient il faut et il suffit que :
X = K est un élément complément (ou injectif) du quotient E/0 .

La condition est nécessaire : Soit X ~ complément de l’élément N de 
X n N = 0 . E étant un élément de (L) contenant A ( E pas nécessairement ex-
tension essentielle de A ) ~ considérons un élément K de E/0 qui contienne X

et qui soit complément de N dans E/0 .

X étant complément de N dans A/0 : X = A n K .

La condition est suffisante : Soient E ü~e extension essentielle de A dans

(L) , K un complément de H dans 

montrons que l’élément X = K n A est 

plément de l’élément N = H n A dans A/0 .
Soit donc A/X tel que 

(L) étant modulaire :

E est extension essentielle de A :



(X’ u K) nH= 0.

K est complément de H dans E/0’ :

Xf u K = K ~ 

Le théorème suivant étend de même à (L) la proposition 1 de [15] :

THÉORÈME 3. 4. - Le s propriétés suivante s sont équivalentes :

(1) X e st élément complément de ~L) ~

(2) Quels E et A de (L) contenant X : avec E extension es-

sentielle de A dans (L) , alors E e st e tension essentielle de A dans le
quotient U/X .

(1) entraine (2) : Soit Z E E/X tel que Z n A = X . N étant un élément de

(L) dont X soit le complément :

E est extension essentielle de A dans (L) :

Mais et X est complément de N :

(2) entraine (1) : Soit N un complément de X dans (L). Montrons que X

est complément de ~’ dans (L) . Pour cela, considérons X’ E U/X tel que

X ~ n N = 0 . (L) étant modulaire :

Mais N u X est un élément essentiel de (L) d’après la proposition 3.2 9 la
propriété (2) de l’ énoncé du théorëise appliquée à et à A = N u X ~ en-
traîne que N u X est aussi un élément essentiel du quotient U/X ; donc X’ =X .

Chapitre 4

Enveloppes injectives d’ un élément.

1. Théorème fondamental.

Lorsqu’un module A est sous-module d’un module injectif Q , nous savons que
toute extension essentielle E de A est isomorphe (relativement à A ) à un

sous-module de Q contenant A (cf. [10], prop. 10.7).



Pour le treillis (L~ ~ nous obtenons : ,

Soient Q un inj ectif de (L) contenant A , E une extension

essentielle de A dans (L) telle que E ,~ Q 9 dans ces conditions) il existe

El et Q1 ayant les propriétés suivantes :

(1) 

(2) Il existe une similitude des quotients Q /0 ! laissant invariant’s
tous les éléments de (E n Q) /0 .

D’autre part, entraîne X n E = 0 , car E est

extension essentielle de A. Le lemme est alors une conséquence de la proposition
1.1 appliquée au cas :

Dans tout injectif Q contenant un élément donné A de (L ,
il existe une extension essentielle de A qui est élément injectif de (L) .

Preuve o - Soit E une extension essentielle maximale de A dans le quotient

Q/0 (existence assurée par le théorème 2.1 et par son corollaire). Nous nous pro-
posons de montrer que E , qui est injectif dans Q~0 ~ est aussi injectif dans
(L) . Considérons pour cela une extension essentielle E’ t de A dans (L) , con-
tenant E :

E’ n Q est extension essentielle de A dans Q/0 (cf. propositions 2.1 et 2.2) ;
la maximalité de E montre que

Supposons que E’ t > E . Dans ces conditions, E l ~ Q , en raison du caractère
maximal de E . Le lemme 4.1 montre alors qu’il existe E’1 et Ql ayant les pro-

priétés

et il existe un isomorphisme de treillis a : E z ~~0 -~ Q z ~0 ~ laissant invariants
tous les éléments de E/0 (donc ci fortiori ceux de A~4 ~ . Mais est une ex-

tension essentielle de A ~ puisque E’ t est une extension essentielle de A 9 en

raison de 1~ isomorphisme Q~ est aussi extension essentielle de A ~ telle



que E  f~ 9 ce qui est impossible, d’après la définition de E .

Ainsi donc, toute extensioh essentielle E’ de A dans (L) contenant E est

nécessairement confondue avec E . E est donc sans extension essentielle propre

dans (L).

A l’exemple des résultats connus dans le cas des modules (cf. P. GABRIEL, C7~~
p. 17.03, ou L. LESIEUR et CROISOT, [10], théorème 10.2) , nous obtenons :

THEOREME 4.2. - Etant donné un élément A de (L) y il existe un élément E de
(L) , contenant A , et ayant le s propriétés équivalentes suivantes :

(1) E est maximal dans l’ensemble des extensions essentielles de A dans (L)

(2) E e st extension essentielle de E est élément complément dans tout

quotient E ~~0 ~ E’ étant une extension arbitraire de E dans (L) ;

(3) E est extension essentielle de A ~ et élément inj ectif de (L) ;

(4) E e st minimal dans l’ensemble de s injectifs de (L) contenant A .

L’existence d’un élément E possédant la propriété (1) est assurée par le thée-

rème 2.1 (si A est essentiel, alors E = U)c

L’ éqUivalence de (1) et (3) résulte de la définition d’ un injectif et de la pro-
position 2.1.

L’équivalence de (2) et (3) est assurée par la proposition 2.3 et par le théorè-

me 3.1.

(3) entraîne (4) , car E est extension essentielle de tout élément du quotient

E/A .

Enfin, soit E un élément minimal dans l’ensemble des injectifs de (L) conte-

nant A . En vertu du théorème 4.1 y il existe dans E une extension essentielle

E’ de A qui est élément injectif de (L). Donc 9 E = Et t vérifie les conditions

(3).

DEFINITION 4.1. - Un élément E de (L) satisfaisant aux propriétés du théo-
rème 4.2 est appelé enveloppe injective de A dans (L) .

Le théorème 4.1 exprime que dans tout injectif de (L) contenant A ~ il existe
une enveloppe injective de A.

Remarque. - Un élément A peut admettre plusieurs enveloppes injectives E ~ E t ~ ...
dans (L) , sans que les quotients E~0 ~ E’ ~0 ~ ... soient semblables (isomorphes)
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deux à deux. Nous pouvons le voir sur l’exem-

ple de treillis modulaire ci-contre.

Deux enveloppes injectives distinctes E et

Et de A dans (L) sont cependant 
lement isomorphes", au sens suivant :

Il existe deux éléments E~ et de (L),
contenus respectivement dans E et con-

tenant strictement E n E’ , et tels que les

quotients E1/0 et soient semblables.

En effet, E et E t ont même ensemble de

compléments dans (L) , celui des compléments
de A (cf. proposition 3.3) ; soit K l’un

d ’ entre eux : E et E’ sont alors deux 

pléments distincts de K (cf. corollaire 
Il suffit d’appliquer le théorème 3.2 pour ob-

tenir les éléments E~ et E~ désiréso

2. Eléments co-irréductibles de (L).

Rappelons la définition d’éléments co-irréductibles (cf. par exemple, P. GABRIEL,
[8~, p. 359).

DEFINITION 4.2. - Un élément A de (L) , A ~ 0 ~ e st dit co-irréductible,
lorsque 0 est n-irréductible dans le quotient A/0.

Les propriétés des sous-modules co-irréductibles (E. prop, 2.2) ~
ou des objets co-irréductibles (P. GABRIEL, ~8~ ~ prop. p. 361) , se transposent
aux éléments co-irréductibles de (L) de la façon suivante :

PROPOSITION 4.1. -  (A) étant l’ensemble de s enveloppes injectives d’ un élément
donné A de (L) , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A est élément co-irréductible ;

(2) Tout élément de S ( A) e st élément injectif mini mal de (L) , c’ e st-à -dire
élément minimal de l’ ensemble de s inj ectif s non nuls de (L) ;

(3) Tout élément E de (A) est une enveloppe injective de tous les éléments
non nuls du quotient E/0 g

(4) &#x26; (A) contient au moins un élément E ayant l’une des propriétés :



(a) E e st co-irréductible,
E est injectif minimal,

(y) E e st enveloppe injective de tous le s éléments non nuls de E/0.

Montrons que (1) entraine les propriétés (2) , (3) , et (4) :

Soient E E &#x26;(A) et Q un injectif de (L) vérifiant :

Alors Q = E , sinon il existerait X ~ 0 tel que

X  E et 0 = X n Q ,

ce qui est impossible car E , en tant qu’extension essentielle de A ~ est aussi

co-irréductible (aisé à vérifier). De plus, E étant co-irréductible est extension

essentielle de tous les éléments Z non nuls de E~0 ~ donc enveloppe injective
de Z .

Supposons maintenant qu’un élément E soit injectif minimal de (L) .

Si 0 était n-réductible dans A/0 , il existerait X , Y , tels que

Soit E t une enveloppe injective de X contenue dans E (théorème 4. ~) 9 

car E’ est extension essentielle de X ; nous aurions donc :

ce qui serait contraire au caractère minimal de l’injectif E .

Enfin supposons que l’élément E de 6 (A) soit enveloppe injective de tous les

éléments non nuls de E/0 . Tous ces éléments sont essentiels dans E~0 ~ et 0

est n-irréductible dans a fortiori dans A/0 .

Chapitre 5

Eléments injectifs e de (L)

1. Injectifs (compléments) minimaux.
Pour un sous-module A d 1 un module T~ ~ la propriété d’être complément minimal

est équivalente à celle d’être complément co-irréductible (cf. G. RENAULT, [14] et

~ L 5~) . Cela s’étend à (L) et se précise ainsi :

Soit A un élément de (L). Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :



(1) A est co-irréductible maximal ;

(2) A est injectif minimal 9

(3) A est élément injectif et co-irréductible.

L’équivalence de (2) et de (3) est assurée par la proposition 4.1 ~ car, lorsque
A est injectif, l’ensemble 6(A) de ses enveloppes injectives est réduite à {A}
(cf. théorème 3.2). Les implications (1) ~ (3) et (~) ; > (1) sont également assu-
rées par la proposition q..1 ~

Remarque. - Lorsqu’il n’est pas vide, l’ensemble des éléments co-irréductibles

de (L) contenus dans un élément donné B de (L) est inductif pour la relation

d’ordre de (L) (vérification aisée).

2. Inj ectif s (compléments) maximaux.

Un élément injectif maximal de (L) est un élément maximal de l’ensemble des

injectifs de (L) distincts de l’élément universel U .

Nous savons qu’uh sous-module A ~ complément maximal dans un module M ~ est
nécessairement sous-module n-irréductible minimal de M (cf. G. RENAULT, ~15~ ~
théorème 3).

L’introduction de la notion de complément universel dans (L) , permet de carac-
tériser avec précision ces éléments injectifs maximaux s

DEFINITION 5.1. - Un élément K de (L) est appelé complément universel dans
(L) , s’ il n’est pas essentiel, et s’il e st complément dans (L) de tout élément
Z de (L) satisfaisant à

Soit A un élément de (1) ; le s c onditions suivante s sont équi-
valente s :

(1) A est n-irréductible et non singulier ;
(2) A est injectif (ou complément) maximal;
(3) A est maximal dans l’ensemble de s éléments non essentiels de (L);
(4) A est complément universel.

De plus, lor sque l’une de s conditions précédentes e st réalisée~ A e st alors
minimal dans l’ensemble de s n-irréductibles de (L) .

Preuve. - Elle suivra le cycle d’implications :



(a) Preuve de (2) => (1) . - A , injectif maximal par hypothèse, est complément

d’un élément N de (L) , non nul, car 

Soit une n-décomposition de A dans (L) , triviale ou non,

qui entraîne :

Considérons un complément K de A2 n N dans (L) , contenant A étant

complément maximal dans (L) :
- ou bien K = A , et par suite A = A~ 9
- ou bien K = U , qui entraîne N = 0 , et par suite A = A (puisque A

e st complément de N ).

L’ n-décomposition de A est donc trivialee

(b) Preuve de (1) ~ (4) . - Considérons A ~ n-irréductible et non essentiel.

Soit Z tel que Z > 0 ~ AnZ=0 (il existe dans (L) de tels éléments

puisque A n‘ est pas essentiel). Montrons que A est complément de Z dans (L) ;
s oit donc A’ t E (L) , A ~ nZ=0 ; (L) étant modulaire :

Mais A est n-irréductible, et A u Z > A (sinon Z = A n Z = 0 ) ; par suite:
AI = A .

(c) Preuve de (4) ~ (3). - Soit A un complément universel dans (L) ; A

est non essentiel, par définition. Considérons un élément non essentiel A’ de

(L) tel que A ; il existe alors X E (L) ayant les propriétés :

X > 0 , X n A’ = 0 (donc X n A = 0 ).

A étant complément de X : At = A .

(d) Preuve de (3) => (2) . - Soit A un élément maximal dans l’ensemble des élé-

ments non essentiels de (L). Toute enveloppe injective E de A dans (L) est

distincte de U y puisque A est non essentiel; il existe donc des injectifs (soit
Q l’un d’entre eux) de (L) tels que

A ~ Q  U .

Nous affirmons que Q = A . En effet, Q est complément d’un élément N de (1~
(théorème 3. ~) ; N n’est pas nul (car Q ~ U ) :

QnN=O=AnN;



et si Q était distinct de A ~ il serait essentiel, et il en résulterait N = 0.

Considérons, pour terminer, un élément A vérifiant les conditions précédentes,
et montrons qu’il est n-irréductible minimal. Si A = 0 , il n’y a rien à montrer.

Si A > o ~ A est alors complément d’un élément N > 0 ; 0 = N dans ce cas,

le caractère minimal de A résulte de la propriété suivante des treillis modulai-

res (appliquée pour X = A , Y = N ~ Z=0):

LEMME 5.1. - Soient trois éléments X, Y , Z de (L) , tels ue :

Z =X nY , X > Z, Y>Z .

Dans ces conditions, il n’ existe aucun élément n-irréductible de (L) distinct

de X et Y , dans les quotients X/Z et Y/Z .

En effet, si T vérifie par exemple : Z ~ T  X ~ alors :

(sinon, T ~ Y entraînerait ce qui est en contradiction

avec Y>Z ).

Remarqué s :
1° Il existe des n-irréductibles minimaux

qui ne sont pas injectifs : c’ e st le cas de

l’élément A du treillis modulaire ci-contre,
qui est essentiel et distinct de U .

2° Il peut arriver que tous les éléments non

nuls de (L) soient tous essentiels, et les
seuls injectifs sont alors 0 et U . C’est le cas du treillis des idéaux de

l’anneau des entiers Z .

3. Caractérisation de s injectifs extrêmaux au moyen de leurs compléments.

PROPOSITION 5.1. - Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions
suivante s sont équivalentes:

(1) A e st co-irréductible ;
(2) Tous les compléments de A sont des inj ectifs maximaux de (L) ;
(3) A possède un complément qui e st injectif maximal de (L) .

(1) entraine (2) : Soit K un complément de A ; K > 0 , car A est non essen-

tiel ; A > 0 ,puisque A est co-irréductible ; il en résulte que K est non es-

sentiel. Montrons que K est n-irréductible :



K = K. n K. > K y K- > K entraîneraient (puisque K est complément de

A ) :

ce qui contredirait le fait que 0 est n-irréductible dans A/0 . K est co

plément maximal de (L) s d’après le théorème 5.2.

(2) entraîne (3) : évident.

(3) entraine (1) : Soit K un complément de A , K étant complément maximal
de (L) ; alors, K  U 9 K > 0 (puisque A n’est pas essentiel)* Si 0 était

n-décomposable dans alors K serait n-décomposable dans (K u A) /K ~ car
les deux quotients A/0 et (K u A)/K sont transposés (cf. chapitre 1).

PROPOSITION 5. 2. - Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions

suivantes sont équivalentes:

(1) A est ~-irréductible ;
(2) A est injectif et tous ses compléments sont des injectifs minimaux ;
(3) A est injectif et possède un complément qui est injectif minimal.

(1) entraine (2) : Soit A un n-irréductible non essentiel de (L) ; A est

alors injectif (cf. théorème 50 2) ~ Si A = 0 , tous les éléments non nuls de (L)
sont essentiels. et les seuls injectifs de (L) sont 0 et U ( A = 0 ~ U , car
U est essentiel dans (L) ) g et leur seul complément de A = 0 est U ~ lequel
est bien, dans ce cas, injectif minimal de (L) .

Si A > 0 , considérons un complément K de A 9 K > 0 ~ car A n’est pas es-

sentielo Les quotients K/0 et (K u A)/A sont transposés, par suite 0 est

n-irréductible dans K/0 9 de plus, K n’est pas essentiel. K est complément
co-irréductible, donc injectif minimal (théorème 5.1).

(2) entrane (3) : Evident.

(3) entra1ne (1) : Soit A injectif possédant un complément K qui est injectif
minimal de (L) . A est alors complément de K (corollaire 3.1), qui est co-
irréductible non essentiel (théorème 5. ~) . La proposition 5.1 montre alors que A

est injectif maximale et aussi n-irréductible non essentiel (théorème 5.2).



Chapitre 6

A lications

1. Applications aux ~-décompositions.

Supposons qu’un élément X de ~L~ ~ X ~ U ~ soit l’intersection réduite d~une
famille collective ( Xi , i e I , et i ~ j entraîne X. ) non vide , finie

ou infinie , d’éléments n-irréductibles X, de (L) :

ce qui, lorsque X n’est pas n-irréductible, équivaut à :

Dans le quotient U/X, l’élément Xi est donc n-irréductible et non essentiel ;

X. 1- possède ainsi, dans toutes les propriétés données au théorème 5.2, et

c ’est en particulier un élément minimal dans l’ensemble des n-irréductibles de (L)
qui contiennent X .

Si X est en outre complément dans (L) , les composantes sont des complé-
ments maximaux non seulement dans le quotient U/X, mais encore dans le treillis
(L) En effet, soit N > 0 un élément de (L) dont x soit complément ;

> X entrane alors 1

Xi , étant n-irréductible et non singulier dans (L) , est bien complément maxi-
mal dans (L) (cf. théorème 5.2).

Nous avons donc montré :

PROPOSITION 6.1. - Soit X un élément de (L) a représentable
en intersection réduite d’éléments n-irréductibles X. de (L) :

Dans ces conditions ;

1° Tous les X. sont minimaux dans l’ensemble des n-irréductibles de (L) g£
contiennent X .

2° Si X est complément dans (L) , tous les Xi sont des compléments (ou in-
maximaux de ~L~ .



Cette proposition prend effet lorsque la représentation de tout élément en inter-

section réduite d’éléments n-irréductibles, en nombre fini, est assurée ; c’est

en particulier le cas lorsque (L) est noethérien (cf. ~5~ ~ p. 12) ; mais cette

représentation est aussi assurée lorsque (L) est artinien (cf. L. LESIEUR et

R. théorème 80 1 ) .

THÉORÈME 6.1. - Si (L) est noethérien (ou artinien) , tout élément complément
K de (L) , distinct de U 9 est l’ intersection réduite d’ un nombre fini n de

compléments maximaux de (L) ; et cet entier n (n ~ 1) ne dépend que de K .

Le fait que deux telles décompositions de K , en intersection réduite finie de

compléments maximaux, aient le même nombre n de composantes, résulte du théorème

de KUROS-ORE ([5], p. 122), et du fait que tout complément maximal de (L) est

n-irréductible (théorème 5.2) .

2. Autre s applicat ions.

Indiquons l’énoncé de deux résultats (les démonstrations seront publiées prochai-
nement).

THEOREME 6.2. - Soit U l’élément universel du treillis (L) , mo-

dulaire et complet, et vérifiant la condition :

(S) Deux compléments maximaux réciproques de (L) sont touj our s supplémentaires
(leur union e st U ).

Dans ces conditions, pour deux décompositions de U en union directe d’un nombre

fini d’éléments injectifs minimaux de (L) :

on a et il existe une permutation ~ de l’ensemble {l , 2 , ... , n~
telle que le quotient soit semblable au quotient M’ (i)/0 pour tout i .

Ce théorème, appliqué au treillis (L) des sous-modules d’un module U , donne
l’énoncé du théorème d’AZUMAYA dans le cas d’un nombre fini de composantes directes

(cf. 

En effet U y étant somme directe finie de sous-modules injectifs, est lui-même
module injectif, et le treillis (L) vérifie alors la condition (S).

De plus, les sous-modules injectifs indécomposables de U coïncident avec les

éléments compléments (injectifs) minimaux du treillis (L) ; enfin, toute similitude
définit, dans le cas des modules, un isomorphisme des modules quotients correspondants.
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THÉORÈME 6.3. - Pour qu’un A-module à gauche unitaire Q soit injectif, il faut

et il suffit que_, pour tout idéal à gauche a de A , le sous-module Q’ 1 =Qx{0}

du module produit P =Q x (A/a) ait la propriété suivante :

(P) Tout complément de~ Q dans P~ ~~ supplémentaire~ Q~ .
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