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Séminaire DUBREIL-PISOT 5-01
(Algébre et Théorie des nombres) o
17e année, 1963/64, n° 5 6 janvier 1964

ELEMENTS INJECTIFS (OU COMPLEMENTS) DANS LES TREILLIS MODULAIRES

par Jacques FORT

Nous nous proposons, dens ce travail, de définir une notion d!'élément injectif
dans un treillis (L) modulaire, n-continu et complet (pour ces définitions,voir
[4]) ; nous nous sommes volontairement limitds & la considération des seuls élé-
ments de (L) et nous n'avons pas cherché 3 plonger (L) dans un treillis (L!)
plus riche en propriétés que (L) , ce qui est le cas, par exemple, du treillis
des sous-modules d'un module M , lorsque M est plongé dans un module injectif.
Nos définitions ont cependant été choisies de telle sorte qulelles colincident le
plus souvent avec les définitions habituelles correspondantes, dans le cas parti-
culier ot (L) est le treillis des sous-todules d'un module injectif.

Le chapitre 1 rappelle ou précise quelques propriétés des treillis modulaires.

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés & 1!'étude des extensions essentielles d'un é1lé~

ment donné de (L) ; les éléments de (L) qui ne possédent pas d'extension essen—
tielle propre ont été appelés injectifs, bien qu'ils coincident avee: les éléments
compléments de (L) (théoréme 3.1) ; ces deux appellations sont maintenues afin
de conserver l'analogie des énoncés des propriétés étudides avec ceux des proprié-

tés correspondantes que nous connaissons, touchant les modules.

Nous prouvons, au chapitre 4, l'existence "d'enveloppes injectives" d'un élément

donné de (L) , qui sont caractérisées par des énoncés de méme forme que ceux pore
tant sur les enveloppes injectives d'un module (théoréme 4.2), & 1'exception cepen-
dant de leur unicité & un isomorphisme prés.

Les éléments injectifs extrémaux de (L) sont étudids au chapitre 5 j leurs di-
verses caractérisations sont fondamentales pour 1'étude des applications conduite

au chapitre 6, et pour celle des &éléments isotypiques de (L) (cette dernidre étu-
de fait 1'objet de 1l'exposé n° 6 du 13 janvier 1964).

Chapitre 1

Similitude dans les treillis modulsires

1. Notations et définitions.

Les éléments du treillis (L) sont notés par des capitales d'imprimerie
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AyB,y eee 3 Xy oos » Llunion (borne supérieure) et 1l'intersection (borne infé-
rieure) de (L) sont respectivement écrites U et n s O et U sont 1'élément
nul et 1'élément universel de (L) . La relation dtordre A < B dens (L) se li-
ra indistinctement : A est inférieur ou égal @ B, A est contenu (ou plongé)

dans B, B contient A , B est une extension de A dans (L) .

On appelle quotient A/B 1le couple formé de deux éléments de (L) tels que
B < A ; au quotient A/B est associé le sous-treillis de (L) , ou segment, cons-
titué de tous les éléments X de (L) tels que ¢+ B X< A ; ce segment sera
noté aussi A/B ; pouwr l'ordre induit per celui de (L) , A/B est un treillis

modulaire, n-continu et complet.

Deux quotients A/B et C/D sont dits transposés (cf. G. BIRKHOFF, [2], p. 72)

si 1'un des couples de conditions suivantes est réalisé :

(a) B

i

AnD et C=AuUD;

(v D

1

BnC et A

BuC .

Nous savons que, dans ces conditions, l'application T - Tu D (resp. T->TnC)
réalise un isomorphisme des treillis A/B et C/D (cf. propriété 3, p. 63 de[5],
ou le théoréme 6, p. 73 de [2]). Dans le cas particulier du treillis des sous-
groupes distingués stables d'un grcupe & opérateurs, deux groupes quotients trans-~
posés A/B et C/D sont isomorphes (de fagon naturelle) en tant que groupes a
opérateurs (cf. par exemple le théoréme 6, p. 83 du chapitre 1 de [3]).

Deux quotients A/B et C/D sont dits semblables (c2. O, ORE, [13],1, pe 430)
ou projectifs (cf. G. BIRKHOFF, [2], p. 72) s'il existe une suite finie de quo~
tients X;/I; y X /Y, 5 een X /Y , telle que deux quotients successifs soient
transposés, et que A/B = Xl/Yl , C/D= Xn/Yn ; les treillis A/B et C/D sont
alors isomorphes.

2. Un théoréme de similitude.

Dens la suite, il sera fait usage de la proposition suivante ¢

PROPOSITION l.l. - Soient A , B, H, trois éléments de (L) tels que

HnA=HnB (=)

A, =(HUB) nA Bl:(HuA)nB.

1° Les quotients Al/N et Bl/N sont semblables, et l'isomorphisme correspon-
dent 2 T - (T U H) nB laisse invariant tous les éléments de (A n B)/N .
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20 Les trois conditions suivantes sont équivalentes @

(a) Ay
(b) B,
(¢) N

Preuves - Soit F=(H,A) "(E B) .

Hn (AuB) .

10 Al/N et F/H sont des quotients transposés car :

HnaA =Hn BUB) nA=HnA=N,

HUA1=HU[An HuB]=HUA)ON(HUB) =F,

@ u H) n.B=Zu(H

2° Montrons tout d'abord que 1'é1lément H?
les expressions définissant A, et B, « Soit

est modulairej T-»Tu H

est 1'isomorphisme associé & cette

puisque (L)

transposition. De m8me, les quotients
F/H et B;/N sont transposés,1'iso-

morphisme associé étant: T -+TnB car

TnB =Tn (HuA) NB=TnB
lorsque T L F .

Al/N et B;/N sont done sembla-

bles, 1l'isomorphisme associé
c: T->(TuH nB

étant le composé des deux isomorphis-
mes précédents.

o laisse invariant tout élément Z
de (An B)/N ; en effet, Z <B,
N=HnBgZ , et la modularité de
(L) entrafnent

ﬂB):Z.

Hn (Au B)
TAuB,

peut remplacer H dans

(TuvHE) nA={Tu[Hn AUB)]}nA=(TuHn (AuB)ﬁA:(TuH)nA.

De méme ¢

TuH) NB=(Tu

H)nB.
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I1 suffit alors de faire respectivement T =B et T = A dans chacune des égali-

tés précédentes pour obtenir :

A1=(H'UB)nA Bl=(H'uA)nB.
Supposons maintenant que A, = An B j (L) étant modulaire
B=BuU (AnB) =BuA =Buf[An BUuH)]=(BuA)n(@BUE),

mais H! SAuB.

B=H'uU[Bn (AuB)] =H"uB, ce qui entratne

H' =H'nB=Hn (AUuB) «B=HnB=N.
Inversement, supposons que H' =N , alors :

Alz(H'uB)nA=(NuB)nA=BnA.

L'équivalence des conditions (b) et (c) se démontre de la méme maniére.

3« Décompositions directes.

Rappelons les définitions et propriétés suiventes :

DEFINITION 1.1 (cf. G. BIRKHOFF [2], p. 74 et 94)s = 27 &tant un &lément donnd

de (L) , un élément A de (L) est union directe sur Z des n éléments

Ap 9 Ay y eee , A de (L) lorsque les conditions suivantes sont réalisées :

n
lo A = U A.Q L
i=1 =

2 A, Ay gy eee y A sont u-indépendants suwr Z , c'est-d-dire :

Vi, An (%Aiiw=z’ Ai;éZ.

Lorsque Z = 0 (cas usuel), on derit @

n
A= L A, .
i=1 +

PROPOSTIION 1.2 (of. O. ORE [13], I, p. 435). - Pour que n gléments & , Ayjeee,h_
de (L) soient u-indépendants sur Z , 31 faut et il suffit que

‘Ai;éZ et Ain(Alquu...uAi_l)—_-Z (1=2,3, e00 yn &

COROLLAIRE 1.1, ~ Les trois conditions suivantes sont équivalentes
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(@) Ajnh,=A3n (8 UA),
(o) Ayn Ay =40 (AZUAB) y

(e) A3nA1=A2n (ABUAl) .

Chapitre 2
Eléments injectifs de (L)

1, Extensions essentielles.

La notion d'extension essentielle d'un module introduite par ECKMANN et SCHOPF
dans [6], s*étend sans modification aux éléments de (L) :

DE’FINITION 2¢ls - L'élément B de (L) est extension essentielle de A dans
(L) si BgLA, et si, X étant un é1ément inférieur ou égal & B, la reletion

AnX=0 i’mgligue X=0.

De mfme, pour deux éléments B , A (B > A) du quotient C/D, B est appelé
extension essentielle de A dans C/D si

"X<B, XNA=D" implique "X=D".,
Remarques — Dans le treillis des sous-objets d'un objet d'une catégorie,R.DEHEOVELS
définit un sous-objet épais E d'un objet C par la propriété :
H sous-objet de C ,et HNE=0= H=0,

ce qui équivaut & dire que C est extension essentielle de E s, ouque E est
élément essentiel du treillis des sous-objets (cf. définition 2.3 du chapitre 2).

Un couple A C B de sous-objets de C est dit épais si A est épais dans B
(ce qui signifie que B est extension essentielle de A dans C ).

Lorsque le treillis des sous-objets de C satisfait 3 1taxiome :

Toute famille filtrante croissante (Bi) de sous-objets a une borne supérieure
U Bi » et quel que soit le sous-objet H , on a,
i

Hn (UBi) =L,J (HnBi) )
i i

Pour tout sous-objet A , il existe alors au moins un couple épais maximal (A cB)
(cf. le théordme 2.1 du chapitre 2) ; et il est ainsi possible d'introduire et 4'é-
tudier des sous~objets injectifs et des enveloppes injectives (R. DEHEUVELS, Cours
d'Analyse supérieure, Face. Sc. Lille 1958/59, non publig).
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Il est aisé de vérifier :

PROPOSITION 2.l. - Soient A , B, C, trois éléments du quotient E/D , tels que

A<BZC.

Pour que C soit extension essentielle de A dens E/D , il faut et il suffit
que C soit extension essentielle de B dans E/D et que B soit extension

essentielle d¢ A dans E/D .

PROPOSITION 2+2. - Pour que E soit extension essentielle de A dans YC/D s &1
faut et il suffit que, pour tout C!' > C et tout D! <D, E soit extension es-
sentielle de A dans C!/D* .

Seule la condition nécessaire est & prouver. Soit donc X € (L) tel que XKE,
XnA=D'", (L) étant modulaire

MuX) nA=Du (XnNnA) =DuD'=D.
E étant extension essentielle de A dans C/D :
DuX=D,
ce qui entrafne X <D KA,

D!'=XnA=X.

2. Eléments injectifs de (L) .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module injectif M y llen-
semble des sous-modules injectifs de M est identique & 1'ensemble des sous=modules
n'ayant pas d'extension essentielle propre (cf. L. LESIEUR et R. CROISOT [10], Pe 98
et 99)s I1 est ainsi 1égitime de poser :

r
DEFINITION 2.2, - L!'élément Q de (L) est dit injectif s'il ne posséde pas
dlextension essentielle propre dans (L) ( O et U sont des injectifs).

Cette définition s*étend aux quotients de (L) : Qe C/D est dit injectif dans
C/D , s'il ne possdde pas d'extension essentielle propre dans C/D . Ceci ést équi-
valent & :

"Ae (L) , Q<AgC" =>"3IX, Xe (1), D<XgA, QnX=Dr",

A l'exemple de R. E. JOHNSON (cf. [9], III, p. 710), donnons la définition :

»
DEFINITION 2.3. - On appelle élément essentiel de (L) ou épais (cf. Terminologie
de R. DEHEUVELS, remarque suivant la définition 2.1) s Un élément S ayant la pro-
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priété suivante

Il revient au mfme de dire que U est extension essentielle de S .

THFOREME 2.1. - Tout &lément non essentiel A de (L) peut étre plongé dans un
injectif de (L) , distinct de U , et qui est extension essentielle maximale de A

deans (L) .

En effet, la famille $ = {Ea}aea des extensions essentielles de A dans (L)

est non vide, et est inductive pour ltordre induit sur § par celui de (L) .Pour

le vérifier, considérons une sous-famille &' = {Ecx} non vide de & , totale-

oed?

ment ordonnée. La borne supérieure E = U E  existe dans (L) complet. Mon-

o= 4]
trons que E est extension essentielle de A dans (L) :
Soit ¢ Xe (L) , XXE, XnA=0.
E

Par suite ¢+ Vae d' , XnAn E,=03; étant extension essentielle de A

dans (L)

a

e

Vaoed , XnE =0.
(L) étant n-continu,

X=XnE=Xn (U EO:)=U (XnEa)=Oe
cad! asd!

Donc, E est dans § ,

Choisissons un élément maximal Q de § (théoréme de Zorn) ; toute extension
essentielle de Q étant extension essentielle de A (en vertu de la proposition
2.1), Q est élément injectif de (L) ; Q est distinet de U , car A n'est
pas essontlel.

COROLLATRE 241, = Pour que S soit un élément essentiel de (L) , il faut et il

suffit que U soit le seul injectif de (L) qui contienne S .

(Appliquer la proposition 2.1 et le théoréme 2.1.)

PROPOSITION 2.3. - Q est un élément injectif du quotient B/A de (L) si, et
seulement si, Q est élément injectif de tout quotient B!/A? s B! étant un é1é-
mont arbitraire de B/Q et A' &tant un &lément arbitraire de Q/A .

(Considérer une extension essentielle de Q dans Bt/At s et appliquer la pro-
position 2.2:)



Chapitre 3

Eléments compléments de (L)

l. Compléments et injectifs,

La notion de complément est étroitement lide & celle d'extension essentielle 3

- dans le cas des modules (cf. L. LESIEUR et R. CROISOT, [11], et aussi G. RENAULT
[14] et [15]),
- dans le cas des catégories abéliennes (cf. P. GABRIEL, [8], p. 361),

- dans le cas des treillis modulaires (cf. R. E. JOHNSON, [9], I, pe 520).

DEFINITION 3.1. - Soit A wn &lément de (L) 3 tout &lément K de (L) maxi-
mal dans l'ensemble des X de (L) tels que Xn A =0, est appelé complément
relatif (ou plus simplement complément) de A dans (L) . Un élément complément
dans (L) est un é1ément X pour lequel il existe Ae (L) dont K soit complé~

ment relatif.

Tout élément A de (L) admet au moins un complément dans (L) (conséquence

immédiate du fait que (L) est complet et nN-continu).

T .
THEOREME 3el. = Pour que A soit élément injectif du guotie'nt C/D , i1 faut et

il suffit que A soit élément complément de C/D .

La condition est suffisante : A est complément de B dans C/D . Soit alors
A'€ C/D tel que A<A'; A &tant maximel dans C/D tel que An B =D , nous
avons s

A'aB>D abec (A'n B) n A =D ;

A est injectif dans C/D .

La condition est nécessaire : Soit K un complément de A dans C/D, A &tant
injectif dans C/D . Montrons que A est complément de K dans C/D . Si nom, il
existerait A'€ C/D tel que :

A'>A, AMnK=D.
Mais A étant injectif dans C/D , on pourrait trouver X€ C/D tel que :
D<XgA' et ANX=D.
Par suite,

Kn(AuX) =AnX=D,
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et dtaprés le corollaire 1.2 :
D=XnX=An XuKk .

La maximalité de K , tel que A n K =D , entrafnerait ¢+ Xu K =K ou X=XnK=D,

en contradiction avec D < X .

Remarque. - Lorsque (L) n'est pas modulaire, un élément de (L) peut étre in-

jectif sans étre complément.

Il en est ainsi pour 1'élément A

du treillis ci-contre.

0
COROLLAIRE 3.1, - Si un élément K de (L) est complément d'un injectif Q de
(L) , alors Q est complément de K dans (L) .

Deux tels éléments K et Q compléments l'un de 1'autre sont dits compléments

réciproques.

2. Compléments et extensions essentielles.

Re E. JOHNSON a établi les deux résultats suivents (cf. [9], I, p. 520), énoncés
dans le langage adopté ici :

PROPOSITION 3.1l. - Soit X un complément de A dans (L) ; pour gqu'un élément
E contenant A soit extension essentielle de A , il faut et il suffit que :

EnK=Oo

PROPOSITION 3.2. - Si K est complément de A dans (1) , A UK est alors un
élément essentiel de (L) .

La premiére de ces propositions nous permet d'établir

PROPOSITION 3.3. - Soient A et B deux éléments de (L) tels que AgB.
Pour que A et B aient mfme ensemble de compléments dans (L) , il faut et il
suffit que B soit une extension essentielle de A .

La condition est nécessaire, en vertu de la proposition 3.1. Réciproquement, sup-
posons que B soit extension essentielle de A ; alors, tout complément de A est
complément de B (proposition 3.1) ; soit, d'autre part, XK un complément de B :
BNK=0, et aussi AnK=0, Il existe alors au moins un complément K! de A
qui contient K ; K' est aussi complément de B d'aprés ce qui précede, ce qui
montre que X = K! ,
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PROPOSITION 3.4. - Si K est complément de A dans (L) , AUK est alors
élément essentiel du quotient U/K .

Soit en effet Xe (L) telque Xn (AuK) =K. Il résulte :
O=AnK=An[Xn (AuK]=AnX,

X>K, et la maximalité de K entrafne X =K.

3. Compléments d'un méme élément.

Deux compléments K et K!' d'un méme
élément A de (L) ne définissent pas
en général deux quotients K/O0 et K!/0
isomorphes, comme le montre l'exemple ci-

contre (modulaire).

I1 est néanmoins possible de trouver des
sous-quotients K /O dans K/0 et Ki/O
dans K'/0 , semblables et non triviaux

0

(i. e. contenant en commmn le quotient
(K n K')/0 et différents tous deux de ce quotient), plus précisément ¢

r
THEOREME 3.2. - Si K et X' sont deux compléments de A dans (L) , distincts,
on peut alors trouver K1 et K]'_ tels que ¢

1° KnkK' <K K, KnK' <K <K',

2° Les quotients Kl/O et K{/O sont semblables.

Preuves - K et K'! sont distincts, tous deux compléments de A , donc incom-

parables ¢

Ku K!

KuZK! >K' et KuK!' >K,

En raison de la maximalité de K (ou de
K' ), 1'élément H' = An (KU K!') est dif-
férent de 0 .

La proposition l.l appliquée au choix :
A-K, Bo>K', HoA

montre que les quotients X /0 et k1/0
sont semblables,

Ki,=(Auk)nk, Kl =(AUuK nK
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et que

KnK' <K , Knk' <K!,

puisque A N (K UK') est distinct de 0=KnA =K' nA.

Remarque. - Dans le cas du treillis (L) des sous-modules d'un module U , la si-
militude des quotients K, /0 et Ki/O définit un isomorphisme des sous-modules

Kl et Ki .

4+ Deux caractérisations des éléments cqggléments.

Ge RENAULT & montré (cf. [15], théoréme 1) qu'un sous-module X d'un module M
est complément dans M si, et seulement s'il est la trace sur M d‘un sous-module

injectif de 1l'enveloppe injective E(M) de M.

E(M est, en particulier, une extension essentielle de M (cf. ECKMANN-SCHOPF
[6])« I1 est possible d!'étendre cette propriété aux quotients A/0 du treillis
(L) , et & toute extension essentielle E de A dans (L) ¢

> |
THEOREME 3.3. - Soit E une extension essentielle de A dans (L) 3 pour que
X soit un élément complément dans le quotient A/0 , il faut et il suffit que

X=Knh, ot K est un élément complément (ou injectif) du quotient E/O .

La condition est nécessaire : Soit X , complément de 1'élément N de A/0 3
XnN=0. E étant un élément de (L) contenant A (E pas nécessairement ex~
tension essentielle de A ), considérons un élément K de E/O qui contienne X
et qui soit complément de N dans E/O .

KnN=03; AnKnN=0, AnKe /0O, X<AnK;

9

X étant complément de N dans A/0 : X =AnK.

La condition est suffisante : Soient E upe extension essentielle de A dans

o B (L) , X un complément de H dans E/O ;
montrons que 1'élément X =K n A est com
plément de 1'élément N = H n A dans A/O .

Soit donc X' e A/X telque X*nN =20,
(L) étant modulaire

[(E'UK) nH]lnA=[X'u KKnA)]nH-=
'nH=X'nAnH=X'nN=0.

E est extension essentielle de A
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(X*uK) nH=0,
K est complément de H dans E/0':
X'uykKk=XK, X =X"nK=XtnAnKk=XtnX=X.

Le théoréme suivant étend de mfme & (L) la proposition 1 de [15]

{
THEOREME 3¢4¢ - Les propriétés suivantes sont équivalentes @

(1) X est élément complément de (L) ,

(2) Quels que soient E et A de (L) contenant X , avec E extension es-
sentielle de A dans (L) , alors E est extension essentielle de A dans le

quotient U/X .

(1) entrafne (2) : Soit Z € E/X telque ZnA=X. N é&tent un élément de
(L) dont X soit le complément

ZNNNA=NNnX=0,
E est extension essentielle de A dans (L)
ZNN=0.
Mais Z>X, et X est complément de N :
Z =X,
(2) entrafne (1) ¢ Soit N wun complément de X dans (L) . Montrons que X

est complément de N dans (L) . Pour cela, considérons X! e U/X tel que
X*nN=0. (L) étant modulaire ¢

X=Xu0=XU WnX'Y)=XFuN) nXt.

Mais N U X est un élément essentiel de (L) d'aprés la proposition 3.2 § la
propriété (2) de 1'énoncé du théordme appliquée 3 E =T et d A=Nu X, en-
trafne que N U X est aussi un élément essentiel du quotient U/X ; donc X! =X,

Chapitre 4

Enveloppes injectives d'un élément.,

le Théoreme fondamental.

Lorsqu'un module A est sous-module d'un module injectif Q , Nous savons que
toute extension essentielle E de A est isomorphe (relativement 3 A ) & wn
sous-module de Q contenant A (cf. [10], prop. 10.7).
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Pour le treillis (L) , nous obtenons :

LEMME 4,lo - Soient Q un injectif de (L) contenant A , E une extension
essentielle de A dans (L) telle que E.é_Q 3 dans ces conditions, il existe

E, et Ql ayant les propriétés suivantes :

(1) EnQ<E <E, EnQ<Q <Q,

(2) I1 existe une gimilitude des quotients El/O et Ql/O , laissant invariants
tous les éléments de (E n Q)/0 .

EuQ>Q; Q é&tant injectif, il existe X £ 0 tel que
X<EuQ et XnQ=0.

D'autre part, XNENA=XnENnQnA=0 entrafne XnE =0, car E est
extension essentielle de A . Le lemme est alors une conséquence de la proposition

1.1 appliquée au cas :

ALE, BoQ, HoX,

r 3
THEORZME 4.1. - Dans tout injectif Q contenant un élément donné A de (L) ,

il existe une extension essentielle de A gqui est élément injectif de L .

Preuve. - Soit E une extension essentielle maximale de A dans le quotient
Q/0 (existence assurée par le théoréme 2.1 et par son corollaire). Nous nous pro-
posons de montrer que E , qui est injectif dans Q/0 , est aussi injectif dans
(L) « Considérons pour cela une extension essentielle E!' de A dans (L) , cOn=~

tenant E
E'SE'nQZ2EZA.

E' n Q est extension essentielle de A dens Q/0 (cf. propositions 2.1 et 2.2) 3
la maximalité de E montre que

E'nQ:E.

Supposons que E! >E . Dans ces conditions, E! £ Q , en raison du caractére
maximal de E . Le lemme 4.1 montre alors qu'il existe Ei et Ql ayant les pro-
priétés

E<E] <B', E<Q, <Q,

et il existe un isomorphisme de treillis o : Ei/O - Ql/O s laissant invariants
tous les éléments de E/O (donc « fortiori ceux de A/O ). Mais E! est une ex-
tension essentielle de A , puisque E! est une extension essentielle de A 3 en

raison de 1l'isomorphisme o , Q, est aussi extension essentielle de A , telle
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que E <Q ; ce qui est impossible, d'aprés la définition de E .

Ainsi donc, toute extensioh essentielle E! de A dans (L) contenant E est
nécessairement confondue avec E + E est donc sans extension essentielle propre

dans (L) &

k 1'exemple des résultats connus dans le cas des modules (cf. P. GABRIEL, [7],
ps 17.03, ou L. LESIEUR et CROISOT, (107, théoréme 10.2), nous obtenons :

» 4
THEOREME 4.2, - Etant donnd un élément A de (L) , il existe un élément E de

(L) , contenant A , et ayant les propriétés équivalentes sulvantes :

(1) E est maximal dens 1l'ensemble des extensions essentielles de A dans (L) 3

() E est extension essentielle de A , et E est élément complément dans tout

we

quotient E'/0 , E' &tant une extension arbitraire de E dans (L)

(3) E est extension essentielle de A , et élément injectif de (L)

vo

(4) E est minimal dans l'ensemble des injectifs de (L) contenant A .

Ltexistence d'un élément E possédant la propriété (1) est assurée par le thée—

réme 2.1 (si A est essentiel, alors E =T ).

Lt'équivalence de (1) et (3) résulte de la définition d'un injectif et de la pro-

position 2.1.

L'équivalence de (2) et (3) est assurée par la proposition 2.3 et par le théore-

me 3.10

(3) entraftne (4), car E est extension essentielle de tout élément du quotient
E/A .

Enfin, soit E un élément minimal dans 1'ensemble des injectifs de (L) conte-
nant A . En vertu du théoréme 4.1, il existe dans E une extension essentielle
E' de A qui est élément injectif de (L) . Donc, E = E! wvérifie les conditions

(3).

L4
DEFINITION 4.1. - Un élément E de (L) satisfaisant aux propriétés du théo-
réme 4.2 est appelé enveloppe injective de A dans (L) .

Le théoréme 4,1 exprime que dans tout injectif de (L) contenant A4 , il existe
une enveloppe injective de A .

Remarque. ~ Un élément A peut adwetire plusieurs enveloppes injectives E ,E!, ...
dans (L) , sans que les quotients E/O , E*/0, ... soient semblables (isomorphes)
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deux & deuxe Nous pouvons le voir sur l'exem-

U ple de treillis modulaire ci-contre.

Deux enveloppes injectives distinctes E et

Et de A dans (L) sont cependant "partiel-

E? \f) lement isomorphes", au sens suivant :
E

I1 existe deux éléments E, et E! de (I),
contenus respectivement dsns E et E' , con-
tenant strictement E n E' , et tels que les
quotients El/O et Ei/O soient semblables.

En effet, E et E' ont mfme ensemble de
compléments dans (L) , celui des compléments
de A (cf. proposition 3.3) 3 soit X 1'un
d'entre eux ¢ E et E!' gont alors deux com-
pléments distincts de X (cf. corollaire 3.1).
I1 suffit d'appliquer le théoréme 3.2 pour ob-

tenir les é1léments El et Ei désirés.

2+ Eléments co-irréductibles de (L) .

Rappelons la définition d'éléments co-irréductibles (cf. par exemple, P. GABRIEL,
(8], pe 359).

DEFINITION 4.2. - Un élément A de (L) , A # 0, est dit co-irréductible,
lorsque O est n-irréductible dans le quotient A/O .

Les propriétés des sous-modules co-irréductibles (E. MATLIS, [12], prop. 2.2),
ou des objets co-irréductibles (P. GABRIEL, [8], prope 11, p. 36l), se transposent
aux éléments co-irréductibles de (L) de la fagon suivante @

PROPOSITION 4.1. -~ &(A) étant 1l'ensemble des enveloppes injectives d'un élément

donmné A de (L) , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A est élément co-irréductible

(2) Tout é1ément de &(4) est &lément injectif minimal de (L) , c'est-a-dire
élément minimal de l'ensemble des injectifs non nuls de (L) ;

(3) Tout élément E de &(4) est une enveloppe injective de tous les &léments

non nuls du quotient E/O ;

(4) &(A) contient au moins un élément E ayant 1l'une des propriétés :
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() E est co-irréductible,

()) E est injectif minimal,

(y) E est enveloppe injective de tous les ¢léments non nuls de E/O .

Montrons que (1) entraine les propriétés (2 , (3) , et (4)
Soient E € &(A) et Q un injectif de (L) vérifiant :
0<QgE .
AMors Q =E , sinon il existerait X £ 0 tel que
XKE et 0=XnQ,

ce qui est impossible car E , en tant qu'extension essentielle de A , est aussi
co-irréductible (sisé a vérifier). De plus, E étant co-irréductible est extension
essentielle de tous les éléments % non nuls de E/O , donc enveloppe injective

de Z .

Supposons maintenant qu'un élément E de &(A) soit injectif minimal de (L) .

Si 0 était n-réductible dans A/0 , il existerait X , ¥, tels que
0<XgA, 0K<YgLA, 0=XnTY.

Soit E' une enveloppe injective de X contenue dans E (théoréme 4.1) 53 YEE!,

car E' est extension essentielle de X § nous aurions donc 3
0<E! <E ,
ce qui serait contraire au caractere minimal de 1'injectif E .

Enfin supposons que 1'élément E de &(A) soit enveloppe injective de tous les
é1éments non nuls de E/O . Tous ces éléments sont essentiels dans E/0 , et O
est n-irréductible dans E/O , a fortiori dans A/O .

Chapitre 5

Eléments injectifs extrémaux de (L)

1. Injectifs (compléments) minimaux.

Pour un sous-module A d'un module M , la propriété d'étre complément minimal

est équivalente 3 celle d'8tre complément co-irréductible (cf. G. RENAULT, [14] et

[15])e Cela s'étend & (L) et se précise ainsi :

ry 1
THEOREME 5.l. - Soit A un élément de (L) » Les propriétés suivantes sont équi-
valentes @
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(1) A est co-irréductible maximal 3
(2) A est injectif minimal ;
(3) A est élément injectif et co-irréductible.

L'équivalence de (2) et de (3) est =ssurée par la proposition 4.1, car, lorsque
A est injectif, 1'ensemble &(A) de ses enveloppes injectives est réduite & {A}
(cf. théordme 3.2). Les implications (1) = (3) et (2) = (1) sont également assu~-

rées par la proposition 4.l1.

Remarque. - Lorsqu'il n'est pas vide, 1l'ensemble des éléments co-irréductihles
de (L) contenus dans un élément donmé B de (L) est inductif pour la relation

dtordre de (L) (vérification aisée).

2. Injectifs (compléments) maximaux.

Un élément injectif maximal de (L) est un élément maximal de 1l'ensemble des

injectifs de (L) distincts de 1'élément universel U .

Nous savons qu'uh sous-module A , complément maximal dans un module M, est
nécessairement sous-module n-irréductible minimal de M (cf. G. RENAULT, [15],
théoréme 3).

Ltintroduction de la notion de complément universel dans (L) s permet de carac—

tériser avec précision ces éléments injectifs maximaux 3

7
DEFINITION 5.1. - Un élément K de (L) est appelé complément universel dans
(L) , s'il n'est pas essentiel, et s'il est complément dans (L) de tout &lément

Z de (L) sgatisfaisant &

Z >0 et ZnK=0.

r 9
THEOREME 5.2. - Soit A un élément de (L) ; les conditions suivantes sont équi-
valentes 3

(1) A est n-irréductible et non singulier ;

) a

(3) A est maximal dans l'ensemble des &léments non essentiels de (L) 3
A

(4)

De plus, lorsque 1l'une des conditions précédentes est rédalisée, A est alors
minimal dans l'ensemble des n-irréductibles de (L) .

est injectif (ou complément) maximal ;

est complément universel.

Preuve. - Elle suivra le cycle d'implications :

() = (1) = @) = 3) = (2) .
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(8) Preuve de (2) => (1) » -~ A , injectif maximal par hypothése, est complément

d'un élément N de (L) , non nul, car A £ U .
Soit une n-décomposition de A dans (L) , triviale ou non,

A:AlﬁAz,

qui entrafne :

Considérons un complément K de A, n N dans (L) , contenant A, o A étant
complément maximal dans (L)
- ou bien X

- ou bien K = U , qui entrafne A2 nN=0, et par suite A = A2 (puisque A

A, et par suite A=A

1]

est complément de N ).
L' n-décomposition de A est donc triviale.
(b) Preuve de (1) => (4) . - Considérons A , n-irréductible et non essentiel.

Soit Z telque Z>0, ANnZ=0 (il existe dans (L) de tels éléments
puisque A n'est pas essentiel). Montrons que A est complément de Z dans (L) ;
soit donc A'e (L) , A'>A, A'nZ=0; (L) étant modulaire 3

AuZ)nA* =AU (ZnA') =A.
Mais A est n-irréductible, et AU Z>A (sinon Z =AnZ =0) ; par suite,

A = A,

(c) Preuve de (4) => (3) « - Soit A un complément universel dans (L) ; A
est non essentiel, par définition. Considérons un élément non essentiel A' de

(L) tel que A' > A ; il existe alors X e (L) ayant les propriétés :
X>0, XnA'=0 (donc Xn A=0).
A étent complément de X ¢ A! = A .

(d) Preuve de (3) = (2) « - Soit A un élément maximal dans l'ensemble des élé-
ments non essentiels de (L) . Toute enveloppe injective E de A dans (L) est
distincte de U , puisque A est non essentiel ; il existe donc des injectifs (soit
Q 1'un d'entre eux) de (L) tels que

ASQ<U.
Nous affirmons que Q = A o En effet, Q est complément d'un élément N de (L)

(théoréme 3.1) 3 N n'est pas nul (car Q #U ) :

QA N=0=AnN j
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et si Q était distinet de A , il serait essentiel, et il en résulterait N = O.

Considérons, pour terminer, un élément A vérifiant les conditions précédentes,
et montrons qu!il est n-irréductible minimal. Si A = 0 , il n'y a rien & montrer.
Si A>0, A est alors complément d'un élément N >0 3; O =N n A ; dans cecas,
le caractére minimal de A résulte de la propriété suivante des treillis modulai-

res (eppliquée pour X =A, Y=N, Z=0) :

IEME 5.1, - Soient trois §léménts X , Y ,Z de (L) , tels que :

Z=XnY, ¥X>2, Y>2Z.

Dans ces conditions, il n'existe aucun élément n-irréductible de (L) distinct
de X et Y, dans les quotients X/Z2 et Y/Z .

En effet, si T vérifie par exemple : Z T <X, alors
PT=TUZ=TUu (InX)=TuY nX avec TuY>T
(sinon, T 2 Y entrafnerait Y=YnTgLYNX=2, ce qui est en contradiction

avec Y >7 ).

Remarqués :

1° 11 existe des n-irréductibles minimaux
qul ne sont pas injectifs : c'est le cas de
1'élément A du treillis modulaire ci-contre,

qui est essentiel et distinct de U .

2° 11 peut arriver que tous les éléments non

nuls de (L) soient tous essentiels, et les
seuls injectifs sont alors O et U . C'est le cas du treillis des idéaux de
1'anneau des entiers Z .

3+ Cearactérisation des injectifs extrémaux au moyen de leurs compléments.

PROPOSITION 5.1. - Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions
suivantes sont équivalentes ¢

(1) A est co~irrdcuctible
(2) Tous les compléments de A sont des injectifs maximaux de (L) 3
(3) A posséde un complément qui est injectif maximal de (L) .

(1) entrafne (2) : Soit K un complément de A ;3 K> 0, car A est non essen-
tiel 3 A > 0 ,puisque A est co-irréductible ; il en résulte que K est non es-
sentiel. Montrons que XK est n~irréductible :
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K=K
A)

n K K. >K, K, >K entrafneraient (puisque K est complément de

2° 1 2

K, nA>0, K, nA>0, O:(KlnA)n(KznA),

2

ce qui contredirait le fait que 0 est n-irréductible dans A/O « K est com-

plément maximal de (L) , d'aprés le théoréme 5.2.
(2) entrafne (3) : évident.

(3) entrafne (1) : Soit K un complément de A , K étant complément maximal
de (L) ; alors, K<Ugj; K>0 (puisque A n'est pas essentiel). Si O était
n-décomposable dans A/0 , alors K serait n-décomposable dans (K u A) /K , car
les deux quotients A/0 et (K u A)/K sont transposés (cf. chapitre 1).

PROPOSITION 5.2 = Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) A est n-irréductible ;

() A est injectif et tous ses compléments sont des injectifs minimaux ;

(3 4 est injectif et posséde un complément qui est injectif minimal.

(1) entrafne (2) : Soit A un n-irréductible non essentiel de (L) 3 A est
alors injectif (cf. théoréme 5.2). Si A = 0 , tous les éléments non nuls de (L)
sont essentiels, et les seuls injectifs de (L) sont 0 et U (A=0#£T , car
U est essentiel dans (L) ), et leur seul complément de A =0 est U, lequel
est bien, dans ce cas, injectif minimal de (L) .

Si A >0, considérons un complément K de A ; K>0, car A n'est pas es-
sentiel. Les quotients XK/O et (Ku A)/A sont transposés, per suite 0 est
n-irréductible dans X/O ; de plus, K n'est pas essentiel. K est complément

co-irréductible, donc injectif minimal (théoréme 5.1).
(2) entrafne (3) : Evident.

(3) entrafne (1) s Soit A injectif possédant un complément K qui est injectif
minimal de (L) « A est alors complément de K (corollaire 3.1), qui est co~
irréductible non essentiel (théoréme 5.1). La proposition 5.1 montre alors que A

est injectif maximal, et aussi n-irréductible non essentiel (théoréme 5.2).
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Chapitre 6

Applications

1. Applications aux n~décompositions.

Supposons qu'un élément X de (L) , X # U, soit ltintersection réduite d'une
famille collective (X, , 1 €I, et i # j entratne X, # X. ) non vide, finie
ou infinie, d'éléments n-irréductibles X, de (L) :

X=0NZX 3 Viel .= N X £X 3
’ 17 erofs} MR

ce qui, lorsque X mn'est pas n-irréductible, équivaut a :
L] — <_
vlex,x_xinX’i,X<Xi,x X, .
Dans le quotient U/X , 1'élément X:i. est donc n-irréductible et non essentiel;
X; possdde ainsi, dans U/X , toutes les propriétés données au théoréme 5.2, et

c'est en particulier un élément minimal dans 1l'ensemble des n-irréductibles de (L)

qui contiennent X .

Si X est en outre complément dans (L) , les composantes Xi sont des compléj-
ments maximaux non seulement dens le quotient U/X , mais encore dans le treillis
(I) lui-mfme. En effet, soit N > 0 un élément de (L) dont X soit complément ;
i-i > X entrafne alors :

X, nN>0 et XinG("inN)zo.

Xi s étant n-irréductible et non singulier dans (L) , est bien complément maxi-
mal dans (L) (cf. théoréme 5.2).

Nous avons donc montré ¢

PROPOSITION 6.l. - Soit X un élément de (L) , n-irréductible, représentable

en intersection réduite d'éléments n-irréductibles Xi de L) =

Dans ces conditions 3

10 Tous les X, sont minimsux dans l'ensemble des n-irréductibles de (L) qui
contiennent X .

2° 8i X est complément dans (L) , tous les X, sont des compléments (ou in-

jectifs) maximaux de (L) .
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Cette proposition prend effet lorsque la reprégentation de tout élément en inter-
section réduite d'éléments n-irréductibles, en nombre fini, est assurée ; c'est
en particulier le cas lorsque (L) est noethérien (cf. [5], pe 12) 3 mais cette
représentation est aussi assurée lorsque (L) est artinien (cf. L. LESIEUR et
R. CROISOT, [10], théoréme 8.1).

THﬁbRﬁME 6ols - Si (L) est noethérien (gg_artinien), tout élément complément

K de (L) , distinct de U , est 1'intersection réduite 4'un nombre fini n de

compléments maximaux de (L) ; et cet entier n (n > 1) ne dépend que de X .

Le fait que deux telles décompositions de K , en intersection réduite finie de
compléments maximaux, aient le méme nombre n de composantes, résulte du théoreme
v
de KUROS-ORE ([5], p. 122), et du fait que tout complément maximal de (L) est

n-irréductible (théoréme 5.2).

2+ Autres applications.

Indiquons 1'énoncé de deux résultats (les démonstrations seront publiées prochai-

nement) .

THEOREME 6.2. - Soit U 1'élément universel du treillis (L) , n~-continu, mo-

dulaire et complet, et vérifiant la condition :

(S) Deux compléments maximaux réciproques de (L) sont toujours supplémentaires

(leur union est U ).

Dans ces conditions, pour deux décompositions de U en union directe d'un nombre

fini d'éléments injectifs minimeux de (L) :

U:M]-@I‘/.[zeoooeanMi@l\’IéQoo-@Mr'l’ 9

ona n=n', et il existe une permutation o de l'ensemble {1 9 R g eee n}

telle que le quotient Mi/o soit semblable au quotient M'G(i)/o pour tout 1 .

Ce théoréme, appliqué au treillis (L) des sous-modules d'un module U , donne
1ténoncé du théoréme d'AZUMAYA dans le cas d'un nombre fini de composantes directes

(cfe [1])w

En effet U , étant somme directe finie de sous-modules injectifs, est lui-mfme

module injectif, et le treillis (L) vérifie alors la condition (S).

De plus, les sous-modules injectifs indécomposables de U coincident avec les
éléments compléments (injectifs) minimsux du treillis (L) ; enfin, toute similitude

définit, dans le cas des modudes, un isomorphisme des modules quotients correspondantse.
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THﬁBRﬁME 6¢3. —= Pour qu'nn A-module & gauche unitaire Q soit injectif, ilfaut
et il suffit que, pour tout idéal & gauche a de A , le sous-module Q' =Q x {o}

du module produit P =Q x (A/a) ait la propriété suivante :

(P)

[1]
[2]
(3]
[4]
(5]

Lé]
[7]
[&]
£9]

[10]
[11]
[12]
[13]

[14]
[15]

Tout complément de Q' dans P, est supplémentaire de Q' .

BIBLIOGRAPHIE

AZUMAYA (G.). - Corrections and supplementaries to my paper concerning
Krull-Remark-Schmidt's theorem, Nagoya mathe J., te 1, 1950, p. 117-124.

BIRKHOFF (Ge.). - Lattice theory, 2nd edition. - New York, American mathemati-
cal Society, 1948 (Amer. math. Soc. Coll. Publ., 25).

BOURBAKI (Nicolas). - Livre II & Algdbre. - Paris, Hermann, 1942 & 1962 (Act.
scient. et ind.) [en 7 fascicules).

DUBREIL (P.) et DUBREIL~JACOTIN (M.-L.). - Legons d'algébre moderne. - Paris,
Dunod, 1961 (Collection universitaire de Mathématiques, 6).

DUBREIL (M.-L.), LESIEUR (L.) et CROISOT (R.). - Legons sur la théorie des
treillis des structures algébriques ordonnées et des treillis géométriques.
- Paris, Gauthier-Villars, 1953 (Cahiers scientifiques, 21).

ECKMANN (B.) und SCHOPF (A.). - Uber injektive Moduln, Arch. der Math., t. 4,
1953, Pe 75-784

GABRIEL (Pierre). - Objets injectifs dans les catégories abéliennes, Séminaire
Dubreil-Pisot : Algdbre et théorie des nombres, t. 12, 1958/59, n°® 17, 32 p.

GABRIEL (Pierre). - Des catégories abéliennes, Bull. Soc. math. France, t. 90,
1962, p. 323-448 (Thése Sc. math. Peris, 1961).

JOHNSON (Re E.)s = Structure theory of faithful rings, I ¢ Closure operations
on lattices, Trans. Amer. math. Soc., t. 84, 1957, p. 508-522 ; II : Res-
tricted rings, Trans. Amer. math. Soc., t. 84, 1957, p. 523-544 ; IIT : Ir-
reductibles rings, Proc. Amer. math. Soc., t. 11, 1960, p. 710-717,

LESIEUR (L.) et CROISOT (R.)« - Algébre noethérienne non commutative. - Paris,
Gauthier-Villars, 1963 (Mémorial des Sciences mathématiques, 154).

LESIEUR (L.) et CROISOT (R.). - Coeur d'un module, J. Math. pures et appl.,
Qe série, t. 4, 1963, p. 367-407.

MATLIS (E.). - Injective modules over noetherian rings, Pacific J. Math.,te 8,
1958, p. 511-528.

ORE (Oe)es = On the foundation of abstract algebra, I : Annals of Math., Series
2, te 36, 1935, p. 406-437 ; II : Annals of Math., Series 2, t. 37, 1936,
Pe 265-292 °

RENAULT (G.). - Sous-modules compléments dans un A-module M , C. R. Acad.
Sce Paris, t. 256, 1963, p. 3222-3225.

RENAULT (G.Z. - Btude des sous-modules compléments dans un A-module, Séminaire
Dubreil-Pisot : Algébre et théorie des nombres, t. 16, 1962/63, n® 16, 12 p.




